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1. Einleitung 

Der Begriff des Flächeninhalts ist unumstritten Gegenstand des Mathematik-

unterrichts aller Schularten. Denn es handelt sich hierbei um einen mathema-

tisch grundlegenden Begriff , der innerhalb der Mathematik auf vielfältige

Weise begründet und verwendet wird. Er wird in den meisten Wissenschaften

benutzt, die sich mathematischer Methoden bedienen, in der Technik, in vielen

Berufsfeldern und in unterschiedlichsten Situationen des täglichen Lebens. Die

große Bedeutung dieses Begriff s, die Vielfalt der zu berechnenden Flächen und

die unterschiedlichen Methoden zur Flächenberechnung erfordern eine didakti-

sche Theorie des Flächeninhalts. Eine solche Theorie hat Lösungen für die

zentralen didaktischen Probleme des Themenbereichs zu bieten (BIGALKE

1984). Die traditionelle Inhaltslehre ist sehr ausführlich und gründlich von

FRICKE (1983) dargestellt worden. Dabei wird deutlich, daß der Begriff des

Flächeninhalts nur in einem langfristigen Lernprozeß angemessen erworben

werden kann. FRICKE verzichtete darauf, einen konkreten Unterrichtsplan für

das Lehren des Begriff s „Flächeninhalt“ zu entwickeln. Grundlage eines

solchen Plans müßte nach meiner Auffassung ein Modell  für das langfristige

Lernen des Begriff s „Flächeninhalt“ sein. Ein solches Modell soll im Folgen-

den entwickelt werden.

FREUDENTHAL (1973) hatte angeregt, langfristige Lernprozesse für grundlegen-

de Begriffe nach dem Vorgehen von VAN HIELE (1976) als Lernen in Stufen zu

planen. In der Folge wurden Modelle für das Lernen des Funktionsbegriff s

(VOLLRATH 1974) und für das Lernen grundlegender geometrischer Begriffe

(WEIDIG 1982, HOLLAND 1988) angegeben. Für das Lernen des Zahlbegriff s

erwies es sich als zweckmäßig, neben dem Lernen in Stufen auch ein Lernen
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durch Erweiterung zu planen (VOLLRATH 1994). Das Ergebnis war ein Modell ,

bei dem sich das Lernen des Zahlbegriff s von der Grundschule über die Se-

kundarstufe I bis zur Sekundarstufe II als Kombination von Lernen in Stufen

und Lernen durch Erweiterung ergibt (VOLLRATH 1995). Nach diesem Muster

wollen wir nun auch beim Begriff des Flächeninhalts vorgehen.

2. Anforderungen an das Modell

Wir wollen zunächst klären, welche Anforderungen an ein derartiges Modell

zu stellen sind.

Die Forderung, das Lernen des Begriff s „Flächeninhalt“ als langfristigen

Lernprozeß zu planen, ist im wesentlichen von der Konzeption eines geneti-

schen Mathematikunterrichts her bestimmt. In ihm kommt es darauf an, Ma-

thematik mit den Lernenden so zu entwickeln, daß sowohl die Sachstruktur als

auch die kognitive Struktur der Lernenden angemessen berücksichtigt werden

(WITTMANN 1974, S. 111). 

Das Modell soll im Einklang mit der Sachstruktur und mit der kognitiven

Struktur der Lernenden stehen.

Welche Flächeninhalte im Mathematikunterricht behandelt werden, ist ziemlich

klar umrissen. Auskunft darüber kann z.B. eine Formelsammlung geben: Man

findet Formeln für den Flächeninhalt A von Dreiecken und Vierecken, von

Kreisen und Kreisteilen sowie von Elli psen. Flächeninhaltsformeln sind aber

auch „verborgen“ bei den Körpern als Oberflächenformeln. Es finden sich

neue Flächen beim Zylinder, beim Kegel, bei der Kugel und Kugelteilen und

bei Rotationskörpern. Neue Formeln tauchen für bekannte Flächen in anderen

Gebieten auf, z.B. für den Flächeninhalt des Dreiecks in der Trigonometrie

oder in der vektoriellen analytischen Geometrie. Schließlich liefert auch die

Integralrechnung etliche Beiträge zur Bestimmung von Flächeninhalten. 

Das Modell soll alle Flächen einbeziehen, für die nach der Theorie Flä-
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cheninhalte zu behandeln sind.

Flächeninhalte werden im Mathematikunterricht zunächst verglichen, dann

durch Abzählen von Einheitsquadraten, später durch Formeln, schließlich mit

Hil fe von Integralen bestimmt. Sie werden also in unterschiedlichen Schulty-

pen und Jahrgangsstufen in unterschiedlicher Weise behandelt. 

Man erkennt hier eine Entwicklung bei den Werkzeugen: Es beginnt mit der

sinnlichen Wahrnehmung und dem konkreten Handeln beim Auslegen von

Flächen, dann wird die Arithmetik eingesetzt, es folgt die Algebra, schließlich

die Integralrechnung. Dabei sieht man eine gewisse Sachlogik, denn die Ver-

fahren bauen aufeinander auf. Das hängt aber auch mit dem Curriculum zu-

sammen. Geometrische Grundvorstellungen werden in der Grundschule aufge-

baut; hier werden auch die Grundlagen der Arithmetik gelegt. Arithmetik wird

in der Sekundarstufe I erweitert und vertieft. Sie führt schließlich zur Algebra.

Die Integralrechnung bleibt der Sekundarstufe II vorbehalten.

Das Modell i st mit anderen Lernprozessen abzustimmen, so daß die aus

diesen Bereichen benötigten Kenntnisse und Fähigkeiten erwartet werden

können. 

Allerdings haben wir den Eindruck, daß am Ende der Schulzeit von den Ler-

nenden mit dem Flächeninhalt im wesentlichen formal umgegangen wird. So

muß man ein weitgehendes Fehlen eines intuitiven Verständnisses feststellen.

Dies zeigt sich vor allem bei Schätzaufgaben. Es fällt vielen Lernenden auch

schwer, ein formal gewonnenes Ergebnis elementar zu interpretieren, etwa

wenn als Flächeninhalt eines Rechtecks 60 cm2 bestimmt wird und man dann

danach fragt, wie viele cm-Quadrate in das Rechteck passen. 

Auslegen mit Einheitsquadraten und Abzählen, Einsetzen in eine Formel und

„Ausrechnen“ , Bestimmung eines Flächeninhalts mit Hil fe des bestimmten

Integrals sind für die Lernenden normalerweise isoliert im Unterricht verwen-

dete Verfahren die zu bestimmten Altersstufen gehören und sich auf bestimmte

Flächen beziehen. Den Flächeninhalt eines Dreiecks berechnet man nach
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Formel, den Flächeninhalt unterhalb der Parabel mit dem Integral. Es ist sicher

erstrebenswert, wenn die Problemlöser ein Gefühl für das jeweils angemessene

Verfahren entwickeln. Doch sollte ihnen z.B. bewußt sein, daß die Integration

die elementaren Verfahren fortsetzt, so daß man also auch den Flächeninhalt

eines Dreiecks mit Integration bestimmen könnte. Man sollte daher eine Isola-

tion der Methoden vermeiden.

Die einzelnen Phasen des Modells sind sorgfältig auszubilden und mitein-

ander zu verbinden, so daß ein Zusammenhang gesehen werden kann. 

Bei der Behandlung von Figuren und Flächen im Unterricht besteht ein Span-

nungsverhältnis zwischen Formenkunde und Flächeninhaltslehre. Das beginnt

bereits in der Grundschule, wenn zu früh auf Flächenberechnungen Wert gelegt

wird (BESUDEN 1984, S. 34-43).

Die Erarbeitung eines Flächeninhalts setzt Kenntnisse über Eigenschaften der

Fläche voraus. Grundlegend in der Flächeninhaltslehre ist z.B. der Begriff der

Kongruenz. Der Flächeninhalt ist eine Invariante bei Kongruenzabbildungen.

Der Begriff der Zerlegungsgleichheit setzt den der Kongruenz voraus. 

Betrachtet man Flächen jedoch ausschließlich unter dem Aspekt, welche

Eigenschaften für Flächeninhaltsbestimmungen erforderlich sind, so verkürzt

man damit die Formenkunde. Diese Gefahr besteht im Unterricht, wenn z.B. in

den Aufgaben die Verwendung der Formeln im Vordergrund steht, so daß den

Schülern signalisiert wird, es käme ausschließlich auf diese an (BESUDEN 1984,

S. 34-43). 

Das kann sogar dazu führen, daß nur solche Figuren im Unterricht behandelt

werden, für die man eine Formel für den Flächeninhalt erarbeiten kann. Z.B.

verzichtet man in der Hauptschule aus diesem Grunde meist auf die Behand-

lung der Elli pse, obwohl sie durchaus als Figur den Hauptschülern zugänglich

und für sie auch von Interesse ist. Man denke nur an Elli psen als Schnittflächen

oder als Schrägbilder der Grund- und Deckfläche von Zylindern. 

Im Modell i st dafür zu sorgen, daß sich Formenkunde und Flächeninhalts-
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lehre gegenseitig befruchten können. 

Zwischen den im Unterricht behandelten Figuren gibt es Beziehungen, die sich

in den zugehörigen Flächeninhaltsformeln niederschlagen. Das Quadrat ist z.B.

ein Sonderfall  des Rechtecks, die Formel für den Flächeninhalt des Quadrats

muß daher als Sonderfall i n der Formel für den Flächeninhalt des Quadrats

enthalten sein. Das Dreieck kann man als Grenzfall  eines Trapezes sehen.

Entprechend muß sich die Dreiecksformel als Grenzfall aus der Trapezformel

ergeben. 

Nach unseren Beobachtungen haben allerdings selbst Gymnasiasten häufig

kein Bewußtsein von Zusammenhängen zwischen Formeln. So bereitet schon

die Aufgabe Schwierigkeiten, die Flächeninhaltsformel des Quadrats aus der

Formel für den Flächeninhalt des Rechtecks herzuleiten. Noch mehr Probleme

treten auf, wenn in der Formel  für den Flächeninhalt des TrapezesA � a � c

2
h

a = c gesetzt und das Ergebnis interpretiert werden soll . Das Modell sollte

derartige Defizite verhindern.

Beim Lehren des Flächeninhaltsbegriffs ist darauf zu achten, daß den

Lernenden Beziehungen zwischen den Formeln bewußt werden. 

Die Lernenden sollen im Unterricht Wissen erwerben, etwa welcher Zusam-

menhang zwischen den Seitenlängen und dem Flächeninhalt eines Rechtecks

besteht. Sie lernen im Lauf der Zeit Formeln für die wichtigsten Flächeninhalte

kennen. Am Ende der Sekundarstufe I wird im wesentlichen erwartet, daß die

Lernenden Flächeninhalte nach Formeln berechnen können. 

Sie dürfen sich dabei normalerweise eines Wissensspeichers bedienen; das

kann die Formelsammlung in einem Tafelwerk oder der Speicher eines Ta-

schenrechners sein. Dabei kommt es darauf an, für die vorgelegte Fläche bzw.

für Teil flächen jeweils die zugehörige Formel zu wählen und damit zu arbeiten.

Je nach der Aufgabenstellung sind Umformungen oder Kombinationen von

Formeln erforderlich, ehe eingesetzt und der Wert für den Flächeninhalt er-

rechnet wird. Im Unterricht geht es also darum Kenntnisse und Fähigkeiten im
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Umgang mit Flächeninhalten zu vermitteln. 

Die Dominanz der Formeln in den Aufgaben führt bei den Lernenden häufig zu

einer gewissen Hilfl osigkeit bei der Bestimmung des Flächeninhalts einer

Figur unbekannten Typs. Obwohl die Lernenden bei Vielecken Triangulatio-

nen als prinzipiellen Lösungsansatz und Approximationen mit Vielecken beim

Kreis kennengelernt haben, werden diese Verfahren im Unterricht normaler-

weise nicht in Aufgaben auf neue Figurentypen angewendet. Sie gehören damit

auch nicht zum persönlich genutzten Werkzeug für Flächeninhaltsbestimmun-

gen. Eine solche Verengung sollte vermieden werden.

Mit dem Modell soll deutlich werden, welche Fähigkeiten und Kenntnisse

am Ende einer Unterr ichtssequenz und am Ende des Lehrgangs angestrebt

werden und auf welchem Wege das erreicht werden soll .

3. Entwicklung eines Lernmodells

Es soll also darum gehen, ein theoretisch fundiertes und tragfähiges Modell zu

entwickeln. Wir wollen uns dazu möglichst an der Unterrichtstradition und an

der didaktischen Theorie orientieren. Zunächst wollen wir versuchen, die

üblichen Phasen aus lerntheoretischer Sicht zu analysieren. Dabei geht es

darum, zu entscheiden, ob für die Beschreibung der Übergänge, die den jeweils

entscheidenden Lernfortschritt bringen sollen, ein Lernen in Stufen oder ein

Lernen durch Erweiterung anzunehmen ist. 

Lernen in Stufen ist dadurch gekennzeichnet, daß durch Reflexion der Gegen-

stände einer bestimmten Stufe eine höhere Stufe erreicht wird. Damit wird die

Analyse als Weg zu neuer Erkenntnis betont.

Lernen durch Erweiterung ist dadurch bestimmt, daß eine Grenze des Operie-

rens bewußt überschritten wird, wobei nach Möglichkeit der Gültigkeitsbereich

bekannter Verfahren formal ausgeweitet wird. Hier spielt also die Synthese die

entscheidende Rolle. (VOLLRATH 1995)
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Anfangsphase: Aufbau intuitiver Vorstellungen von der Größe einer Fläche.

In der Grundschule lernen die Kinder von großen und kleinen Flächen zu

sprechen. Sie sehen das zunächst „auf einen Blick“ . Dann lernen sie Flä-

chen zu vergleichen, indem sie z.B. prüfen, ob eine Fläche in die andere

paßt. Es ist also ein qualitativer Vergleich möglich. 

Übergang: Von intuitiven Vorstellungen über die Größe einer Fläche zum

Abzählen der Einheitsquadrate in einem Rechteck. 

Die Kinder erkennen, daß man Flächen auch dadurch vergleichen kann, daß

man sie mit Einheitsquadraten auslegt und die Anzahl der Einheitsquadrate

vergleicht. Sie erfahren, daß die Anzahl der Einheitsquadrate, mit denen

man ein Rechteck füllen kann, ein Maß für die Größe des Rechtecks dar-

stellt . 

Der wesentliche Fortschritt ist nun, daß die Flächeninhalte von Rechtecken

durch den Vergleich der Maßzahlen verglichen werden können. Diese

entscheidende Idee ist das Ergebnis einer Reflexion. Man kann deshalb

diesen Lernfortschritt als Ersteigen einer höheren Stufe ansehen. 

Die Lernenden erkennen, daß man den Flächeninhalt des Rechtecks durch

geschicktes Abzählen leichter gewinnen kann, als wenn man einfach nur nach-

einander zählt. Man erkennt z.B.: Das Rechteck läßt sich mit b Reihen zu je a

Quadraten auslegen. Insgesamt erhält man also a �  b Einheitsquadrate.

Übergang: Von einer Formel für die Anzahl der Quadrate zu einer Formel mit

Längen.

Arbeitet man mit der Formel für die Anzahl der Quadrate, so erkennen die

Schüler bald: Man braucht nur die Maßzahl der Länge mit der Maßzahl der

Breite zu multiplizieren. Die Formel A = a�  b ist eine abgekürzte Schreib-
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weise für diesen Sachverhalt. Der Flächeninhalt A des Rechtecks wird

gedeutet als Produkt der Längen a und b. Der Übergang von der Zählformel

für die Anzahl der enthaltenen Einheitsquadrate im Rechteck zur Formel

mit dem Produkt von Längen läßt sich durch eine Reflexion erreichen, bei

der eine höhere Abstraktionsstufe erstiegen wird. Dies spricht also für ein

Lernen in Stufen.

Übergang: Von einer Formel mit natürlichen Maßzahlen zu einer Formel mit

gebrochenen Maßzahlen.

Wenn das Auslegen mit den Einheitsquadraten beim Rechteck nicht auf-

geht, wird man versuchen, zu einem kleineren Einheitsquadrat überzuge-

hen, bei dem das Auslegen aufgeht. Dann kann man die Formel anwenden.

Drückt man nun das Ergebnis in der größeren Einheit aus, wird deutlich,

daß man die Formel auch auf gebrochene Maßzahlen ausdehnen kann. Die

Begrenzung der natürlichen Maßzahlen wird damit überwunden. (Daß die

Verwendung gebrochener Maßzahlen auch eine Begrenzung auf den kom-

mensurablen Fall darstellt , kann man den Lernenden auf dieser Stufe nicht

deutlich machen.) Der Übergang läßt sich damit als Lernen durch Erweite-

rung deuten.

Übergang: Vom Rechteck zu den Vielecken.

Das Auslegen mit Quadraten wurde bisher auf das Rechteck beschränkt.

Schon bei Dreiecken muß es scheitern, weil es im allgemeinen nicht auf-

geht. Die entscheidende Idee ist, zu dem Dreieck ein inhaltsgleiches Recht-

eck zu finden. In einer Reflexion wird die entscheidende Beziehung zwi-

schen Dreieck und Rechteck bzw. Parallelogramm und Rechteck erkannt.

Damit läßt sich das neue Problem auf das bereits bewältigte Problem zu-

rückführen. Diesen Lernfortschritt kann man als Lernen in Stufen beschrei-

ben.
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Wie man vorgehen sollte, um den Lernenden eine Chance zu geben, diesen

Sachverhalt selbst zu entdecken, ist sehr eindrucksvoll von WERTHEIMER

(1957) dargestellt worden. 

Mit der neu gewonnenen Einsicht lassen sich nun Formeln für die Flächen-

inhalte von Dreiecken, Parallelogrammen, Trapezen, Drachen und Rauten

angeben. Mit Hil fe von Triangulationen kann man prinzipiell für jedes

Vieleck den Flächeninhalt berechnen. 

Durch Flächenverwandlung kann man jedes Vieleck in ein inhaltsgleiches

Rechteck und nach der Satzgruppe des Pythagoras mit Zirkel und Lineal in

ein Quadrat überführen. 

Übergang: Von den Formeln zu den Beziehungen zwischen den Formeln.

In der Formenkunde erkennen die Lernenden mit dem „Haus der Vierecke“

Beziehungen zwischen den Vierecken. Das Quadrat ist ein Sonderfall des

Rechtecks, das Rechteck ist ein Sonderfall des Parallelogramms. Entspre-

chend sollte in der Inhaltslehre deutlich werden, daß die Formel für den

Flächeninhalt des Quadrats ein Sonderfall der Formel für den Flächeninhalt

des Rechtecks und diese wiederum ein Sonderfall der Flächeninhaltsformel

für das Parallelogramm ist. Diese Einsicht wird in einer Reflexionsphase

gewonnen, so daß man von einem Lernen in Stufen sprechen kann.

Übergang: Von den Vielecken zum Kreis.

Die Flächeninhalte von Kreisen und Kreisteilen werden durch Approxima-

tion mit bekannten Flächen bestimmt. Wie das auch in der Hauptschule

angemessen behandelt werden kann, ist sehr überzeugend von BESUDEN

dargestellt worden (BESUDEN 1984, S. 90-95). Auch bei diesem Übergang

wird wiederum eine Grenze überschritten, indem man das Operieren mit

Vielecksflächeninhalten auf Kreise und Kreisteile ausweitet. Darin sehe ich
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ein Lernen durch Erweiterung.

Übergang: Von den ebenen zu den gekrümmten Flächen.

Bei den Berechnungen der Oberflächeninhalte von Körpern tritt auch das

Problem auf, den Inhalt gekrümmter Flächen zu berechnen. Im Fall des

Zylinders und des Kegels löst man das Problem durch Abwicklung. Bei der

Kugel approximiert man die Oberfläche durch ein „Netz“ von Vielecken,

das von Pyramidengrundflächen gebildet wird, deren Spitzen im Kugel-

mittelpunkt liegen. Bei diesem Übergang wird man von einem Lernen

durch Erweiterung sprechen können.

Übergang: Flächeninhalt als Maßbegriff.

Der Begriff des Flächeninhalts ist ein Maßbegriff (HOLLAND 1996), wie die

Begriffe Länge, Rauminhalt und Winkelmaß. HOLLAND hebt bei diesen

Begriffen als gemeinsame Eigenschaften hervor: die Invarianz gegenüber

Kongruenzabbildungen und die Additi vität. Eine solche analysierende

Betrachtung am Ende der Sekundarstufe I oder in der Sekundarstufe II

könnte zu einer höheren Stufe führen. HOLLAND selbst ist aber skeptisch,

ob diese Stufe im Unterricht überhaupt erreicht werden soll (HOLLAND

1996, S. 193).

Übergang: Von der Parabel zu Graphen.

Die Einführung des bestimmten Integrals setzt normalerweise mit der

Bestimmung des Flächeninhalts „unter einer Parabel“ an. Im Grunde verall -

gemeinert man das Verfahren, das man beim Kreis erfolgreich benutzt

hatte. Die Reflexion dieses Verfahrens führt zur Integralrechnung. Dies



11

Flächenvergleich

Zählen, Zählformel

Formel: natürliche Maßzahlen

Formel: gebrochene Maßzahlen

Formeln: Vielecke

Beziehungen zwischen Formeln

Formeln: Kreis, Kreisteile

Maße
Graphen

Gekrümmte Oberflächen

spricht für ein Lernen in Stufen.

Einen Überblick gibt die Darstellung in Fig. 1.

Fig. 1: Modell für das langfristige Lernen des Begriffs „Flächeninhalt“

Ob dieses Modell als Grundlage einer Theorie für das Lehren des Begriff s

„Flächeninhalt“ geeignet ist, bedarf einer kritischen Auseinandersetzung.

4. Kr itische Betrachtung des Modells

Es ist also zu fragen, ob das Modell mit den aufgestellten theoretischen Forde-

rungen im Einklang steht. 

Das Modell entspricht der Sachstruktur. Die einzelnen Schritte bauen aufein-

ander auf. Die Übergänge sind methodisch als Verallgemeinerung (Lernen in

Stufen) oder als Erweiterung (Lernen durch Erweiterung) zu sehen und sind

damit grundlegende mathematische Vorgehensweisen. 
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Das Modell beginnt in der 1. Phase kindgemäß mit Handeln und Beobachten.

In den weiteren Phasen steigen die Anforderungen an das Denken. Es bleibt

aber ein Spielraum für Differenzierungen. So wird man z.B. in der Hauptschule

anschaulicher argumentieren als im Gymnasium. Dagegen wird man im Gym-

nasium an die Herleitungen der Formeln und an die Handhabung des Formel-

apparates höhere Anforderungen stellen als in der Hauptschule.

Das Modell erfaßt alle Flächentypen, die traditionell behandelt werden sollen.

Die vorgesehene Reihenfolge ihrer Behandlung im Unterricht läßt sich gut mit

der Entwicklung der erforderlichen arithmetischen, algebraischen und analyti-

schen Fähigkeiten in Einklang bringen. Das gilt auch für die Formenkunde.

Durch eine Reflexionsphase ist dafür zu sorgen, daß den Lernenden auch

Beziehungen zwischen den Formeln bewußt werden.

Die einzelnen Phasen sind durch bestimmte Kenntnisse und Fähigkeiten bei

den Lernenden gekennzeichnet. Zugleich lassen sich jeweils Grenzen ihrer

Kenntnisse und Fähigkeiten angeben. Die Übergänge sind durch den Zuwachs

an bestimmten Kenntnissen und Fähigkeiten bestimmt.

5. Vom Modell zu Unterr ichtsplänen

Wir wollen nun untersuchen, ob das Modell als Planungsinstrument für den

Unterricht geeignet ist. Dabei wird es insbesondere darum gehen, ob es eine

sinnvolle Differenzierung z.B. zwischen Gymnasium und Hauptschule er-

möglicht.

Grundschule

Bereits in der Grundschule erfolgt der Aufbau intuitiver Vorstellungen über

den Flächeninhalt und der Übergang von einem qualitativen Vergleich zu

einem quantitativen Vergleich von Flächen mit Hil fe von Einheitsquadraten.

Nach dem Vorschlag von BESUDEN werden Umrißfiguren mit Plättchen ausge-

legt, um damit „ räumliches Sehen“ und „geometrisch-kombinatorisches“
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Denken zu schulen, sowie Vorstellungen über den Flächeninhalt aufzubauen

(BESUDEN 1984, S. 34-43).

5. � 7. Jahrgangsstufe

Zu Beginn der Sekundarstufe I unterscheidet sich die Behandlung der Flächen-

inhalte in Gymnasium und Hauptschule nicht wesentlich.

Ein Ansatzpunkt für die Betrachtung von Flächeninhalten in der 5. Jahrgangs-

stufe ist das Bestimmen von Flächeninhalten von Rechtecken im Rahmen der

Größenlehre. Man sollte hier zunächst die angemessenen Vorstellungen über

den Flächeninhalt sichern. Insbesondere wird man den Unterschied zwischen

Umfang und Flächeninhalt herausarbeiten. Indem man Flächeninhalte wie

allgemein bei den Größen durch Maßeinheit und Maßzahl angibt, wird das

Problem der Flächeninhaltsbestimmung deutlich. Es wird zunächst für Recht-

ecke durch systematisches Abzählen von Einheitsquadraten gelöst. 

Eine höhere Stufe des Verständnisses wird mit der Formel für den Flächen-

inhalt erreicht. Diese Formel wird dann auch dazu verwendet, die Inhalte von

Oberflächen zu berechnen, die aus Rechtecken zusammengesetzt sind.

In der 6. Jahrgangsstufe erfolgt eine Erweiterung auf Rechtecke mit gebroche-

nen Maßzahlen. Dabei stehen Dezimalbrüche im Vordergrund. Auch in der

Hauptschule ist in dieser Jahrgangsstufe im Bereich der Zahlen der Übergang

von den natürlichen zu den gebrochenen Zahlen vollzogen. 

In der 7. Jahrgangsstufe wird das Berechnen von Flächeninhalten von Recht-

ecken gefestigt. Hier wird auch besonderer Wert auf Umrechnungen zwischen

verschiedenen Maßeinheiten gelegt. 

Von der 8. Jahrgangsstufe an gehen beide Schultypen getrennte Wege.

Gymnasium

In der 8. Jahrgangsstufe wird in Verbindung mit der Figurenlehre durch Erken-

nen der Inhaltsgleichheit bzw. der Zerlegungsgleichheit eine höhere Stufe im
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Verständnis des Begriff s „Flächeninhalt“ erreicht. Für Dreiecke und besondere

Vierecke werden Formeln gewonnen. Damit kann man nun prinzipiell für

beliebige Vielecke den Flächeninhalt berechnen.

Das Aufstellen von Formeln, das Umformen und das Berechnen wird möglich,

weil die entsprechenden Techniken zu diesem Zeitpunkt in der Algebra er-

arbeitet worden sind.

Bei der Behandlung der Vierecke werden mit dem Haus der Vierecke Zu-

sammenhänge zwischen den Figuren deutlich. Man erreicht damit eine höhere

Stufe im Verständnis des Begriff s der Figur. Entsprechend kann man für das

Verständnis des Flächeninhaltsbegriffs eine höhere Stufe erreichen, indem man

Zusammenhänge zwischen den Formeln herausarbeitet. Unterstützt wird das

durch die Einführung der Scherungen.

In der 9. Jahrgangsstufe werden die Flächensätze am rechtwinkligen Dreieck

erarbeitet. Man kann hier auf die historische Bedeutung dieser Sätze für das

Problem der Quadratur hinweisen.

Mit den Berechnungen am Kreis erfolgt in der 10. Jahrgangsstufe eine Er-

weiterung. Mit der Berechnung der Oberfläche von Zylinder, Kegel und Kugel

folgt dann wiederum eine Erweiterung des Begriff s auf gekrümmte Flächen.

Daß man mit der Berechnung dieser Flächen im Gymnasium so lange wartet,

hat im wesentlichen damit zu tun, daß man bestrebt ist, die notwendigen Grenz-

prozesse zumindest intuitiv zu bewältigen, wozu doch fortgeschrittene Kennt-

nisse und Fähigkeiten im Umgang mit reellen Zahlen erforderlich sind. 

In einem Rückblick am Ende der Betrachtungen in der Sekundarstufe I kann

das Gemeinsame zwischen den Maßbegriffen „Länge“ , „Flächeninhalt“ und

„Rauminhalt“  erarbeitet werden, so daß man damit eine höhe Stufe des Ver-

ständnisses erreicht.

In der Sekundarstufe II  erfolgt dann im Rahmen der Integralrechnung eine

höhere Stufe der Bestimmung der Flächeninhalte von Flächen "unter Graphen"

mit Hil fe der Integralrechnung.
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Hauptschule

Auch in der 8. Jahrgangsstufe der Hauptschule werden Formeln für den Flä-

cheninhalt von Dreieck, Parallelogramm und Trapez erarbeitet. Hier findet

ebenfalls ein Lernen in Stufen statt. Ein entscheidender Unterschied zum

Gymnasium besteht aber darin, daß in dieser Jahrgangsstufe auch bereits der

Kreis behandelt wird. Obwohl sich die Berechnungen unmittelbar an die Viel-

ecke anschließen, sollte man den Schülern doch deutlich machen, daß hier

durch die Approximation eine Grenze überschritten wird. Das ist schon deshalb

wichtig, damit sie allgemein bei krummlinig begrenzten Flächen, wie sie ja

immer wieder in der Praxis auftreten, nicht hil flos sind.

Das Rechnen mit den Formeln wird in der 9. Jahrgangsstufe gefestigt. Zwar

bemüht man sich darum, den Lernenden die Formeln einzuprägen, doch sind

die Ergebnisse immer wieder enttäuschend (z.B. BESUDEN 1984, S. 6). 

Hier wäre auch der Ort, bewußt Beziehungen zwischen Figuren und Formeln

anzusprechen. Man könnte sich dabei darauf beschränken, daß die Formel für

den Flächeninhalt des Quadrats ein Sonderfall der Formel für den Flächen-

inhalt des Rechtecks ist und daß diese wiederum ein Sonderfall der Formel für

den Flächeninhalt des Parallelogramms ist. Damit hätte man eine höhere Stufe

des Verstehens erreicht.

Bei Körperberechnungen tritt bei der Berechnung des Oberflächeninhalts von

Zylinder und Kegel das Problem gekrümmter Flächen auf. Durch die mögliche

und für die Lernenden selbstverständlich Abwicklung in der Ebene wird sich

hier jedoch kaum ein Problembewußtsein ergeben. Das wird erst prinzipiell

anders bei der Kugel. 

Häufig verzichtet die Hauptschule auf die Behandlung der Kugel. BESUDEN hat

hier einen gangbaren Weg gewiesen (BESUDEN 1984, S. 96-103). Er behandelt

zunächst die Kugeloberfläche in folgenden Schritten:

�
Vorüberlegungen zum Erfassen des gesetzlichen Zusammenhangs,

�
Vermutungen und Abschätzungen,
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�
Eingrenzen des wahren Wertes,

�
Genauere Bestimmung der Formel, 

�
Festigung der Formel,

�
Anwendung der Formel.

Nach diesem Schema erarbeitet er auch die Volumenformel. Dabei steht für ihn

nicht die Formel im Vordergrund: 

„Es ist die Art der Herleitung vom Erkennen des Problems, dem Vermuten
des gesetzlichen Zusammenhangs über das Eingrenzen des wahren Wertes
und seiner anschließenden exakten Bestimmung bis zur Bestätigung, Wie-
derholung und Einübung. Wer glaubt, diese ,umständlichen‘ Herleitungen
dauerten aber zu lange, der lebt gewiß noch in der Vorstellung, daß solche
Überlegungen vom Wesentlichen, nämlich den Rechenaufgaben abhielten.
Dabei liegt die Schulung des beweglichen Denkens und logischen Schlie-
ßens gerade im Verfolgen der beschriebenen Gedankengänge!" (BESUDEN

1984, S. 103)

Dieser Ansatz ist darum bemüht, den Lernenden ein Problembewußtsein zu

vermitteln. Der Lösungsweg setzt voraus, daß ihnen Beziehungen zwischen

Figuren und Formeln bewußt sind und daß sie dieses Wissen zur Problemlö-

sung einsetzen können. Beides ist im Einklang mit unserem Modell .

Wir haben uns in dieser Arbeit auf eine didaktische Theorie des Flächeninhalts

beschränkt. Dabei wurden an einigen Stellen Querverbindungen zu den Kör-

pern sichtbar. Auch für Rauminhalte sollte ein entsprechendes Modell entwik-

kelt werden. Dieses wäre mit dem Modell für den Flächeninhalt abzustimmen.

Auch FRICKES Theorie schließt ja Rauminhalte mit ein (1983).

6. Zur Realisierung

Lernen in Stufen und Lernen durch Erweiterung ergeben sich nicht beiläufig,

sondern sie stellen sich nur dann ein, wenn die jeweili gen Übergänge in den

entsprechenden Unterrichtssequenzen sorgfältig im Unterricht gestaltet werden.

Wesentlich dabei sind Reflexionsphasen, die den Lernenden helfen, die Bedeu-
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tung dieses Schrittes für die Weiterentwicklung des Flächeninhaltsproblems zu

erfassen. Dabei besteht dann auch zumindest für das Gymnasium die Hoff -

nung, daß die Lernenden dieses Problem nicht nur auf das Berechnungspro-

blem reduzieren (KIRSCH 1976), sondern auch als Definitionsproblem erken-

nen.
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