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1. Einleitung

Der Begriff des Flacheninhalts ist unumstritten Gegenstand des Mathematik-
unterrichts aller Schularten. Denn es handelt sich hierbel um einen mathema-
tisch grundegenden Begriff, der innerhalb der Mathematik auf vielféltige
Weise begriindet undverwendet wird. Er wird in den meisten Wissenschaften
benutzt, die sich mathematischer Methoden bedienen, in der Technik, invielen
Berufsfeldern undin urterschiedli chsten Situationen destagli chen Lebens. Die
grol¥e Bedeutung dieses Begriff s, die Vielfalt der zu berechnenden Fladchen urd
die unterschiedlichen Methoden zur Flachenberechnurg erfordern eine didakti-
sche Theorie des Flacheninhalts. Eine solche Theorie hat Ldsungen fur die
zentralen didaktischen Probleme des Themenbereichs zu hieten (BIGALKE
1984). Die traditionelle Inhaltslehre ist sehr ausfiihrlich und griindich von
FRICKE (1983 dargestellt worden. Dabel wird deutlich, dald der Begriff des
Fladheninhdts nur in einem langfristigen Lernprozef angemessen erworben
werden kann. FRICKE verzichtete darauf, einen konkreten Unterrichtsplan fir
das Lehren des Begriffs ,Flacheninhalt® zu entwickeln. Grundage énes
solchen Plans miifde nach meiner Auffasaung ein Modell fir das langfristige
Lernen des Begriffs,, Fladheninhalt” sein. Ein solches Modell soll i m Folgen-
den entwickelt werden.

FREUDENTHAL (1973 hatte angeregt, langfristige Lernprozesse fir grund egen-
de Begriffenach dem Vorgehen von VAN HIELE (1976 als Lernenin Sufen zu
planen. In der Folge wurden Modelle fir das Lernen des Funktionsbegriffs
(VOLLRATH 1974 undfir das Lernen grundegender geometrischer Begriffe
(WEIDIG 1982 HOLLAND 1988 angegeben. Fir das Lernen des Zahlbegriffs
erwies es gch as zwedkmallig, neben dem Lernen in Stufen auch ein Lernen
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durch Erweiterungzu planen (VOLLRATH 1994). Das Ergebniswar ein Modell,
bei dem sich das Lernen des Zahlbegriffs von der Grundschule Uber die Se-
kundarstufe | bis zur Sekundarstufe Il as Kombination von Lernen in Stufen
undLernen duch Erweiterung ergibt (VOLLRATH 1995. Nach desem Muster
wollen wir nunauch beim Begriff des Flacheninhalts vorgehen.

2. Anforderungen an das Modell

Wir wollen zunéacdhst kléaren, welche Anforderungen an ein derartiges Modell
zu stellen sind.

Die Forderung, das Lernen des Begriffs ,Fladheninhalt” als langristigen
Lernprozel? zu planen, ist im wesentlichen von der Konzeption eines geneti-
schen Mathematikunterrichts her bestimmt. In ihm komnt es darauf an, Ma-
thematik mit den Lernenden so zu entwickdn, dal3 sowohl die Sachstruktur als
auch de kogniti ve Struktur der Lernenden angemessen beriicksichtigt werden
(WITTMANN 1974,S. 111).

Das Modell soll im Einklangmit der Sechstruktur und mit der kogritiven
Sruktur der Lernenden stehen.

Welche Fladheninhalteim M athematikunterricht behandelt werden, ist ziemlich
klar umrissen. Auskunft dartiber kann z.B. eine Formelsammiung geben: Man
findet Formeln fur den Fladheninhalt A von Dreiedken undViereden, von
Kreisen undKreisteilen sowie von Elli psen. Flacheninhaltsformeln sind aber
auch ,verborgen“ bel den Koérpern as Oberflachenformeln. Es finden sich
neue Fladhen beim Zylinder, beim Kegel, bel der Kugel und Kugelteilen und
bei Rotationskorpern. Neue Formeln tauchen fir bekannte Fladhen in anderen
Gebieten auf, z.B. fir den Flacheninhalt des Dreiedks in der Trigonametrie
oder in der vektoriellen anaytischen Geometrie. Schliefdlich liefert auch de
Integralrechnuryg etliche Beitréage aur Bestimmung von Fladheninhalten.

Das Moddll soll alle Flachen einbeziehen, fir die nach der Theorie Fla-



cheninhdte zu behandn sind.

Flacheninhalte werden im Mathematikunterricht zunachst verglichen, dann
durch Abzéhlen von Einheitsquadraten, spater durch Formeln, schli ef3lich mit
Hilfe von Integralen bestimmt. Sie werden also in urterschiedlichen Schulty-
pen undJahrgangsdufen in urterschiedlicher Weise behandelt.

Man erkennt hier eine Entwicklung bei den Werkzeugen: Es beginnt mit der
sinnlichen Wahrnehmung und dm konkreten Handeln beim Auslegen von
Fladhen, dannwird de Arithmetik eingesetzt, esfolgt die Algebra, schliefdlich
die Integralrechnung.Dabei sieht man eine gewisse Sachlogik, denn de Ver-
fahren bauen aufeinander auf. Das hangt aber auch mit dem Curriculum zu-
sammen. Geometrische Grundvorstell ungen werden in der Grundschule aufge-
baut; hier werden auch die Grundagen der Arithmetik gelegt. Arithmetik wird
in der Sekundarstufe | erweitert undvertieft. Sie fiihrt schliefdlich zur Algebra.
Die Integralrechnungbleibt der Sekundarstufe Il vorbehalten.

Das Modell ist mit anderen Lernprozessen alrustimmen, so dal3die aus
diesen Bereichen bendtigten Kenntnisse und Fahigkedten erwartet werden
konren.

Allerdings haben wir den Eindruck, dal3 am Ende der Schulzeit von den Ler-
nenden mit dem Flacheninhalt im wesentlichen formal umgegangen wird. So
muf3 man ein weitgehendes Fehlen eines intuiti ven Verstandrisses feststell en.
Dies zdgt sich vor alem bei Schétzaufgaben. Es féllt vielen Lernenden auch
schwer, ein formal gewonrenes Ergebnis elementar zu interpretieren, etwa
wenn as Flacheninhalt eines Rechtedks 60 cm? bestimmt wird undman dann
danach fragt, wie viele an-Quadrate in das Rechteck passen.

Auslegen mit Einheitsquadraten und Abzahlen, Einsetzen in eine Formel und
L~Ausrechnen”, Bestimmung eines Flacheninhalts mit Hilfe des bestimmten
Integrals sind fir die Lernenden namalerweise isoli ert im Unterricht verwen-
dete Verfahren de au bestimmten Altersgufen gehéren undsich auf bestimmte
Fladchen bezehen. Den Fladheninhat eines Dreiedks beredhnet man nad



4

Formel, den Fladheninhalt unterhalb der Parabel mit dem Integral. Esist sicher
erstrebenswert, wenn de Probleml 6ser ein Gefihl fir das jeweil sangemessene
Verfahren entwickeln. Doch sollte ihnen z.B. bewuld sein, dal3 de Integration
die elementaren Verfahren fortsetzt, so dald man also auch den Flacheninhalt
eines Dreiedks mit Integration kestimmen kénrte. Man sollte daher eine | sola-
tion der Methoden vermeiden.

Die einzelnen Phasen des Moddll's snd sorgféltig ausaubilden undmitein-
ander zu verbinden, so daf3ein Zusammenhang gsehen werden kann.

Bei der Behandlung von Figuren undFlachen im Unterricht besteht ein Span-
nungsverhaltnis zwischen Formenkunde und Flacheninhdtslehre. Das beginnt
bereitsin der Grundschule, wennzu frith auf Flachenberechnurgen Wert gelegt
wird (BESUDEN 1984,S. 34-43).

Die Erarbeitung eines Flacheninhalts stzt Kenntnisse tiber Eigenschaften der
Fladhe voraus. Grundegendin der Fladheninhaltslehreist z.B. der Begriff der
Kongruenz. Der Flacheninhalt ist eine Invariante bei Kongruenzabhil dungen.
Der Begriff der Zerlegungsgleichheit setzt den der Kongruenz voraus.

Betrachtet man Fladhen jedoch ausschliefdlich urter dem Aspekt, welche
Eigenschaften fur Flacheninhaltsbestimmungen erforderlich sind, so verkdirzt
man damit die Formenkunde. Diese Gefahr besteht im Unterricht, wennz.B. in
den Aufgaben die Verwendurg der Formeln im Vordergrundsteht, so dal3 den
Schilern signalisiert wird, eskéme auschli efdli ch auf diese an (BESUDEN 1984
S. 3443).

Das kann sogar dazu fuhren, dal3 nu solche Figuren im Unterricht behandelt
werden, fur die man eine Formel fur den Fladheninhalt erarbeiten kann. Z.B.
verzichtet man in der Hauptschule aus diesem Grunde meist auf die Behand-
lung der Elli pse, obwohl sie durchaus als Figur den Hauptschilern zuganglich
undfir sie auich vonInteresseist. Man denke nur an Elli psen al's Schnittfléchen
oder als Schraghbil der der Grund- und Dedkfladhe von Zylindern.

Im Modell i st dafiir zu sorgen, daf3sich Formenkunde undFlacheninhdts-
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lehre gegenseitig befruchten kdnren.

Zwischen denim Unterricht behandelten Figuren gibt esBezehurgen, desich
in den zugehdrigen Flacheninhaltsformeln niederschlagen. Das Quadrat ist z.B.
ein Sondrfall des Redhtecks, die Formel fur den Fladheninhalt des Quadrats
mufd daher as Sonderfall in der Formd fir den Flacheninhalt des Quadrats
enthalten sein. Das Dreiledk kann man als Grenzfall eines Trapezes shen.
Entprechend muRsich die Dreiedksformel als Grenzfall aus der TrapeZ ormel
ergeben.

Nacdh unseren Beobachtungen haben alerdings slbst Gymnasiasten héufig
ken Bewufdsein von Zusamnenhangen zwischen Formeln. So bereitet schon
die Aufgabe Schwierigkeiten, die Flacheninhaltsformel des Quadrats aus der
Formel furr den Fladheninhalt des Rechtedks herzuleiten. Noch mehr Probleme

2*Ch fir den Flacheninhalt des Trapezes

treten auf, wennin der Formel A = >

a = c gesetzt und dhs Ergebnis interpretiert werden soll. Das Modell sollte
derartige Defizite verhindern.

Beim Lehren des Flacheninhdtsbegriffs ist darauf zu achten, dal3 @n
Lernenden Beziehungen zwischen den Formeln bewufd werden.

Die Lernenden sollen im Unterricht Wissen erwerben, etwa welcher Zusam-
menhang zwischen den Seitenldngen und @m Fladcheninhalt eines Rechtedks
besteht. Sielernenim Lauf der Zeit Formeln fir die wichtigsten Flacheninhalte
kennen. Am Ende der Sekundarstufe | wird im wesentli chen erwartet, dai3 de
Lernenden Fladcheninhalte nach Formeln berechnen kdnren.

Sie dirfen sich dabei normalerweise @nes Wisensgeichers bedienen; das
kann die Formelsasmmiung in einem Tafelwerk oder der Speicher eines Ta
schenrechners ®in. Dabei kommt es darauf an, flr die vorgel egte Fladche bzw.
fur Teilflachen jeweil sdie aigehorige Forme zu wahlen und damit zu arbeiten.
Je nach der Aufgabenstellung sind Umformungen oder Kombinationen von
Formeln erforderlich, ehe @ngesetzt und der Wert fir den Flacheninhalt er-
rechnet wird. Im Unterricht geht esalso darum Kenntnisse undFahigketenim



6

Umgang mit Flacheninhalten zu vermitteln.

Die Dominanz der Formelnin den Aufgaben flihrt bei den Lernenden haufig zu
einer gewissen Hilflosigkat bei der Bestimmung ces Flacheninhdts einer
Figur unkekanrten Typs. Obwohl die Lernenden bei Vieledken Triangulatio-
nen als prinzipiellen Losungsansatz und A pproximationen mit Vieledken beim
Kreis kennengelernt haben, werden diese Verfahren im Unterricht normaler-
weise nicht in Aufgaben auf neue Figurentypen angewendet. Sie gehtren damit
auch nicht zum personlich genutzten Werkzeug fir Fladheninhaltsbestimmun-
gen. Eine solche Verengung sollte vermieden werden.

Mit dem Modell soll deutlich werden, welche Fahigkdten undKenntnisse
amEnde aner Unterrichtsseequenz und am Ende des Lehrgangs angestrebt
werden und ati welchem Wege das err eicht werden soll.

3. Entwicklung eines Lernmodells

Es sll also darum gehen, ein theoretisch fundertes undtragfdhiges Modell zu
entwickeln. Wir wollen urs dazu moglichst an der Unterrichtstradition undan
der didaktischen Theorie orientieren. Zunachst wollen wir versuchen, die
Ublichen Phasen aus lerntheoretischer Sicht zu analysieren. Dabei geht es
darum, zu entscheiden, obfiir die Beschreibung der Ubergénge, die den jeweil s
entscheidenden Lernfortschritt bringen sollen, ein Lernen in Stufen oder ein
Lernen duch Erweiterung anzunehmen ist.

Lernen in Sufen ist dadurch gekennzeichnet, dald duch Reflexion der Gegen-
sténde einer bestimmten Stufe éne hthere Stufe ereicht wird. Damit wird de
Analyse als Weg zu neuer Erkenntnis betort.

Lernen durch Erweiterungist dadurch bestimmt, dal? eine Grenze des Operie-
rens bewu(¥ tberschritten wird, wobei nach M 6gli chkeit der Glilti gkeitsbereich
bekannter Verfahren formal ausgeweitet wird. Hier spielt also die Synthese die
entscheidende Rolle. (VOLLRATH 1995
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Anfangsphase: Aufbauintuitiver Vorstellungen von der Gréfe @ner Fléche.

In der Grundschule lernen die Kinder von grof3en undkleinen Flachen zu
sprechen. Sie sehen das zunddhst ,,auf einen Blick”. Dann lernen sie Fl&
chen zu vergleichen, indem sie zB. prifen, obeine Flache in de andere
paldt. Esist also ein qualitativer Vergleich moglich.

Ubergang: Von intuitiven Vorstellungen (iker die GréRe einer Flache zum
Abzahlen der Einheitsquad-ate in einem Redhteck

DieKinder erkennen, dal3 man Flachen auch dadurch vergleichen kann, dal3
man sie mit Einheitsquadraten auslegt und de Anzahl der Einheitsquadrate
vergleicht. Sie efahren, dald de Anzahl der Einheitsquadrate, mit denen
man ein Rechtedk fullen kann, ein MaR fir die Grole des Rechtedks dar-
stellt.

Der wesentli che Fortschritt ist nun, di3 de Flacheninhalte von Rechtedken
durch den Vergleich der Mal3zahlen verglichen werden kénren. Diese
entscheidende Ideeist das Ergebnis einer Reflexion. Man kann deshalb
diesen Lernfortschritt als Ersteigen einer héheren Sufe ansehen.

Die Lernenden erkennen, dal3 man den Fladheninhalt des Redhtedks durch
geschicktes Abzahlen leichter gewinnen kann, al's wenn man einfach nur nach-
einander z&hlt. Man erkennt z.B.: Das Rechtedk 183t sich mit b Reihen zu je a
Quadraten auslegen. Insgesamt erhdlt man also a- b Einheitsquadrate.

Ubergang: Voneiner Formel fiir die Anzahl der Quadrate zu einer Formel mit
Langen.
Arbeitet man mit der Formel fir die Anzahl der Quadrate, so erkennen die

Schiiler bald: Man braucht nur die Mal3zahl der Lange mit der Mal3zahl der
Breite zu multiplizieren. Die Formel A = & bist eine agekirzte Schreib-
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weise fur diesen Sachverhalt. Der Flacheninhalt A des Redhtedks wird
gedeutet als Produkt der Langen aund b.Der Ubergang von der Z&hlformel
fur die Anzahl der enthaltenen Einheitsquadrate im Rechtedk zur Formel
mit dem Produkt von Langen 183 sich durch eine Reflexion erreichen, bei
der eine hohere Abstraktionsdufe estiegen wird. Dies Pricht also fur ein
Lernen in Sufen.

Ubergang: Von einer Formel mit natiirlichen MafRzahlen zu einer Formel mit
gebrochenen Mal¥ahlen.

Wenn das Auslegen mit den Einheitsquadraten beim Rechtedk nicht auf-
geht, wird man versuchen, zu einem kleineren Einheitsquadrat Giberzuge-
hen, bel dem das Auslegen aufgeht. Dann kann man die Formel anwenden.
Drickt man nun s Ergebnis in der groferen Einheit aus, wird deutlich,
dal3 man die Formel auch auf gebrochene Mal3zahlen ausdehnen kann. Die
Begrenzung der natiirlichen Mal3zahlen wird damit Gberwunden. (Dal3 de
Verwendurg gebrochener Mal3zahlen auch eine Begrenzung auf den kom-
mensurablen Fall darstellt, kann man den Lernenden auf dieser Stufe nicht
deutlich madhen.) Der Ubergang | &Rt sich damit als Lernen durch Erweite-
rung deuten.

Ubergang: Vom Redhteckzu den Vielecken.

Das Auslegen mit Quadraten wurde bisher auf das Redhtedk beschrankt.
Schon bel Dreiecken mul3 es sheitern, weil esim algemeinen nicht auf-
geht. Die entscheidende | deeist, zu dem Dreiedk ein inhaltsgleiches Redht-
ed zu finden. In einer Reflexion wird die entscheidende Bezehung zwi-
schen Dreiedk und Redhtedk bzw. Parall elogramm und Rechtedk erkanrt.
Damit 183 sich das neue Problem auf das bereits bewdlti gte Problem zu-
ruckfiihren. Diesen Lernfortschritt kannman als Lernenin Sufen beschrei-
ben.
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Wie man vorgehen sollte, um den Lernenden eine Chance a1 geben, desen
Sachverhalt selbst zu entdedken, ist sehr eindrucksvoll von WERTHEIMER
(1957 dargestellt worden.

Mit der neu gewonrenen Einsicht lassen sich nunFormeln fir die Fladhen-
inhalte von Dreiedken, Parall elogrammen, Trapezen, Drachen undRauten
angeben. Mit Hilfe von Trianguationen kann man prinzipiell fur jedes
Vieledk den Flacheninhalt berechnen.

Durch Flachenverwandungkann man jedes Vieled in ein inhaltsgleiches
Redted und rach der Satzgruppe des Pythagoras mit Zirkel undLined in
ein Quadrat Uberfhren.

Ubergang: Von den Formeln zu den Beziehungen zwischen den Formeln.

In der Formenkunde ekennen de Lernenden mit dem,,Hausder Vierede"
Bezehurgen zwischen den Viereden. Das Quadrat ist ein Sonderfall des
Redteds, das Rechteck ist ein Sonderfall des Parall elogramms. Entspre-
chend sollte in der Inhaltslehre deutlich werden, dal3 de Formel fir den
Fladcheninhalt des Quadrats ein Sonderfall der Formel fur den Flacheninhalt
des Rechtedks und desewiederum ein Sonderfall der Flacheninhaltsformel
fur das Parallelogrammiist. Diese Einsicht wird in einer Reflexionsphase
gewonren, so dald man von einem Lernen in Sufen sprechen kann.

Ubergang: Von cen Vielecke zum Kreis.

Die Flacheninhalte vonKreisen undKreisteil en werden durch Approxima-
tion mit bekannten Flachen bestimmt. Wie das auch in der Hauptschule
angemes®n behandelt werden kann, ist sehr tiberzeugend von BESUDEN
dargestellt worden (BESUDEN 1984,S. 90-95). Auch bei diesem Ubergang
wird wiederum eine Grenze Uberschritten, indem man das Operieren mit
Vieledsflacheninhaten auf KreiseundKreisteil e aisweitet. Darin seheich
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ein Lernen duch Erweiterung.

Ubergang: Von den ebenen zu den gekrimnten Fléchen.

Bei den Berechnurgen der Oberflacheninhalte von Koérpern tritt auch das
Problem auf, den Inhalt gekrimnter Fladchen zu berechnen. Im Fall des
Zylinders und des Kegels19st man das Problem durch Abwicklung. Bei der
Kugel approximiert man die Oberflache durch ein ,,Netz* von Vieleden,
das von Pyramidengrundflachen gebildet wird, deren Spitzen im Kugel-
mittelpurkt liegen. Bei diesem Ubergang wird man von einem Lernen
durch Erweiterung sprechen konren.

Ubergang: Flacheninhat als MalRkegriff.

Der Begriff des Flacheninhaltsist ein Ma3begriff (HOLLAND 1996, wiedie
Begriffe Lange, Rauminhalt und Winkelmal3. HOLLAND hebt bei diesen
Begriffen als gemeinsame Eigenschaften hervor: die Invarianz gegentiber
Kongruenzebbildurgen und de Additivitét. Eine solche analysierende
Betrachtung am Ende der Sekundarstufe | oder in der Sekundarstufe
konrte zu einer héheren Stufe flihren. HOLLAND selbst ist aber skeptisch,
ob diese Stufe im Unterricht Uberhaupt erreicht werden soll (HOLLAND
1996,S. 193.

Ubergang: Von der Parabel zu Graphen.

Die Einflhrung des bestimmten Integrals stzt normalerweise mit der
Bestimmung des Fladcheninhalts,, urter einer Parabel“ an. Im Grunde verall -
gemeinert man das Verfahren, das man beim Kreis erfolgreich benutzt
hatte. Die Reflexion deses Verfahrens fuhrt zur Integralrechnurg. Dies
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spricht fir ein Lernen in Sufen.

Einen Uberblick gibt die Darstellung in Fig. 1.

Graphen
Male

Gekrmnte Oberflachen

/ Formeln: Kreis, Kreisteile /

Beziehungen zwischen Formeln
INRIRRRRRRERRRERRRERRRERRRINY
Formeln: Vielede

IRRRERRRRRRRARRRRRRRERRRREN]
Formel: gebrochene MaRzahlen

Formel: natirliche Mal3zahlen

(NNRERRRERRRRRRRRRRERRRRRRRENN|
Zahlen, Zahlformel

IIRRERRERRRRERRERRARRRRERREENE

Fléachenvergleich

Fig. 1: Modell fur das langfristige Lernen des Begriffs,, Flacheninhalt”

Ob dieses Modell als Grundage é@ner Theorie fur das Lehren des Begriffs
LFladheninhalt” geagnet ist, bedarf einer kriti schen Auseinandersetzung.

4. Kritische Betrachtung des M odells

Esist also zu fragen, ob s Modell mit den aufgestellt en theor etischen Forde-
rungen im Einklang steht.

Das Modell entspricht der Sachstruktur. Die énzdnen Schritte bauen aufein-
ander auf. Die Ubergange sind methodsch a's Verallgemeinerung (Lernen in
Stufen) oder als Erweiterung (Lernen durch Erweiterung) zu sehen undsind
damit grund egende mathematische V orgehensweisen.
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Das Modell beginnt in der 1. Phase kindgemé&l3 mit Handeln undBeobadten.
In den weiteren Phasen steigen die Anforderungen an das Denken. Es bleibt
aber ein Spielraum fir Diff erenzierungen. So wird man z.B. in der Hauptschule
anschauli cher argumentieren alsim Gymnasium. Dagegen wird man im Gym-
nasium an de Herleitungen der Formeln undan de Handhaburng des Formel-
apparates hohere Anforderungen stellen alsin der Hauptschule.

Das Modell erfaldt al e Flachentypen, detraditionell behandelt werden sollen.
Die vorgesehene Rethenfolge ihrer Behandung im Unterricht 1813 sich gut mit
der Entwicklung der erforderli chen arithmetischen, algebraischen undanalyti-
schen Fahigkeiten in Einklang bringen. Das gilt auch fur die Formenkunde.
Durch eine Reflexionsphase ist dafiir zu sorgen, dald3 den Lernenden auch
Bezehungen zwischen den Formeln bewu(¥ werden.

Die einzdnen Phasen sind duch bestimmte Kenntnisse und Fahigkeiten bei
den Lernenden gekennzeichnet. Zugleich lassen sich jeweils Grenzen ihrer
Kenntnisse undFahigkeiten angeben. Die Ubergéange sind duch den Zuwachs
an bestimnten Kenntnisseen undFahigkeiten bestimmit.

5.Vom Modéll zu Unterrichtsplanen

Wir wollen nun unersuchen, ob das Modell als Planungsinstrument fir den
Unterricht geggnet ist. Dabei wird es insbesondere darum gehen, ob es eine
sinnvolle Differenzierung z.B. zwischen Gymnasium und Hauptschule e-
maogli cht.

Grundschule

Bereits in der Grundschule erfolgt der Aufbau intuitiver Vorstellungen Gler
den Fladheninhalt und der Ubergang von einem qualitativen Vergleich zu
einem quantitativen Vergleich von Fladchen mit Hilfe von Einheitsquadraten.
Nacd dem Vorschlag von BESUDEN werden UmriRRfiguren mit Pl&ttchen ausge-
legt, um damit ,réumliches Sehen“ und , geometrisch-kombinatorisches’
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Denken zu schulen, sowie Vorstellungen Gbker den Fladheninhalt aufzubauen
(BESUDEN 1984,S. 34-43).

5.-7. Jahrgangsdufe

Zu Beginn cer Sekundarstufe | unterscheidet sich de Behandlung der Fladhen-
inhalte in Gymnasium und Hauptschule nicht wesentli ch.

Ein Ansatzpurkt fir die Betrachtung vonHadeninhaltenin der 5. Jahrgangs-
stufe ist das Bestimmen von Fladeninhalten von Rechtecken im Rahmen der
GroéRenlehre. Man sollte hier zunadhst die angemessenen Vorstellungen Gber
den Flacheninhalt sichern. Insbesondere wird man den Unterschied zwischen
Umfang und Fladcheninhalt herausarbeiten. Indem man Fladeninhalte wie
allgemein bel den Gréfen duch MalReinheit und Mal3zahl angibt, wird das
Problem der Flacheninhaltsbestimmung deutlich. Es wird zunadhst fir Redht-
ede durch systematisches Abzéhlen von Einheitsquadraten gel ost.

Eine hohere Stufe des Verstandnisses wird mit der Formel fir den Fladchen-
inhalt erreicht. Diese Formel wird dann auch dazu verwendet, die Inhalte von
Oberflachen zu berechnen, de aus Rechtedken zusammengesetzt sind.

In der 6. Jahrgangsdufe erfolgt eine Erweiterung auf Rechtedke mit gebroche-
nen Malzahlen. Dabei stehen Dezmalbriiche im Vordergrund. Auch in der
Hauptschuleist in dieser Jahrgangsgufe im Bereich der Zahlen der Ubergang
von cen netdrlichen zu den gebrochenen Zahlen voll zogen.

In der 7. Jahrgangssufe wird das Berechnen von Fladcheninhalten von Redcht-
edken gefestigt. Hier wird auch besonderer Wert auf Umrechnurgen zwischen
verschiedenen Maleinheiten gelegt.

Von der 8. Jahrgangsdufe an gehen beide Schultypen getrennte Wege.
Gymnasium

In der 8. Jahrgangsgufewirdin Verbindurg mit der Figurenlehredurch Erken-
nen der Inhaltsgleichheit bzw. der Zerlegungsgleichheit eine héhere Stufe im
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Verstdndnis desBegriff s, Flacheninhalt” erreicht. Fir Dreiedke und kesondere
Viereke werden Formeln gewonren. Damit kann man nun pinzipiell for
beliebige Videde den Flacheninhalt berechnen.

Das Aufstellen von Formeln, das Umformen und ds Beredhnen wird madglich,
welil die entsprechenden Tedhniken zu desem Zeitpurkt in der Algebra a-
arbeitet worden sind.

Bei der Behandung der Vieredke werden mit dem Haus der Vieredke Zu-
sammenhange zwischen den Figuren deutlich. Man erreicht damit eine héhere
Stufe im Verstandnis des Begriffs der Figur. Entsprechend kann man fir das
Verstandnis des Fladheninhalt sbegriff seine hdhere Stufe areichen, indem man
Zusammenhange awischen den Formeln herausarbeitet. Unterstiitzt wird das
durch de Einfihrung der Scherungen.

In der 9. Jahrgangsgufe werden de Flachensétze an rechtwinkligen Dreiedk
erarbeitet. Man kann her auf die historische Bedeutung dieser Sétze fur das
Problem der Quadratur hinweisen.

Mit den Berechnurgen am Kreis erfolgt in der 10. Jahrgangsgufe eine Er-
weiterung. Mit der Berechnurg der Oberfladhe von Zylinder, Kegel undKugel
folgt dann wiederum eine Erweiterung des Begriffs auf gekrimmte Fladen.
Dal’3 man mit der Berechnurg dieser Flachen im Gymnasium so lange wartet,
hat imwesentlichen damit zu tun, dal3 man bestrebt ist, die notwendigen Grenz-
prozesse zumindest intuitiv zu bewdlti gen, wozu dach fortgeschrittene Kennt-
nisse und Fahigkeiten im Umgang mit redlen Zahlen erforderlich sind.

In einem Riickblick am Ende der Betrachtungen in der Sekundarstufe | kann
das Gemeinsame awischen den Mal3begriffen ,Lénge*, , Flacheninhalt” und
»~Rauminhalt” erarbeitet werden, so dal3 man damit eine hdhe Stufe des Ver-
sténdnisss erreicht.

In der Sekundastufe 1l erfolgt dann im Rahmen der Integralrechnurg eine
hohere Stufe der Bestimmung der Fladheninhalte von Flachen "unter Graphen”
mit Hilfe der Integralrechnurg.
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Hauptschule

Auch in der 8. Jahrgangsdufe der Hauptschule werden Formeln fiir den Fl&
cheninhalt von Dreied, Paralelogramm und Trapez earbeitet. Hier findet
ebenfalls ein Lernen in Stufen statt. Ein entscheidender Unterschied zum
Gymnasium besteht aber darin, da3 in deser Jahrgangsdufe auch bereits der
Kreis behandelt wird. Obwohl sich de Berechnurgen ummittelbar an deViel-
ede anschlieflen, sollte man den Schilern dach deutlich madhen, dald Her
durch die Approximation eine GrenzeUiberschritten wird. Dasist schon deshalb
wichtig, damit sie algemein bei krummlinig begrenzten Fladhen, wie sie ja
immer wieder in der Praxis auftreten, nicht hilflos $nd.

Das Rechnen mit den Formeln wird in der 9. Jahrgangsdufe gefestigt. Zwar
bemiiht man sich darum, den Lernenden de Formeln einzuprégen, dach sind
die Ergebnisse immer wieder enttauschend (z.B. BESUDEN 1984,S. 6).

Hier wére auch der Ort, bewul¥ Bezehurgen zwischen Figuren undFormeln
anzusprechen. Man konrte sich dabei darauf beschrénken, dald de Formel fur
den Flacheninhalt des Quadrats ein Sonderfall der Formel fur den Flachen-
inhalt des Rechtedksist und dil3 dese wiederum ein Sonderfall der Formel fir
den Fladheninhalt des Parall elogramms ist. Damit hétte man eine hohere Stufe
des Verstehens erreicht.

Bei Kdrperberechnurgen tritt bei der Berechnurg des Oberflacheninhalts von
Zylinder undKegel das Problem gekrimmter Fladchen auf. Durch die mogliche
undfir die Lernenden selbstverstdndlich Abwicklung in der Ebene wird sich
hier jedoch kaum ein Problembewul¥sein ergeben. Das wird erst prinzipiell
anders bei der Kugdl.

Haufig verzichtet die Hauptschule auf die Behandlung der Kugel. BESUDEN hat
hier einen gangbaren Weg gewiesen (BESUDEN 1984,S. 96-103). Er behandelt
zunachst die Kugeloberflache in folgenden Schritten:

® Voruberlegungen zum Erfassen des gesetzlichen Zusammenhangs,
e Vermutungen undAbschatzungen,
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® FEingrenzen des wahren Wertes,

® Genauere Bestimmung der Formel,
® Festigung der Formel,

® Anwendurg der Formel.

Nadh diesem Schemaerarbeitet er auch die VVolumenformel. Dabei steht fir ihn
nicht die Formel im Vordergrunc

~Esist die Art der Herleitung vom Erkennen des Problems, dem Vermuten
des gesetzli chen Zusammenhangs tber das Eingrenzen des wahren Wertes
und seiner anschli ef3enden exakten Bestimmung bis zur Bestétigung, Wie-
derhdlung und Eintiburg. Wer glaukt, diese ,umstandlichen* Herleitungen
dauerten aber zu lange, der lebt gewil3 nach in der Vorstellung, dafid solche
Uberlegungen vom Wesentli chen, rémlich den Redhenaufgaben abhielten.
Dabei liegt die Schulung des bewegli chen Denkens undlogischen Schlie-
[Rens gerade im Verfolgen der beschriebenen Gedankengénge!" (BESUDEN
1984,S. 103

Dieser Ansatz ist darum bemiht, den Lernenden ein Problembewuflsein zu

vermitteln. Der Lésungsweg setzt voraus, dald ihnen Bezehungen zwischen

Figuren undFormeln bewuf¥ sind und @3 sie dieses Wissen zur Probleml6-

sung einsetzen kdnren. Beides ist im Einklang mit unserem Modell.

Wir haben unsin dieser Arbeit auf eine didaktische Theorie des Fladheninhalts
beschrénkt. Dabei wurden an einigen Stellen Querverbindurgen zu den Kor-
pern sichtbar. Auch fir Rauminhdte sollte én entsprechendes Modell entwik-
kelt werden. Dieses wére mit dem Modell fir den Flacheninhalt abzustimmen.
Auch FRICKES Theorie schlieft ja Rauminhalte mit ein (1983.

6. Zur Realisierung

Lernen in Stufen undLernen durch Erweiterung ergeben sich nicht beil aufig,
sondern sie stellen sich nur dann ein, wenn die jeweili gen Ubergange in den
entsprechenden Unterrichtssequenzen sorgféltig im Unterricht gestaltet werden.
Wesentli ch dabei sind Reflexionsphasen, die den Lernenden helfen, de Bedeu-
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tung dieses Schrittesfir die Weiterentwicklung des Flacheninhdtsproblems zu
erfassen. Dabei besteht dann auch zumindest fir das Gymnasium die Hoff -
nurg, dald de Lernenden deses Problem nicht nur auf das Berechnurgspro-
blem reduzieren (KIRscH 1976, sondern auch als Definitionsproblem erken-
nen.
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