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Zielsetzung

Das Lehren von Begriffen ist ein zentrales Anliegen des Mathematikunter-
richts. Es beschrankt sich nicht auf die Einfihrung von Begriffen, sondern
bezeht andere Phasen des Mathematikunterrichts mit ein. Ich denke hier vor
allem an das Finden undBeweisen von Sétzen zur Erforschung von Begriffen,
das Entwickeln von Algorithmen zum Arbeiten mit ihnen undan das Anwen-
den zum Nadhweisihrer Nitzli chkeit. Ich habe versucht, eine solcheumfasen-
dere Sicht des L ehrens von Begriff en im Mathematikunterricht eingehender zu
entwickeln (VOLLRATH 1984). Dabei erwieses sch alszwedkmaldig, dieBeze-
hung zwischen Begriff und Problem néher zu urtersuchen. Wahrend ich zu-
nachst Problemldseprozesse all gemein betrachtet habe, will i ch hier néher auf
Beweisprobleme eingehen. Dabel geht esmir vor allem darum, Kenntniss und
Fahigkeiten im Umgang mit Begriffen herauszuarbeiten, de fir ein erfolgrei-
ches Beweisen erforderlich sind. Umgekehrt will ich auch zeigen, welche
Einsichten undFahigkeiten Gber Begriff e durch das Beweisen erworben wer-
den konren. Zunachst sollen de theoretischen Grundagen kurz skizzert
werden, auf dieich mich bezehe.

1. Problemldsen

Im folgenden verstehen wir unter einem Problem eine Aufgabe, die dem Be-
arbeiter beim Losen eine Barriere entgegenstellt. Ob eine Aufgabe én Problem
darstellt, hangt von den Erfahrungen, Kenntnissen und Fdhigkeiten des
Problemldsers ab. Beim Problemlsen lassen sich urterschiedliche Phasen
beobadten (z.B. PoLyA 1949: Zundchst geht es darum, das Problem zu
erfasen: Ausgangszustand und angestrebter Zielzustand werden deutlich,
zugleich wird die Problembarriere sichtbar. Esist nun ndwendig, erworbene
Kenntnise und Fahigkeiten zu aktivieren undauf das Problem zu bezehen.
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Man wird versuchen, das Problem umzustrukturieren. Nach einer Reihe von
vergeblichen Versuchen, wird dann auf einmal die Losungsideegefunden. Sie
ist durch Vergessen gefahrdet und duch Ungenavigkeiten beantrachtigt. Esist
daher ndtig, die Ldsung zu sichern. Ist das Problem geldst, so ergeben sich
haufig unmittelbar aus dem L 6sungsprozef3 reue Probleme: Probleml dsen wirkt
problemerzeugend. Im folgenden wollen wir uns eingehender mit folgenden
Phasen befasen:

Problemki&rung— Aktivieren von Kenntnissen undrFahigketen —Knuipfen von
Beziehungen — Umstrukturierung — Erkennen der Losung — $cherung —
Problemerzeugung.

Damit ist der Problemldseprozef’ so strukturiert, dald man daraus ein Schema
als Lésungshilfe, einen ,,Heurismus® im Sinne von STEIN (1984, erhdlt.

Ein wichtiger Problembereich ist das Beweisen. Eine Beweisaufgabe ist ein
Problem, wenn richt bereits ein entsprechender Beweisim Gedadtnis gespei-
chert ist, der einfach reproduziert werden kann. Nach HOLLAND (1988 ist bel
einem Bewei sproblem der Ausgangszustand der Satz mit seiner V oraussetzung
und Behauptung. Zielzustand ist der als Sequenz von Beweiszellen ndierte
Beweis, der sich auf die Vorausstzungen stiitzt und bei der Behauptung endet.
Die Kenntnisse und Fertigkeiten wirken als Operatoren, de sukzessve den
Anfangszustand in den Zielzustand Ukerfihren. Wenn die aum Beweis
erforderlichen Operatoren dem Problemlser verfligbar sind, dann handelt es
sich umein , Interpadationsproblem* (HOLLAND 1988. Der M athematikunter-
richt wird in der Regel so organisiert, dal3 de aim Beweisen erforderlichen
Kenntnisse und Fahigkeiten bereitstehen. Im Sinne von HOLLAND handelt es
sich damit bel diesen Beweisproblemen um Interpolationsprobleme. Aus der
obigen Beschreiburng der Phasen eines Probleml 8seprozesses ergibt sich auch
ein Heurismus fir Beweisprobleme, der z.B. dem von WALSCH (1972 weit-
gehend entspricht. Wir wollen deshalb hier nicht ndher darauf eingehen. Erfah-
rungsgemald stell en Bewel sauf gaben fiir die Schiller eine besonders chwierige
und wenig beliebte Klase von Problemen dar (z.B. WINTER 19833). Wir
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werden zeigen, dal3 eine Reihe von Schwierigkeiten sich aus Mangeln im
Begriff sversténdnis erkléren lassen.

2. Begriffslernen

Mathematik ist ein,, Denken in Begriffen“ (WITTENBERG 1957). Begriffesind
Gegenstande undWerkzeuge unseres Denkens (OTTE/STEINBRING 1977). Sie
sindjenach dem phil osophischen Standpurkt Entdedkungen oder Erfindurgen
des Menschen. Das Lehren von Begriffen soll Kenntniss Uber die Begriffe
und Erfahrungen im Umgang mit den Begriffen vermitteln. In einem geneti-
schen Mathematikunterricht (WITTMANN 198F) wird man sich bemiihen,
Begriff shildungsprozess in Problemkontexte @nzubinden. Dann lésen
Problemstellungen héaufig Begriff shildungen aus, umgekehrt erweisen sich
Begriff shildungen als Quelle neuer Problemstellungen. Indem man solche
Prozesseim Unterricht organisiert, kannman den Schilern Antworten auf den
Sinn mathematischer Begriff shildungen geben (FISCHER 1982).

Begriffe werden im Mathematikunterricht in kurz-, mittel- und langfristigen
Lernprozessen angedgnet (VOLLRATH 1984. Dal? ein Begriff gelernt wurde,
[&3t sich an erworbenen Kenntniseen undFahigkeiten nachweisen. Wahrend
sich kurzfristige Lernprozesse relativ leicht durch bestimmte Aufgabenstel-
lungen kontrolli eren lassen, fuhren langfristige Lernprozesse in der Regel zu
einem Lernen in Stufen. Auch hier kann man versuchen, dejeweil s erreichten
Stufen durch Tests zu kontrolli eren. Aufschluf¥eicher sindjedoch de Art des
Umgangs mit dem Begriff,, das Denken und &s Reden Gber den Begriff (VOLL-
RATH 1984. Wahrend sychadogische und schulpédagogische Forschurgen
zum Lernen von Begriffen tberwiegend an kurzfristigen Lernprozessen inter-
esdert sind, haben sich in der Mathematikdidaktik mittel- und langfristige
Lernprozesse dsinteressanter, weil komplexer, erwiesen (VOLLRATH 1984).

In psycha ogischen undschul padagogischen Untersuchungen Uber das Lehren
undLernen von Begriff en spielen all gemeine Aspekte bei der Betrachtung von
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Unterrichtsmal3nehmen eine wichtige Rolle. So wird etwa der Einflufd von
Worterkldrungen, von Beispielen und Gegenbeispielen, von Korrekturen
falscher Verwendurgen und Anwendurgen des Begriffs auf das Lernen des
Begriffs betrachtet (z.B. GRzesIK 1988. Das Interesse ist also vor all em auf
die Einflhrungsphase gerichtet. Die Mathematikdidaktik interesgert sich
dagegen umfassender flr das Arbeiten mit undan den Begriff en auch in ande-
ren Phasen und urersucht ihren Einfluf3 auf das Lernen der Begriffe. Fur die
Didaktik sind darliber hinaus Fragen wichtig, die sich auf das Verstehen in
einem tieferen Sinne bezehen. So fragt man etwa, wie durch einen Begriffs-
bil dungsproze? Einsichten ber mathematische Begriff shildungen gewonren
werden kénnen, obein Begriff shil dungsprozeld exemplarisch sein kann, inwie-
weit die Schiler den Sinn mathematischer Begriff shildung erfahren (WINTER
1983h.

Im folgenden wollen wir uns besonders mit der Frage beschaftigen, welche
Erfahrungen de Schiler mit mathematischen Begriffen beim Problemldsen,
spezell beim Beweisen sammeln kénren.

3. Begriffshildung und Probleml|dsepr ozel

Wenn es darum geht, Begriff shildungsprozess in Problemlseprozesse én-
zubinden, dann wird man zunachst die Roll e untersuchen, de Begriffein den
verschiedenen Phasen eines ProblemlGseprozesses pielen konren. Ich habe
gezegt, wie Begriffshildung zur Prazsierung und Klérung eines Problems
dienen kann,wie man sie aur Umstrukturierung des Problems, zum Finden und
Sichern der Lésung benutzen kann. Schliefdlich erweisen sich Begriff shildun
gen als wichtige Quellen fir neue Probleme (VOLLRATH 1984. Bei diesem
Vorgehen erscheint der Begriff in einem Wedhselspiel als Werkzeug undals
Gegenstand. Diese Sicht ermdgli cht es, verschiedene Zugénge au Begriffen zu
beschreiben und zu vergleichen, bei denen urterschiedliche Einsichten ker
Begriffe vermittelt werden. Damit wird es moglich, die enge behavioristische
Betradhtung von Methoden des Begriff slehrens zu tlerwinden, bei der Strate-



5

gien des Begriffslehrens lediglich als Schrittfolgen allgemeiner Mal3rehmen
wie Angabe ener Definition, Angabe von Beispielen, Suchen von Gegenbei-
spielen usw. gesehen werden.

An einer Reihe von Beispielen konrteich nachweisen, dal3 fir einen Begriffs-
bildungsprozeld verschiedene Mdglichkeiten der Einbettung in einen
Problemldseprozel3 und @mit verschiedene Strategien zum Lehren eines
Begriff s bestehen. Dabei ergab sich auch de Frage, obsichin der historischen
Begriff sentwicklung unterschiedliche Bezige a1 Problemldseprozessen
nachweisen lassen. An der historischen Entwicklung von Begriffen der Analy-
sis konrnte ich die angesprochenen Rollen von Begriff shildungen undProble-
men aufzeigen (VOLLRATH 19886.

Imfolgenden soll ndher untersucht werden, welche Roll e Begriff e bei Beweis-
problemen spielen. Dabei interesseren sowohl verfligbare ds auch im Laufe
des Problemldseprozesses gebildete Begriffe. Wir werden fragen, welche
Fahigkeiten und Kenntnisse tber den Begriff erforderlich sind, um in der
jeweili gen Phase mit dem Begriff erfolgreich zu operieren. Umgekehrt inter-
esdert uns auch de Wirkung des Beweisens auf das Begriff sverstandnis.
Tiefere Einsichten werden den Schillern dabei nur zu vermitteln sein, wenn de
Rolle der verwendeten Begriffe beim Beweisen kritisch reflektiert wird. Bei
der Betrachtung des Probleml6seprozesses orientieren wir uns an den oben
genannten Phasen und lezehen sie aif das Beweisen.

4. Problemklarung durch Begriffe

Zu beweisende Sétze enthalten haufig Begriffe. Das Erfasen des Beweispro-
blems setzt voraus, dal? der Problemldser Gberhaupt Vorstellungen undKennt-
nis<se Uber die aiftretenden Begriffe hat. Soll man etwa den sprachlich formu-
lierten Satz des Pythagoras beweisen, dann misen dem Problemldser die
Begriffe rechtwinkliges Dreiedk, Hypotenuse, Kathete und ratirlich auch
Hypotenusenquadrat und Kathetenquadrat bekannt sein, um Uberhaupt die zu



beweisende Aussage a1 erfassen.

Unter Umstanden ist esauch zwedkmaldig, zur Klarung einer Beweisaufgabein
der zu beweisenden Aussage Begriff e einzufihren. Man denke éwa an einen
Satz wie

~Wenn in einem Dreiedk zwei Seiten gleich lang sind, sind de ihnen
gegenuberliegenden Winkel gleich grof3'.

Pragnanter wirkt dagegen:
~Imgleichschenkligen Dreiedk sind de Basiswinkel gleich grof3:*

Zum Kl&ren des behaupteten Sachverhaltsist es haufig auch ginstig, sich de
Aussage an einem Beispid klarzumaden. So etwa bel einer arithmetischen
Aussage durch ein Zahlenbeispiel, bei einer geometrischen Aussagedurch eine
Zeichnurg mit Figuren sein. Dabel handelt es dch zugeich um Beispiele fir
die aiftretenden Begriffe.

Die eforderlichen Kenntnisse und Fahigkeiten kénnen wir zusammenfassen:

Der Problemldser benétigt zum Losen eines Beweisproblems Vorstellungen
Uber die auftretenden Begriffe. Das <hliefdt auch de Fahigkeit ein, Beispiele
zu hilden.

5. Aktivierung des Wissens Uber Begriffe

Ist dem Problemldser klar, was zu baweisen ist, dannist es notwendig, die mit
der Voraussetzung gegebenen Mdglichkeiten zu erschlief?en. In der Regel
handelt es sch dabel um die Aktivierung des Wissens lber Eigenschaften der
in der Voraussetzung genannten Begriff e. Eigenschaften von Begriff en werden
meist in der Form von Eigenschaftskatalogen gemerkt, ohre dai streng zwi-
schen Definitionen und Sétzen urterschieden wird. Nach Behandlung der
Vieredke hleibt den Schilern z.B. von der Raute wahrscheinlich der folgende
Eigenschaftskatalog im Gedaadtnis.



In einer Raute gilt:

(1) Gegeniiberliegende Seiten sind parall €.

(2) Alle Seiten sind gleich lang.

(3) Gegeniiberliegende Winkel sind gleich grol3.
(4) Die Diagonaen halbieren sich gegenseitig.
(5) Die Diagonaen halbieren de Winkel.

(6) Die Diagonaen sind senkrecht zueinander.

Beweisaufgaben, bei denen alle diese Eigenschaften vorausgesetzt werden
kénren, sobald vorausgesetzt wird, dal? eine Raute vorliegt, lassen sich damit
beabeiten.

Begriffe sind Trager von Eigenschaften. Prinzipiell hat nattirli ch jeder Begriff
unendich viele Eigenschaften. In der Regel werden aber in der Schule nur
solche Beweisaufgaben gestellt, bei denen de anschlagigen Eigenschaften
verflgbar sind.

Eswird also de Fahigkeit bendtigt:

Der Problemldser muR3 eim Lésen eines Beweisproblems Uiber ausreichende
Eigenschaftskataloge der auftretenden Begriffe veflgen.

6. Knupfen von Bezehungen mit Hil fe von Begriffen

Gelegentlich reicht ein Katalog von Eigenschaften. Haufig sindjedoch subtil e-
re Kenntnise erforderlich. Wenn man z.B. einen Beweis fiihren soll, bel dem
von einem Vieredk behauptet wird, es =i eine Raute, dann sind auch Kennt-
nisse der folgenden Art erforderlich.

Ein Viered ist eine Raute, wenn gilt:
(1) Alle Seiten sind gleich lang.

oder
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(2) Die Diagonalen sind senkredht zueinander und telbieren sich.
oder
(3) Die Diagonaen halbieren de Winkel.

Solche Kenntnisse dirften kaum bereitstehen. Sie lassen sich aber von Fall zu
Fall durch Zwischeniiberlegungen gewinnen. Dabei geht esim Grunde darum,
Beziehungen zwischen den Eigenschaften aufzudedken: etwa, dal3 eine Eigen-
schaft aus der anderen folgt, ob man den Schluf? auch umkehren kann wsw.
Allerdings beginnt die Schwierigkeit damit, dal? es den Schilern schwerféllt,
eine Eigenschaft nur aus der anderen zu folgern, oder zu erkennen, dali3 eine
Umkehrung vorliegt. Da nicht all e mgli chen Folgerungen erarbeitet oder gar
im Gedadtnis behalten werden kénren, sollte man fordern, dal3 de Schiier
solche Bezehurgen selbst aus den bekannten Katalogen von Eigenschaften
gewinnen kénren.

Diese Fahigkeiten konnen vermittelt werden durch Ubungen, bei denen de
Schiller aus den Eigenschaftskatalogen Sétze der folgenden Art aufstellen,
beweisen, umkehren undkontrolli eren, ob de Umkehrung gilt:

Wennein Viered lauter gleich lange Seiten hat, dannsind de gegeniiber-
liegenden Seiten parall €.

Ging es eben um Bezehungen zwischen Eigenschaften von Begriffen, so gibt
es andererseits auch Situationen, de Bezehurngen zwischen Begriffen er-
fordern. Nehmen wir an, eine Raute wird als ein Parallelogramm mit gleich
langen Seiten definiert. Dann ergibt sich ein Teil der Eigenschaften der Raute
als Parall el ogrammeigenschaften. Hier ist also nichts mehr zu beweisen. Ande-
re Eigenschaften sindjedoch nach zu beweisen, z.B. dal3 de Diagonalen zuein-
ander senkredt sind. Das kommt vielen Schilern merkwrdig vor. Wenn dann
gar noch der Satz zu beweisen ist, daid ein Vieredk mit lauter gleich langen
Seiten eine Rauteit, ist das Durcheinander voll stdndig, denn sie meinen, das
sei doch bereits durch de Definition gegeben. Dabei tibersehen sie die unter-
schiedlichen Voraussetzungen.
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Esist aso erforderlich, dal3 de Schiiler z.B. erkennen, dal3 ein Unterbegriff
alle Eigenschaften des Oberbegriffs besitzt, d.h. ar Eigenschaftskatalog des
Unterbegriffs den des Oberbegriffs umfaldt. Umgekehrt férdern natlrlich
entsprechende Bewei sprobleme die Entwicklung solcher Einsichten.

Wir fassen zusammen:

Der Problemléser bendtigt beim Ldsen eines Bewei sproblems Kenntnisse tiber
Beziehungen zwischen den autretenden Begriffen. Er mul3in der Lage sein,
logische Beziehungen zwischen den Eigenschaften der auftretenden Begriffe zu
erkennen.

7. Umstrukturieren mit Hilfe von Begriffen

Haben wir eben delogischen Bezehungen zwischen Begriff en angesprochen,
so wollen wir uns jetzt andersartigen Bezehurgen zuwenden, de beim
Umstrukturieren von Problemen auftreten. Denken wir z.B. an die folgende
Beweisideedes Satzes von Thales.

ANNAR

Abb. 1

Die Ausgangsfigur besteht aus einem Halbkreis mit einem einbeschriebenen
Dreiedk. Hier werden also zwei Begriffe durch de Figur in Bezehurg gesetzt.
Vondem Dreiedk wird behauptet, dal3 es ogar rechtwinkligist. Die Beweisfi-
gur ergibt sich duch Umstrukturieren: die beiden gleichschenkligen Dreiedke
werden as Teilfiguren sichtbar gemadit, deren Eigenschaften den Beweis
liefern. Esist das Verdienst der Gestaltpsychol ogie die Bedeutung der Entdek-
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kung solcher Teilfiguren fir das Lésen von Beweisproblemen hervorgehoben
zu haben (WERTHEIMER 1957). Wenn heute dlerdings Psychologen ockr
Schul padagogen von Bezehungen zwischen Begriff en sprechen, dannsindin
erster Linie Begriff spyramiden angesprochen. So wichtig auch solche Beze-
hungen sind, sollte man sich dach nicht auf sie beschrénken.

Dal3 der Lehrer die Schiler um ein begliickendes Erlebnis , betrigt”, wenn er
die Hilfdlinie enzachnet, ist von WERTHEIMER sehr eindringlich beschrieben
worden. Esist deshalb eine wichtige Aufgabe, die Schiler im Unterricht selbst
solche Bezehungen entdeden zu lassen. Zu einem genetischen Mathematik-
unterricht gehdrt auch, entdedkendes Lernen zu arganisieren (WINTER 1989.

Zum Loésen eines Beweisproblems bencétigt der Problemldser die Fahigkeit,
flexibel mit den einschl&gigen Begriffen umzugehen. Das bedeutet insbesonde-
re, dalRer Beziehungen zu anderen Begriffen herstellen kann, um so eine neue
Scht Uber den Begriff und da Problem zu gewinnen.

8. Begriffeals Trager von Ldsungsideen

Das Umstrukturieren kannauf Begriffeflihren, de unmittelbar die Beweisidee
erkennen lassen. Bei dem Beweis des Satzes von Thales waren es die gleich-
schenkligen Telldreiedke. Betrachten wir den Beweis zum Satz Uber den
Schnittpurkt der H6hen im Dreiedk, so besteht die Ideedarin, das gegebene
Dreiedk as Seitenmittendreiedk eines anderen zu erkennen. Die gegebene
Figur wird also als Tell einer umfassenderen gesehen.

Die Hohen des gegebenen Dreiedks snd gleichzeitig Mittelsenkredhten des
umfassenderen, von denen man bereits weil3, dil3 sie sich in einem Punkt
schneiden. Tréger dieser Ideeist der Begriff des Seitenmittendreiedks.
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Abb. 2

Denkt man an einen Scherungsbeweis fir den Satz des Pythagoras, dannist der
Begriff der Scherung Trager der Beweisidee Mit Hilfe dieses Begriffswird de
gegebene Figur so transformiert, dal? sich de Behauptung unmittelbar ergibt.

Ist ein Begriff Trager der Losungsidee dann erleichtert dies haufig das Behal-
ten der Ideg was eine Reprodiktion des Beweises ermdglicht (VOLLRATH
1978.

Umgekehrt liefert eine solche Situation auch eine wichtige Erfahrung im
Umgang mit dem Begriff, was den Schilern Vorstellungen Uber seinen Wert
vermittelt (VOLLRATH 1988.

Zum Loésen von Beweisproblemen bendtigt der Problemléser die Fahigkait,
unter der Fllle vorhandener Eigenschaften und Beziehungen, de fur die
Ldsungentscheidenden zu erkennen. Er muf3 dso akzentuieren kdnren.

9. Sicherung der L 6sung durch Ordnen der Eigenschaften

Bei einem Beweisproblem besteht die Ldsung in einer Sequenz von Beweis-
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schritten, die ds Beweiszelen notiert werden sollen (HOLLAND 1988. Ist die
Losungsideegefunden, danngeht esalso umdasHerstell en dieser Schrittfolge.
Dabel haben de Schiler erfahrungsgemal? Schwierigkeiten. Sieberuhenin der
Regel auf zu ungenauer Sicht der Eigenschaften und @ Bezehurngen.

Betrachten wir z.B. die Einfuhrungsstuation fur den Begriff des Parall elo-
gramms. Nehmen wir an, zu Beginnwird das Parallelogramm als Vieredk mit
parall elen Gegenseiten definiert. Dann darf beim Bewels der nachsten Eigen-
schaft nur auf die definierende Eigenschaft zurtickgegriff en werden. Imfolgen-
den stiitzt man sich dannimmer ausschli efdlich auf die definierende Eigenschaft
oder bereits bewiesene Eigenschaften. Gerade das aber bereitet den Schilern
grole Schwierigkeiten. Dennin der Einflihrungsphase wird de Figur zwar als
Viereck mit parallelen Gegenseiten gezachnet, zugleich sehen de Schiler
jedoch weitere Eigenschaften, defur sie offensichtlich sind. Esist dann retir-
lich schwierig, ein deduktives System zu entwickeln.

Man kann dese Schwierigkeit vermeiden, indem man z.B. die Figur mit Hilfe
einer sehr ,madtigen” Eigenschaft definiert. Dazu ist die Symmetrie gut
gedgnet. Man braucht also nur das Parallelogramm als purktsymmetrisches
Viereck zu definieren, dann fallen einem ale Eigenschaften in den Schof3.
Bekanntlich hat man damit aber nur die Schwierigkeiten verlagert (SCHWARTZE
1990. Dennwill man z.B. nachweisen, dal3ein Vieredk ein Parall elogrammist,
dann sind subtile Schltisse nétig, deren Sinn meist von den Schillern gar nicht
erfald wird. Je anschauli cher undeinpragsamer ein Begriff ist undje méchtiger
die definierende Eigenschaft ist, umso schwerer falt das disziplinierte Schlie-
[3en, bei dem nur auf Gesichertes zurlickgegriff en werden darf.

Wir halten fest:

Der Problemldser bendtigt zum Lésen von Beweisproblemen de Fahigkeit,
logisch dszpliniert mit den Eigenschaften der auftretenden Begriffe um-

zugehen.
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10. Begriffshildungen als Quelle fiir Beweisprobleme

Begriff shil dungen |6sen urmittelbar Probleml 6seprozesse aus, denn rach einer
Begriff shildung geht es sogleich um die Erforschung des Begriffs. Definiert
man z.B. den Begriff , rechtwinkliges Dreiedk", dannwird man fragen:

Wie konstruiert man ein rechtwinkliges Dreieck?

Kann ein rechtwinkliges Dreied gleichschenklig sein?

Kann ein rechtwinkliges Dreiedk sogar gleichseitig sein?

Wo schneiden sich de Hohen in einem rechtwinkligen Dreied?

Welche Bezehungen bestehen zwischen den Winkeln eines rechtwinkli gen
Dreleds?

Welche Bezehungbesteht zwischen den Seitenldngen einesrechtwinkligen
Dreieds?

DieFragen zielen auf Beispiele, Gegenbeispiele, auf Erforschung des Begriff s-
umfangs undauf das Erkennen von Bezehungen zu anderen Begriffen. In der
Regel handelt es sch bel den auftretenden Problemen um Bewel sauf gaben (auf
unterschiedlichem Niveau). Die Schiler kbnnen dabel lernen, wie man sich
selbst gesicherte Kenntnisse Uber einen Begriff verschafft. Die Aufgaben
kénren unterschiedlichen Schwierigkeitsgrad haben, ohre dal3 man des -
gleich erkennt. So kann de Frage nach einem Beispiel harmlos sin, auch der
Nadhwels braucht keine besonderen Schwierigkeiten zu bereiten. Aber denkt
man nur an de Frage, obes ungerade vollkommene Zahlen gibt, die man nach
Einflhrung dieses Begriffs ofort stellen wird, dann het man schonein bisher
ungel 6stes Problem.

Das sollte den Lehrer nicht abhalten, den Schilern Frageroutinen zur Erfor-
schurg neu definierter Begriffe zu vermitteln (VOLLRATH 1987). Diese Frage-
routinen fhren auf Beweisaufgaben. Wenn z.B. ein Objekt darauf untersucht
werden soll, ob es unter den Begriff fallt, dann ist nachzupriifen, obes die
definierende Bedingung erfullt. Wenn Eigenschaften zu sichern sind, danngeht
es darum, die fragliche Eigenschaft aus der definierenden Eigenschaft oder
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bereits bewiesenen Eigenschaften zu folgern. Schlief3lich werden auch
Bezehungen zwischen Begriffen zu beweisen sein, indem man den vorausge-
setzten Begriff in Eigenschaften , Ubersetzt* und daraus die definierende
Eigenschaft des behaupteten Begriff s folgert.

Begriffe sind nu dann verstanden, wenn ein solches Programm personlich
durchgefihrt worden ist. Verstehen von Begriffen ist aso letztlich ohre Be-
weise Uberhaupt nicht mdgli ch.

Das Bemiihen, einen Begriff zu verstehen, erfordert das Ldsen von
Bewei sproblemen.

Betrachtet man de zum Lésen eines Beweisproblems erforderlichen Fahig-
keiten und Kenntnisse, dann wird deutlich, dal3 Her bereits in der Sekund
arstufe @n recht anspruchsvolles Begriff sverstéandns vorausgesetzt wird.
Schwierigkeiten beim Beweisen lasen sich zum Teil auf Defizite im Ver-
sténdris der auftretenden Begriff e deuten. Bessere Leistungen beim Beweisen
erfordern deshalb bessre Leistungen im Lernen von Begriffen. Andererseits
vertiefen Beweisprobleme Kenntnisse und Fahigkeiten bei den auftretenden
Begriffen.

Haben wir also zundchst gezegt, wie wichtig ein angemessenes Begriff sver-
sténdnis fir erfolgreiches Beweisen ist, so haben wir nungesehen, wie umge-
kehrt Begriff sversténdnis durch das Ldsen von Bewel sproblemen erzielt wer-
den kann. Das Lehren von Begriffen im Mathematikunterricht kann also nur
dann erfolgreich sein, wenn es im Wedhsal mit dem Lehren des Beweisens
organisiert wird.
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