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Zielsetzung

Das Lehren von Begriffen ist ein zentrales Anliegen des Mathematikunter-
richts. Es beschränkt sich nicht auf die Einführung von Begriffen, sondern
bezieht andere Phasen des Mathematikunterrichts mit ein. Ich denke hier vor
allem an das Finden und Beweisen von Sätzen zur Erforschung von Begriffen,
das Entwickeln von Algorithmen zum Arbeiten mit ihnen und an das Anwen-
den zum Nachweis ihrer Nützlichkeit. Ich habe versucht, eine solche umfassen-
dere Sicht des Lehrens von Begriffen im Mathematikunterricht eingehender zu
entwickeln (VOLLRATH 1984). Dabei erwies es sich als zweckmäßig, die Bezie-
hung zwischen Begriff und Problem näher zu untersuchen. Während ich zu-
nächst Problemlöseprozesse allgemein betrachtet habe, will i ch hier näher auf
Beweisprobleme eingehen. Dabei geht es mir vor allem darum, Kenntnisse und
Fähigkeiten im Umgang mit Begriffen herauszuarbeiten, die für ein erfolgrei-
ches Beweisen erforderlich sind. Umgekehrt will i ch auch zeigen, welche
Einsichten und Fähigkeiten über Begriffe durch das Beweisen erworben wer-
den können. Zunächst sollen die theoretischen Grundlagen kurz skizziert
werden, auf die ich mich beziehe.

1. Problemlösen

Im folgenden verstehen wir unter einem Problem eine Aufgabe, die dem Be-

arbeiter beim Lösen eine Barriere entgegenstellt . Ob eine Aufgabe ein Problem

darstellt , hängt von den Erfahrungen, Kenntnissen und Fähigkeiten des

Problemlösers ab. Beim Problemlösen lassen sich unterschiedliche Phasen

beobachten (z.B. POLYA 1949): Zunächst geht es darum, das Problem zu

erfassen: Ausgangszustand und angestrebter Zielzustand werden deutlich,

zugleich wird die Problembarriere sichtbar. Es ist nun notwendig, erworbene

Kenntnisse und Fähigkeiten zu aktivieren und auf das Problem zu beziehen.
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Man wird versuchen, das Problem umzustrukturieren. Nach einer Reihe von

vergeblichen Versuchen, wird dann auf einmal die Lösungsidee gefunden. Sie

ist durch Vergessen gefährdet und durch Ungenauigkeiten beeinträchtigt. Es ist

daher nötig, die Lösung zu sichern. Ist das Problem gelöst, so ergeben sich

häufig unmittelbar aus dem Lösungsprozeß neue Probleme: Problemlösen wirkt

problemerzeugend. Im folgenden wollen wir uns eingehender mit folgenden

Phasen befassen:

Problemklärung – Aktivieren von Kenntnissen und Fähigkeiten – Knüpfen von

Beziehungen – Umstrukturierung – Erkennen der Lösung – Sicherung –

Problemerzeugung.

Damit ist der Problemlöseprozeß so strukturiert, daß man daraus ein Schema

als Lösungshil fe, einen „Heurismus“ im Sinne von STEIN (1984), erhält.

Ein wichtiger Problembereich ist das Beweisen. Eine Beweisaufgabe ist ein

Problem, wenn nicht bereits ein entsprechender Beweis im Gedächtnis gespei-

chert ist, der einfach reproduziert werden kann. Nach HOLLAND (1988) ist bei

einem Beweisproblem der Ausgangszustand der Satz mit seiner Voraussetzung

und Behauptung. Zielzustand ist der als Sequenz von Beweiszeilen notierte

Beweis, der sich auf die Voraussetzungen stützt und bei der Behauptung endet.

Die Kenntnisse und Fertigkeiten wirken als Operatoren, die sukzessive den

Anfangszustand in den Zielzustand überführen. Wenn die zum Beweis

erforderlichen  Operatoren dem Problemlöser verfügbar sind, dann handelt es

sich um ein „ Interpolationsproblem“ (HOLLAND 1988). Der Mathematikunter-

richt wird in der Regel so organisiert, daß die zum Beweisen erforderlichen

Kenntnisse und Fähigkeiten bereitstehen. Im Sinne von HOLLAND handelt es

sich damit bei diesen Beweisproblemen um Interpolationsprobleme. Aus der

obigen Beschreibung der Phasen eines Problemlöseprozesses ergibt sich auch

ein Heurismus für Beweisprobleme, der z.B. dem von WALSCH (1972) weit-

gehend entspricht. Wir wollen deshalb hier nicht näher darauf eingehen. Erfah-

rungsgemäß stellen Beweisaufgaben für die Schüler eine besonders schwierige

und wenig beliebte Klasse von Problemen dar (z.B. WINTER 1983a). Wir
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werden zeigen, daß eine Reihe von Schwierigkeiten sich aus Mängeln im

Begriff sverständnis erklären lassen.

2. Begr iff slernen

Mathematik ist ein „Denken in Begriffen“ (WITTENBERG 1957). Begriffe sind

Gegenstände und Werkzeuge unseres Denkens (OTTE/STEINBRING 1977). Sie

sind je nach dem philosophischen Standpunkt Entdeckungen oder Erfindungen

des Menschen. Das Lehren von Begriffen soll Kenntnissse über die Begriffe

und Erfahrungen im Umgang mit den Begriff en vermitteln. In einem geneti-

schen Mathematikunterricht (WITTMANN 19816) wird man sich bemühen,

Begriff sbil dungsprozesse in Problemkontexte einzubinden. Dann lösen

Problemstellungen häufig Begriff sbildungen aus, umgekehrt erweisen sich

Begriff sbildungen als Quelle neuer Problemstellungen. Indem man solche

Prozesse im Unterricht organisiert, kann man den Schülern Antworten auf den

Sinn mathematischer Begriff sbildungen geben (FISCHER 1982). 

Begriffe werden im Mathematikunterricht in kurz-, mittel- und langfristigen

Lernprozessen angeeignet (VOLLRATH 1984). Daß ein Begriff gelernt wurde,

läßt sich an erworbenen Kenntnissen und Fähigkeiten nachweisen. Während

sich kurzfristige Lernprozesse relativ leicht durch bestimmte Aufgabenstel-

lungen kontrolli eren lassen, führen langfristige Lernprozesse in der Regel zu

einem Lernen in Stufen. Auch hier kann man versuchen, die jeweils erreichten

Stufen durch Tests zu kontrolli eren. Aufschlußreicher sind jedoch die Art des

Umgangs mit dem Begriff , das Denken und das Reden über den Begriff (VOLL-

RATH 1984). Während psychologische und schulpädagogische Forschungen

zum Lernen von Begriffen überwiegend an kurzfristigen Lernprozessen inter-

essiert sind, haben sich in der Mathematikdidaktik mittel- und langfristige

Lernprozesse als interessanter, weil komplexer, erwiesen (VOLLRATH 1984).

In psychologischen und schulpädagogischen Untersuchungen über das Lehren

und Lernen von Begriffen spielen allgemeine Aspekte bei der Betrachtung von
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Unterrichtsmaßnahmen eine wichtige Rolle. So wird etwa der Einfluß von

Worterklärungen, von Beispielen und Gegenbeispielen, von Korrekturen

falscher Verwendungen und Anwendungen des Begriff s auf das Lernen des

Begriff s betrachtet (z.B. GRZESIK 1988). Das Interesse ist also vor allem auf

die Einführungsphase gerichtet. Die Mathematikdidaktik interessiert sich

dagegen umfassender für das Arbeiten mit und an den Begriffen auch in ande-

ren Phasen und untersucht ihren Einfluß auf das Lernen der Begriffe. Für die

Didaktik sind darüber hinaus Fragen wichtig, die sich auf das Verstehen in

einem tieferen Sinne beziehen. So fragt man etwa, wie durch einen Begriff s-

bildungsprozeß Einsichten über mathematische Begriff sbildungen gewonnen

werden können, ob ein Begriff sbildungsprozeß exemplarisch sein kann, inwie-

weit die Schüler den Sinn mathematischer Begriff sbildung erfahren (WINTER

1983b). 

Im folgenden wollen wir uns besonders mit der Frage beschäftigen, welche

Erfahrungen die Schüler mit mathematischen Begriffen beim Problemlösen,

speziell beim Beweisen sammeln können.

3. Begr iff sbildung und Problemlöseprozeß

Wenn es darum geht, Begriff sbildungsprozesse in Problemlöseprozesse ein-

zubinden, dann wird man zunächst die Rolle untersuchen, die Begriffe in den

verschiedenen Phasen eines Problemlöseprozesses spielen können. Ich habe

gezeigt, wie Begriff sbildung zur Präzisierung und Klärung eines Problems

dienen kann, wie man sie zur Umstrukturierung des Problems, zum Finden und

Sichern der Lösung benutzen kann. Schließlich erweisen sich Begriff sbildun-

gen als wichtige Quellen für neue Probleme (VOLLRATH 1984). Bei diesem

Vorgehen erscheint der Begriff in einem Wechselspiel als Werkzeug und als

Gegenstand. Diese Sicht ermöglicht es, verschiedene Zugänge zu Begriffen zu

beschreiben und zu vergleichen, bei denen unterschiedliche Einsichten über

Begriffe vermittelt werden. Damit wird es möglich, die enge behavioristische

Betrachtung von Methoden des Begriff slehrens zu überwinden, bei der Strate-
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gien des Begriff slehrens lediglich als Schrittfolgen allgemeiner Maßnahmen

wie Angabe einer Definition, Angabe von Beispielen, Suchen von Gegenbei-

spielen usw. gesehen werden. 

An einer Reihe von Beispielen konnte ich nachweisen, daß für einen Begriff s-

bil dungsprozeß verschiedene Mögli chkeiten der Einbettung in einen

Problemlöseprozeß und damit verschiedene Strategien zum Lehren eines

Begriff s bestehen. Dabei ergab sich auch die Frage, ob sich in der historischen

Begriff sentwicklung unterschiedli che Bezüge zu Problemlöseprozessen

nachweisen lassen. An der historischen Entwicklung von Begriffen der Analy-

sis konnte ich die angesprochenen Rollen von Begriff sbildungen und Proble-

men aufzeigen (VOLLRATH 1986). 

Im folgenden soll näher untersucht werden, welche Rolle Begriffe bei Beweis-

problemen spielen. Dabei interessieren sowohl verfügbare als auch im Laufe

des Problemlöseprozesses gebildete Begriffe. Wir werden fragen, welche

Fähigkeiten und Kenntnisse über den Begriff erforderlich sind, um in der

jeweili gen Phase mit dem Begriff erfolgreich zu operieren. Umgekehrt inter-

essiert uns auch die Wirkung des Beweisens auf das Begriff sverständnis.

Tiefere Einsichten werden den Schülern dabei nur zu vermitteln sein, wenn die

Rolle der verwendeten Begriffe beim Beweisen kritisch reflektiert wird. Bei

der Betrachtung des Problemlöseprozesses orientieren wir uns an den oben

genannten Phasen und beziehen sie auf das Beweisen.

4. Problemklärung durch Begr iffe

Zu beweisende Sätze enthalten häufig Begriffe. Das Erfassen des Beweispro-

blems setzt voraus, daß der Problemlöser überhaupt Vorstellungen und Kennt-

nisse über die auftretenden Begriffe hat. Soll man etwa den sprachlich formu-

lierten Satz des Pythagoras beweisen, dann müssen dem Problemlöser die

Begriffe rechtwinkliges Dreieck, Hypotenuse, Kathete und natürlich auch

Hypotenusenquadrat und Kathetenquadrat bekannt sein, um überhaupt die zu
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beweisende Aussage zu erfassen.

Unter Umständen ist es auch zweckmäßig, zur Klärung einer Beweisaufgabe in

der zu beweisenden Aussage Begriffe einzuführen. Man denke etwa an einen

Satz wie:

„Wenn in einem Dreieck zwei Seiten gleich lang sind, sind die ihnen

gegenüberliegenden Winkel gleich groß“ .

Prägnanter wirkt dagegen:

„ Im gleichschenkligen Dreieck sind die Basiswinkel gleich groß.“

Zum Klären des behaupteten Sachverhalts ist es häufig auch günstig, sich die

Aussage an einem Beispiel klarzumachen. So etwa bei einer arithmetischen

Aussage durch ein Zahlenbeispiel, bei einer geometrischen Aussage durch eine

Zeichnung mit Figuren sein. Dabei handelt es sich zugleich um Beispiele für

die auftretenden Begriffe.

Die erforderlichen Kenntnisse und Fähigkeiten können wir zusammenfassen:

Der Problemlöser benötigt zum Lösen eines Beweisproblems Vorstellungen

über die auftretenden Begriffe. Das schließt auch die Fähigkeit ein, Beispiele

zu bilden.

5. Aktivierung des Wissens über Begr iffe

Ist dem Problemlöser klar, was zu beweisen ist, dann ist es notwendig, die mit

der Voraussetzung gegebenen Möglichkeiten zu erschließen. In der Regel

handelt es sich dabei um die Aktivierung des Wissens über Eigenschaften der

in der Voraussetzung genannten Begriffe. Eigenschaften von Begriffen werden

meist in der Form von Eigenschaftskatalogen gemerkt, ohne daß streng zwi-

schen Definitionen und Sätzen unterschieden wird. Nach Behandlung der

Vierecke bleibt den Schülern z.B. von der Raute wahrscheinlich der folgende

Eigenschaftskatalog im Gedächtnis.
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In einer Raute gilt:

(1) Gegenüberliegende Seiten sind parallel.

(2) Alle Seiten sind gleich lang.

(3) Gegenüberliegende Winkel sind gleich groß.

(4) Die Diagonalen halbieren sich gegenseitig.

(5) Die Diagonalen halbieren die Winkel.

(6) Die Diagonalen sind senkrecht zueinander.

Beweisaufgaben, bei denen alle diese Eigenschaften vorausgesetzt werden

können, sobald vorausgesetzt wird, daß eine Raute vorliegt, lassen sich damit

bearbeiten.

Begriffe sind Träger von Eigenschaften. Prinzipiell hat natürlich jeder Begriff

unendlich viele Eigenschaften. In der Regel werden aber in der Schule nur

solche Beweisaufgaben gestellt , bei denen die einschlägigen Eigenschaften

verfügbar sind.  

Es wird also die Fähigkeit benötigt:

Der Problemlöser muß beim Lösen eines Beweisproblems über ausreichende

Eigenschaftskataloge der auftretenden Begriffe verfügen.

6. Knüpfen von Beziehungen mit Hil fe von Begr iffen

Gelegentlich reicht ein Katalog von Eigenschaften. Häufig sind jedoch subtile-

re Kenntnisse erforderlich. Wenn man z.B. einen Beweis führen soll , bei dem

von einem Viereck behauptet wird, es sei eine Raute, dann sind auch Kennt-

nisse der folgenden Art erforderlich.

Ein Viereck ist eine Raute, wenn gilt:

(1) Alle Seiten sind gleich lang.

oder
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(2) Die Diagonalen sind senkrecht zueinander und halbieren sich.

oder

(3) Die Diagonalen halbieren die Winkel.

Solche Kenntnisse dürften kaum bereitstehen. Sie lassen sich aber von Fall zu

Fall  durch Zwischenüberlegungen gewinnen. Dabei geht es im Grunde darum,

Beziehungen zwischen den Eigenschaften aufzudecken: etwa, daß eine Eigen-

schaft aus der anderen folgt, ob man den Schluß auch umkehren kann usw.

Allerdings beginnt die Schwierigkeit damit, daß es den Schülern schwerfällt ,

eine Eigenschaft nur aus der anderen zu folgern, oder zu erkennen, daß eine

Umkehrung vorliegt. Da nicht alle möglichen Folgerungen erarbeitet oder gar

im Gedächtnis behalten werden können, sollte man fordern, daß die Schüler

solche Beziehungen selbst aus den bekannten Katalogen von Eigenschaften

gewinnen können. 

Diese Fähigkeiten können vermittelt werden durch Übungen, bei denen die

Schüler aus den Eigenschaftskatalogen Sätze der folgenden Art aufstellen,

beweisen, umkehren und kontrolli eren, ob die Umkehrung gilt:

Wenn ein Viereck lauter gleich lange Seiten hat, dann sind die gegenüber-

liegenden Seiten parallel.

Ging es eben um Beziehungen zwischen Eigenschaften von Begriffen, so gibt

es andererseits auch Situationen, die Beziehungen zwischen Begriffen er-

fordern. Nehmen wir an, eine Raute wird als ein Parallelogramm mit gleich

langen Seiten definiert. Dann ergibt sich ein Teil der Eigenschaften der Raute

als Parallelogrammeigenschaften. Hier ist also nichts mehr zu beweisen. Ande-

re Eigenschaften sind jedoch noch zu beweisen, z.B. daß die Diagonalen zuein-

ander senkrecht sind. Das kommt vielen Schülern merkwürdig vor. Wenn dann

gar noch der Satz zu beweisen ist, daß ein Viereck mit lauter gleich langen

Seiten eine Raute ist, ist das Durcheinander vollständig, denn sie meinen, das

sei doch bereits durch die Definition gegeben. Dabei übersehen sie die unter-

schiedlichen Voraussetzungen.
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Es ist also erforderlich, daß die Schüler z.B. erkennen, daß ein Unterbegriff

alle Eigenschaften des Oberbegriff s besitzt, d.h. der Eigenschaftskatalog des

Unterbegriff s den des Oberbegriff s umfaßt. Umgekehrt fördern natürlich

entsprechende Beweisprobleme die Entwicklung solcher Einsichten.

Wir fassen zusammen:

Der Problemlöser benötigt beim Lösen eines Beweisproblems Kenntnisse über

Beziehungen zwischen den auftretenden Begriffen. Er muß in der Lage sein,

logische Beziehungen zwischen den Eigenschaften der auftretenden Begriffe zu

erkennen.

7. Umstruktur ieren mit Hil fe von Begr iffen

Haben wir eben die logischen Beziehungen zwischen Begriffen angesprochen,

so wollen wir uns jetzt andersartigen Beziehungen zuwenden, die beim

Umstrukturieren von Problemen auftreten. Denken wir z.B. an die folgende

Beweisidee des Satzes von Thales.

Abb. 1

Die Ausgangsfigur besteht aus einem Halbkreis mit einem einbeschriebenen

Dreieck. Hier werden also zwei Begriffe durch die Figur in Beziehung gesetzt.

Von dem Dreieck wird behauptet, daß es sogar rechtwinklig ist. Die Beweisfi-

gur ergibt sich durch Umstrukturieren: die beiden gleichschenkligen Dreiecke

werden als Teil figuren sichtbar gemacht, deren Eigenschaften den Beweis

liefern. Es ist das Verdienst der Gestaltpsychologie die Bedeutung der Entdek-
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kung solcher Teil figuren für das Lösen von Beweisproblemen hervorgehoben

zu haben (WERTHEIMER 1957). Wenn heute allerdings Psychologen oder

Schulpädagogen von Beziehungen zwischen Begriffen sprechen, dann sind in

erster Linie Begriff spyramiden angesprochen. So wichtig auch solche Bezie-

hungen sind, sollte man sich doch nicht auf sie beschränken. 

Daß der Lehrer die Schüler um ein beglückendes Erlebnis „betrügt“ , wenn er

die Hil fslinie einzeichnet, ist von WERTHEIMER sehr eindringlich beschrieben

worden. Es ist deshalb eine wichtige Aufgabe, die Schüler im Unterricht selbst

solche Beziehungen entdecken zu lassen. Zu einem genetischen Mathematik-

unterricht gehört auch, entdeckendes Lernen zu organisieren (WINTER 1989).

Zum Lösen eines Beweisproblems benötigt der Problemlöser die Fähigkeit,

flexibel mit den einschlägigen Begriffen umzugehen. Das bedeutet insbesonde-

re, daß er Beziehungen zu anderen Begriffen herstellen kann, um so eine neue

Sicht über den Begriff und das Problem zu gewinnen.

8. Begr iffe als Träger von Lösungsideen

Das Umstrukturieren kann auf Begriffe führen, die unmittelbar die Beweisidee

erkennen lassen. Bei dem Beweis des Satzes von Thales waren es die gleich-

schenkligen Teildreiecke. Betrachten wir den Beweis zum Satz über den

Schnittpunkt der Höhen im Dreieck, so besteht die Idee darin, das gegebene

Dreieck als Seitenmittendreieck eines anderen zu erkennen. Die gegebene

Figur wird also als Teil einer umfassenderen gesehen.

Die Höhen des gegebenen Dreiecks sind gleichzeitig Mittelsenkrechten des

umfassenderen, von denen man bereits weiß, daß sie sich in einem Punkt

schneiden. Träger dieser Idee ist der Begriff des Seitenmittendreiecks.
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Abb. 2

Denkt man an einen Scherungsbeweis für den Satz des Pythagoras, dann ist der

Begriff  der Scherung Träger der Beweisidee. Mit Hil fe dieses Begriffs wird die

gegebene Figur so transformiert, daß sich die Behauptung unmittelbar ergibt.

Ist ein Begriff Träger der Lösungsidee, dann erleichtert dies häufig das Behal-

ten der Idee, was eine Reproduktion des Beweises ermöglicht (VOLLRATH

1978). 

Umgekehrt liefert eine solche Situation auch eine wichtige Erfahrung im

Umgang mit dem Begriff , was den Schülern Vorstellungen über seinen Wert

vermittelt (VOLLRATH 1988).

Zum Lösen von Beweisproblemen benötigt der Problemlöser die Fähigkeit,

unter der Fülle vorhandener Eigenschaften und Beziehungen, die für die

Lösung entscheidenden zu erkennen. Er muß also akzentuieren können.

9. Sicherung der Lösung durch Ordnen der Eigenschaften

Bei einem Beweisproblem besteht die Lösung in einer Sequenz von Beweis-
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schritten, die als Beweiszeilen notiert werden sollen (HOLLAND 1988). Ist die

Lösungsidee gefunden, dann geht es also um das Herstellen dieser Schrittfolge.

Dabei haben die Schüler erfahrungsgemäß Schwierigkeiten. Sie beruhen in der

Regel auf zu ungenauer Sicht der Eigenschaften und der Beziehungen. 

Betrachten wir z.B. die Einführungssituation für den Begriff des Parallelo-

gramms. Nehmen wir an, zu Beginn wird das Parallelogramm als Viereck mit

parallelen Gegenseiten definiert. Dann darf beim Beweis der nächsten Eigen-

schaft nur auf die definierende Eigenschaft zurückgegriffen werden. Im folgen-

den stützt man sich dann immer ausschließlich auf die definierende Eigenschaft

oder bereits bewiesene Eigenschaften. Gerade das aber bereitet den Schülern

große Schwierigkeiten. Denn in der Einführungsphase wird die Figur zwar als

Viereck mit parallelen Gegenseiten gezeichnet, zugleich sehen die Schüler

jedoch weitere Eigenschaften, die für sie offensichtlich sind. Es ist dann natür-

lich schwierig, ein deduktives System zu entwickeln. 

Man kann diese Schwierigkeit vermeiden, indem man z.B. die Figur mit Hil fe

einer sehr „mächtigen“ Eigenschaft definiert. Dazu ist die Symmetrie gut

geeignet. Man braucht also nur das Parallelogramm als punktsymmetrisches

Viereck zu definieren, dann fallen einem alle Eigenschaften in den Schoß.

Bekanntlich hat man damit aber nur die Schwierigkeiten verlagert (SCHWARTZE

1990). Denn will man z.B. nachweisen, daß ein Viereck ein Parallelogramm ist,

dann sind subtile Schlüsse nötig, deren Sinn meist von den Schülern gar nicht

erfaßt wird. Je anschaulicher und einprägsamer ein Begriff ist und je mächtiger

die definierende Eigenschaft ist, umso schwerer fällt das disziplinierte Schlie-

ßen, bei dem nur auf Gesichertes zurückgegriffen werden darf.

Wir halten fest:

Der Problemlöser benötigt zum Lösen von Beweisproblemen die Fähigkeit,

logisch diszipliniert mit den Eigenschaften der auftretenden Begriffe um-

zugehen.
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10. Begr iff sbildungen als Quelle für Beweisprobleme

Begriff sbildungen lösen unmittelbar Problemlöseprozesse aus, denn nach einer

Begriff sbildung geht es sogleich um die Erforschung des Begriff s. Definiert

man z.B. den Begriff „ rechtwinkliges Dreieck“ , dann wird man fragen: 

Wie konstruiert man ein rechtwinkliges Dreieck? 

Kann ein rechtwinkliges Dreieck gleichschenklig sein? 

Kann ein rechtwinkliges Dreieck sogar gleichseitig sein? 

Wo schneiden sich die Höhen in einem rechtwinkligen Dreieck? 

Welche Beziehungen bestehen zwischen den Winkeln eines rechtwinkligen

Dreiecks? 

Welche Beziehung besteht zwischen den Seitenlängen eines rechtwinkligen

Dreiecks? 

Die Fragen zielen auf Beispiele, Gegenbeispiele, auf Erforschung des Begriffs-

umfangs und auf das Erkennen von Beziehungen zu anderen Begriffen. In der

Regel handelt es sich bei den auftretenden Problemen um Beweisaufgaben (auf

unterschiedlichem Niveau). Die Schüler können dabei lernen, wie man sich

selbst gesicherte Kenntnisse über einen Begriff verschaff t. Die Aufgaben

können unterschiedlichen Schwierigkeitsgrad haben, ohne daß man dies so-

gleich erkennt. So kann die Frage nach einem Beispiel harmlos sein, auch der

Nachweis braucht keine besonderen Schwierigkeiten zu bereiten. Aber denkt

man nur an die Frage, ob es ungerade vollkommene Zahlen gibt, die man nach

Einführung dieses Begriff s sofort stellen wird, dann hat man schon ein bisher

ungelöstes Problem.

Das sollte den Lehrer nicht abhalten, den Schülern Frageroutinen zur Erfor-

schung neu definierter Begriffe zu vermitteln (VOLLRATH 1987). Diese Frage-

routinen führen auf Beweisaufgaben. Wenn z.B. ein Objekt darauf untersucht

werden soll , ob es unter den Begriff f ällt , dann ist nachzuprüfen, ob es die

definierende Bedingung erfüllt . Wenn Eigenschaften zu sichern sind, dann geht

es darum, die fragliche Eigenschaft aus der definierenden Eigenschaft oder
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bereits bewiesenen Eigenschaften zu folgern. Schließli ch werden auch

Beziehungen zwischen Begriffen zu beweisen sein, indem man den vorausge-

setzten Begriff in Eigenschaften „übersetzt“ und daraus die definierende

Eigenschaft des behaupteten Begriff s folgert.

Begriffe sind nur dann verstanden, wenn ein solches Programm persönlich

durchgeführt worden ist. Verstehen von Begriffen ist also letztlich ohne Be-

weise überhaupt nicht möglich.

Das Bemühen, einen Begriff zu verstehen, erfordert das Lösen von

Beweisproblemen.

Betrachtet man die zum Lösen eines Beweisproblems erforderlichen Fähig-

keiten und Kenntnisse, dann wird deutlich, daß hier bereits in der Sekund-

arstufe ein recht anspruchsvolles Begriff sverständnis vorausgesetzt wird.

Schwierigkeiten beim Beweisen lassen sich zum Teil auf Defizite im Ver-

ständnis der auftretenden Begriffe deuten. Bessere Leistungen beim Beweisen

erfordern deshalb bessere Leistungen im Lernen von Begriffen. Andererseits

vertiefen Beweisprobleme Kenntnisse und Fähigkeiten bei den auftretenden

Begriffen.

Haben wir also zunächst gezeigt, wie wichtig ein angemessenes Begriff sver-

ständnis für erfolgreiches Beweisen ist, so haben wir nun gesehen, wie umge-

kehrt Begriff sverständnis durch das Lösen von Beweisproblemen erzielt wer-

den kann. Das Lehren von Begriffen im Mathematikunterricht kann also nur

dann erfolgreich sein, wenn es im Wechsel mit dem Lehren des Beweisens

organisiert wird.
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