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1. Einfahrung

Der Wirzburger Mathematiker CASPAR SCHOTT gibt 1661in seinem ,, Cursus
Mathematicus® in 28K apiteln einen Uberbli ck tiber das mathematische Wissen
seiner Zeit. Diese Enzyklopédie behandelt ganz unterschiedliche Gebiete wie

Arithmetik, Elementargeometrie, Trigonametrie, Astronamie, Astrologie,
Chronagraphie, Geographie, Hydrographie (Nautik), Horographie (Lehre
von den Sonrenutren), Medanik, Statik, Hydrostatik, Optik, Milit &rarchi-
tektur, Strategie, Taktik, Harmonielehre, Algebra und Logarithmen.

Haufig werden sie noch aufgeteilt, undes werden praktische Teil e besonders
hervorgehoben, etwa praktische Arithmetik, praktische Geometrie, praktische
Astronamie.

Biszum Beginn des 19. Jahrhunderts wurden all e diese Gebiete im Zusammen-
hang gesehen, wenn man auch zwischen ,, spekulativen* und ,, praktischen”
Tellen (Schott) oder spéter zwischen , reiner” und,,angewandter” Mathematik
unterscheidet.

LAuGwiTZ hat sich wiederhdt mit der Problematik e ner solchen Unterschei-
durg auseinandergesetzt. Er schreibt z.B. 1972

»Die Unterscheidung von ,reiner’ und angewandter' Mathematik ist nicht
mehr zeitgemal3. Im jeweili gen Stand undin der jeweili gen Entwicklungs-
tendenz der Mathematik gibt es vielmehr Gebiete, welche 21 unmittelbarer
Anwendurg in der Gegenwart gedgnet sind, undes gibt andere, fir die das
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zunadhst nicht zutrifft. So sollte man statt Angewandter Mathematik li eber
den Ausdruck verwenden: Unmittelbar anwendbere Mathematik; aber das
ist zu schwerfdlli g formuli ert. Ich werde daher von Anwendbarer Mathema:
tik' sprechen, wobei dies aber im angegebenen Sinne alfzufassen ist.”
(LAaucwiTZz 1972,S. 232

Auch FREUDENTHAL urterscheidet zwischen ,, angewancdter* und ,, anwend-
barer* Mathematik (FREUDENTHAL 1973,S. 7580). Er mochte, ,dald der
Schiler nicht angewandte Mathematik lernt, sondern lernt, wie man Mathema-
tik anwendet” (S. 76). Allerdings ist ihm im Grunde auch ,anwendbare Ma-
thematik“ zu eng. Er propagiert deshalb , bezehungshaltige Mathematik".
Dabel sieht er jedoch durchaus die Gefahr, dal3 auch dieszu einer Fehlentwick-
lung fuhrt, wenn man sich auf innermathematische Bezehungen beschrankt:
»Der vollkommenste Ausdruck der innermathematischen Bezehurgen ist das
System* (S. 76). Von desem System geht eine so starke Faszination aus, daf
Lehrer undLehrbuchautoren ihr immer wieder erliegen. Ein Beispiel waren de
Reformbestrebungen fir den Mathematikunterricht am Gymnasium in den
sedhziger Jahren, in denen der axiomatischen Methode und den Strukturen
besondere Bedeutung beigemessen wurde. In seiner Kritik an den Nirnberger
Lehrplanen hat sich LAucwiTz vehement gegen solche verfehlten ,, Moderni-
sierungstendenzen fir den gymnasialen Mathematikunterricht gewandt
(LAucwiTZ : 1966. Die Euphaie, mit der damalsfir eine Strukturorientierung
der Lehrplane gekampft wurde, ist inzwischen einer Erniichterung gewichen.
Heute bemiihen sich praktisch al e Bundeslander um Anwendurgsorientierung
ihrer Lehrpléne. Diese Entwicklung ist durch den Ndrnberger Vortrag von
LAUGWITZ angestolien worden.

Anwendurgsorientierung drtickt sich in der Wahl der Inhalte undin der Art
ihrer Behandlung aus. Die Frage der Inhalte beherrscht zur Zeit die didaktische
Diskusgon(z.B. BLuM u.a. 1989. Doch haben auch method sche Fragen, wie
Mathematik anwendurgsorientiert unterrichtet werden kann, einiges Interesse
gefunden (z.B. STEINER 1988. Bel solchen Betrachtungen wird gelegentlich
eher geringschétzig z.B. von einem ,ingenieurmal3igen Umgang mit Ma-
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thematik® gesprochen. LAUGWITZ dagegen kenrnzeichnet in seiner ,Inge-
nieurmathematik” z.B. die Herangehensweise von Ingenieuren als ,, operativ*
oder , konstruktiv* (LAuGwITz 1964. Ichwill versuchen, des etwas naher zu
beschreiben. Dazu will ich auf einige dlgemeine Probleme hinweisen, mit
denen Anwender konfrontiert werden. Es Il dann deutli ch werden, wie man
»konstruktiv® mit diesen Problemen umgehen kann undwelche didaktischen
Konsequenzen daraus fir den Mathematikunterricht zu ziehen sind.

Indemich diesen Gedanken vonHerrn LAuGwITz aufgreifeundweiter dariiber
nachdenke, mdchte ich ihm meine Hochacdhtung fur sein ddaktisches Engage-
ment ausgprechen. Zugleich dankeich ihmherzlich dafiir, dal3 er mich ermutigt
hat, mich eingehender mit Mathematik zu befassen, undmir die Mdgli chkeit
gebaten hat, erste Erfahrungen mit Forschung undLehrein Mathematikdidak-
tik zu sammeln.

2. Zur Mathematikausbildung kiinftiger Anwender

Wenn man anwendurgsorientierten Mathematikunterricht fir all gemeinbil den-
de Schulen fordert, dann het man einerseits kiinftige Anwender von M athema-
tik im Blick; andererseitswére esverfehlt, Mathematikunterricht ausschli efdlich
von daher zu konzipieren. Schule hat Bildung zu vermitteln, desich nicht von
bestimmten Berufshildern her bestimmen 18(3. Sicher ist der Begriff der Bil-
durg schwer fal3bar. Doch beginnt sich in der P&dagogik die Einsicht durch-
zusetzen, dald trotzdem nicht auf die Kategorie der Bildung bei der Diskusgon
um Ziele des Unterrichts verzichtet werden kann. , Bildung und Mathematik*
ist also nach wie vor ein aktuell es Thema (WITTENBERG 199C). Fiir die kiinfti-
gen Anwender von Mathematik bedeutet das, dal3 sieim Mathematikunterricht
der allgemeinbildenden Schulen grundegende Inhalte und Methoden der
Mathematik so lernen sollen, dal3 dese aawendbear sind. Man erwartet also, cald
sie erfolgreich an der anschli ef3enden Fachausbildung an der Hochschule oder
Berufschule teilnehmen kdnren. Aber auch dese spezfische Ausbildurg
beschrénkt sich in der Regel nicht auf konkrete Anwendurgen, sondern ver-
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sucht all gemeinere Fragen anzugehen, diedannin der Praxis konkret behandelt
werden konren. Denn de Abnehmer der Absolventen legen Wert auf all-
gemeine Fahigkeiten undrechnen damit, die konkrete Behandlung der in der
Praxis auftretenden Probleme in einer Phase des ,, Anlernens* vermitteln zu
missen. Dabel zeigt es sch, dal’ anscheinend sowohl die Schulen als auch de
Hochschulen die inhaltli chen Erwartungen der Abnehmer ihrer Absolventen
Uberschétzen. Es sndjedoch nicht in erster Linie unzureichende Kenntnisse,
sondern eher mangelnde Fahigkeiten, dein der Praxis beanstandet werden.

Fahigkeiten bezehen sich darauf, wie Probleme angegangen werden, wie man
Mathematik bei der Losung von Problemen verwendet. Wir woll en jedoch auch
Einstellungen zur Mathematik, zum Problem und schliefdlich zu personlichen
Starken und Schwéaden im Umgang mit Mathematik einbezehen. Wenn wir
im folgenden anwendertypische V erhaltensweisen betrachten, danngeht esuns
also darum, solche Fahigkeiten im allgemeinen Sinne au betrachten.

3. Mit der Labilitat von Wissen und Kdnnen angemessen umgehen

Von Schilern wird in Klassenarbeiten oder in Prifungen erwartet, dal3 sie tiber
das bendtigte Wissen und Konren verfugen. Als Hilfe wird meist nur die
Formel sammlung zugel assen. Das mag seine Berechtigung haben. Dochist dies
eine fir Anwender untypische Situation. Anwender haben Fachbicher, Hand
bicher und Formelsasmmiungen zur Verfligung, die sie bei Bedarf benutzen.
Dabel ergibt sich zwangslaufig: Bei regelméidig auftretenden Problemen wer-
den dese Hilfen immer weniger benutzt; bel seltener auftretenden Fragestel-
lungen wird haufiger und ausgiebiger auf sie zurtickgegriffen; bei neuen Pro-
blemstellungen wird de Literatur intensiv befragt.

Esist merkwrdig, dal3 trotzdem immer wieder kriti sch de mangelnden Kennt-
nise von Studienanfangern oder Berufsanfangern vermerkt werden (z.B.
NAGERL ua 1975. Dabel lasen sich solche Befunde leicht erkldren. Sie
wirken dannweniger dramatisch.



Problem 3.1 Das Vergesen

Anwender gehen villi g selbstverstandlich mit dem Vergessen um. Esist eine
gelaufige Erfahrung, undsie benutzen standig Hilfen, um Vergessenes wieder
zu aktivieren. Schiler sind Meister des Vergessens. Wennsie nach den Ferien
wieder in de Schule kommen, wissen sie nicht mehr, was zuletzt behandelt
wurde. Vielleicht ist der Grad des Vergessens gar ein Mal3 fir die Qualit at
der Erholung in den Ferien. Erfahrene Lehrer werden also kein Klagelied
anstimmen, sondern damit rechnen. Sie steigen mit einer neuen Problemstel-
lung ein, de die Schiler fesslt und ke der die bendtigten Kenntnisse und
Fahigkeiten auf natlirliche Wese angesprochen werden. Und siehe da, schnel-
ler dsvon den Schillern selbst vermutet, sind sie wieder da.

Geschickte Lehrer kennen auch einige Moglichkeiten, um wichtige Sadh-
verhaltevor dem Vergessen zu bewahren: Durch das Herausarbeiten vonldeen
wird das Wesentliche hervorgehoben und @nn besser behalten (VOLLRATH
1978. Durch Ruckgriffe wird Wichtiges gefestigt. Zentrale Begriff e werden
durch einprdgsame Figuren, duch Wortspiele oder durch ,, Geschichten®
hervorgehoben. Ein Teil der MiRerfolge der Studienanfanger im obigen Test
|&3t sich also schlicht undeinfach mit dem Vergessen erkléren.

Problem 3.2 Das Verlernen

Hat man ein Verfahren langere Zeit nicht verwendet, dann ,, verlernt* man es:
Die einzdnen Schritte werden ursicher, die @nschldgigen Regeln sind ver-
gessen; man erinnert sich vielleicht noch daran, dald man das mal gemadht hat,
weild aber nicht mehr, wie e geht. Auch das ist eine Grunderfahrung des
Menschen, die fur die meisten Bereiche gilt (das Schwimmen scheint man
all erdings normalerweise nicht zu verlernen).

Erfahrene Lehrer rechnen auch mit diesem Sachverhalt. Sietragen Sorge dafir,
dawichtige Verfahrenim Unterricht immer wieder auftreten. Man denke éwa
an die quadratischen Gleichungen, de im 9. Schuljahr behandelt werden, im
10. Schuljahr bei Exporentialgleichungen undin der Oberstufe dann immer
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wieder bei der Behandung von Funktionseigenschaften (Null stell en, Extrema,
Wendepurkte) und kei der Bestimmung von Funktionen mit vorgeschriebenen
Eigenschaften auftreten. Diese Verfahren sind in der Regel eingebettet in
komplexen Situationen, bei denen sie in sinnvollen Kontexten immer wieder
gelibt werden. Allerdings kapitulieren Schiler meist zu frih, wenn sie das
Gefuihl haben, ein Verfahren nicht mehr zu beherrschen. Wir werden darauf
spater noch eingehen.

Problem 3.3: Die Unsicherheit in ungawohrten Stuationen

Beobadtet man Schiler beim Lésen von Aufgaben, dann falt auf, daid sie
manches voraussetzen, was explizit in der Aufgabe gar nicht angegeben ist.
LAuGwITZ madt in seiner , Ingenieurmathematik” (LAUGWITZ : 1964) z.B.
deutlich, daf3 duch de Gewohnteiten der Schule die Studenten bei der Be-
stimmung von Extremwerten einer Funktion still schweigendihre Diff erenzier-
barkeit voraussetzen und @nn dbs Ubliche Verfahren der Kurvendiskussonen
ansetzen. Aufgaben werden in der Regel kontextabhdngig beabeitet. Es ist
dann leicht mdglich, den Aufgabenldser mit einer Problemstellung ,, herein-
zulegen“, die in einem ungewohrten Kontext steht.

Erfahrene Lehrer kennen natiirlich auch dese Erscheinung. Wenn ein Thema
durch eine Klassnarbeit abgehakt ist, dann wiirden sich die Schiler unfair
behandelt fihlen, wenn dieses Thema unverhofft bei einer spéteren Klassen-
arbeit wieder auftauchen wirde. Auch de AbschluRaufgaben stehen in eéinem
bestimmten Kontext. Allerdings enthalten sie in der Regel durch ihre Kom-
plexitét Teil aufgaben, debereitsfriiher behandelt wurden, dejedochin desen
Kontext bewul¥ integriert wurden. Doch darf man sich keiner lllusion hin-
geben, dal? richt auch de Abituraufgaben mit al ihren gut integrierten Tei-
laufgaben nach dem Abitur ,, abgehakt” sind.

Anwender arbeiten in der Regel ebenfalls in eéinem bestimmten Kontext, der
ihnen Sicherheit gibt. Sie wissen, welche Bedingungen kritisch sind, und
nehmen andere ds slbstversténdich gegeben an. Das andert sich in einer
neuen Situation. Die aus der Erfahrung gewonrene Sensibilitdt mahnt zur
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Vorsicht undschafft eine Unsicherheit. Durch bewufdes Suchen vonBezehun
gen zu Bekanntem und duch das Erkennen von vertrauten Strukturen kénnen
die neue Situation bewdltigt und de Unsicherheit Gberwunden werden.

Nadh diesen Betrachtungen sind z.B. die Befunde isolierter Prifungen von
Studienanféngern (s.0.) Uber in der Schule eworbene Kenntnisse und Fahig-
keiten nicht verwunderlich. Die nachfolgende Institution wére besser beraten,
sich duch sinnvolle Problemstellungen mit Einfuhlungsvermdgen auf die
Lernenden einzustellen. Es ist freilich eine anscheinend urwiderstehliche
Versuchurg hier auschliefdlich der Schule,, ein V ersagen vorzuwerfen®. Doch
sollten auch de Hochschullehrer damit rechnen, dal3 de Abnehmer ihrer Ab-
solventen Méangel in der Ausbildung der Studenten festzustell en glauben. Ich
wiinschte mir, all e Beteili gten wiirden redi stischer mit diesen Schwierigkeiten
umgehen.

Man kann ja psychologisch das Vergesen, das Verlernen undauch de Vor-
sicht in urgewohrten Situationen durchaus als Schutzvorrichtungen urseres
Geistes sehen. Insbesondere miif¥e das auch den Lernenden selbst bewul¥
werden. Anstatt also de Schiler ihr VersagenimVergesen,imVerlernen und
inihrer Unsicherheit dem Ungewohnten gegeniiber negativ erfahren zu lassen,
sollten sie positiv erleben, wie plétzlich Vergessenes wieder auftaucht, Ver-
lerntes wieder in Gang kommt und wie man auf einma im Ungewohrten
Vertrautes wiedererkennt.

Mit dem Vergessn, Verlernen undeigener Unsicherheit in der Mathematik
konstruktiv umgehen bedeutet also: Sich mit einem konkreten Problem ausein-
anderzusetzen und dibei Kenntnisse und Fahigkeiten aufzufrischen undim
Erfolg Zutrauen zur eigenen Leistungsfahigkeit zu gewinnen.

4. Auf Wissen in Blichern zugreifen

Esist dlerdings eine Illusion zu glauben, man kénne sich de bendtigte Ma-
thematik all ein durch Erinnern undAnwenden verfiigbar machen. Jeder hat die
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Erfahrung gemadt: Bestimntes Wissen wird einfach nicht erinnert, bei einer
Redhnurg weif3man nicht mehr weiter. Im Unterricht hil ft der Lehrer weiter, er
gibt Informationen, gibt Tips, wie man es versuchen sollte, weist auf Ahnlich-
keiten mit gelésten Problemen hin. Im Grunde ist das eine fir Anwender
untypische Situation. Sie sind in der Regel auf sich alein gestellt. Deshalb
greifen sienormalerweise auf Biicher oder Nachschlagewerke, neuerdingsauch
auf Wissensgeicher in Datenbanken zu.

In der Schule sind Wisensgeicher heute meist das Schulbuch ocer die
Formelssmmlung. Das Schulbuch ist nur begrenzt verwendber, denn den
Schilern steht in der Regel nur das Buch fiir das laufende Schuljahr oder den
gewahlten Kurs zur Verfugung. Auferdem sind de tblichen Schulbiicher als
Nadhschlagewerke nur begrenzt brauchbar. Gerade fir Anwendurgen wéren
Bcher wichtig, die zur selbstandigen Benutzung anregen, de den behandelten
Stoff inanderer Weise darstell en, Blicher, die bestimmte Anwendurgsbereiche
behandeln, in denen Beispiele mit Musterlésungen zu finden sind. Man denke
etwa an Handbicher und Enzyklopédien. Solche Biicher mif¥en in einem
Arbeitsraum fur Schiler verfigbar sein. Es ist unglaublich, da3 das in der
Bundesrepulik immer noch eine Utopie ist. Gelegentlich werden die Schiler
bei Facharbeiten aufgefordert, sich Blicher in der Schilerbibliothek oder in
sonstigen Fadchhibliotheken zu besorgen. Die Mehrzahl der Schiiler lernt
jedoch nicht, sich einschlagiges Wissen undKoénren fir Anwendurgen selb-
sténdig aus Biichern zu beschaffen. Damit lernen siein der Regel auch nicht
diewichtigsten Arbeitstechniken im Umgang mit Blichern s Wissnsgpeicher.
Ich meine damit nicht das Durcharbeiten eines Buches von vorn nach hinten,
soncdern das ,, Quereinsteigen” in ein Buch, um auf kirzestem Wege a1 der
gewiinschten Information zu gelangen. Dabel geht esvor alem darum, jewell s
das Wesentliche au erfasen. Im folgenden sollen daau einige Techniken
skizziert werden. Dabei will i ch auch Hinweise geben, wie Blicher im Hinblick
auf solche Arbeitstechniken benutzerfreundich geschrieben sein kénren.
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Problem 4.1 Einschlagiges Wisen uber Begriffe finden

Mathematisches Wissen ist meist an Begriff en festgemadht. In Darstellungen
mathematischer Theorien findet es sch in Definitionen undin Sétzen. Uber
den Index von Buichern wird man héufig zunadst zur Definition geflihrt. Das
Problem des Quereinsteigens in ein Buch liegt jedoch in der Regel darin, daid
man zum Versténdnis der Definiti onwiederum Kenntnisse Giber Begriff e bend-
tigt, diein der Hierarchie friiher angesiedelt sind. Nehmen wir als Beispiel den
Begriff der Ableitung einer komplexen Funktion. Die Ausfiihrungen dazu
beginnen mit einer Formulierung der Art: ,Die Funktionw = f(z) sei im Gebiet
G definiert. Man hdft, dal’ der Leser gentigend sensibd ist, um zu erkennen,
da3 sich hinter dem Wort ,, Gebiet* ein Fachterminus verbirgt, dessen Bedeu-
tung man durch eine Definition erfahren kann. Also bléttert er zurtick und
findet einige Seiten vorher: , Als ein Gebiet bezechnet man eine zusammen-
héngende off ene Punktmenge in der komplexen Zahlenebene.” Das Buch ist
leserfreundi ch fir Quereinsteiger geschrieben, wennan deser Stelle elautert
wird: ,,d.h. eine solche Punktmenge, in der zwei Punkte durch einen Weg
verbunden werden kdnren, undin der mit jedem Punkt auch eine Kreisscheibe
mit pasitivem Radius um diesen Punkt enthalten ist* (LAuGwITz 1965,S.8).
Der Autor ist nunauf einer Ebene der Begriff shierarchie angelangt, bei der er
erwartet, dald dcer Leser Uber ale aiftretenden Begriffe verfigt. Damit ist es
dem Quereinsteiger jetzt moglich, den Begriff in sein Wissen einzubinden und
in dem Buch weiterzuarbeiten. Die Reduktion des erforderli chen Wissenswird
allerdings héufig durch schwere Erfal3barkeit erkauft, die sich aus der Rethung
der Begriffe egibt. Ein solches Vorgehen ist also nur 6konamisch, wenn der
Leser nicht zu weit zurtickbl&ttern muf3, sondern bald auf durchweg bekannte
Begriff eundRedewendurgen sto(¥, undwenn de Formuli erungen hinreichend
Ubersichtlich bleiben.

Obwohl diese Arbeitstechnik fir Anwender fundamentiert ist, wird siein der
Schule Giberhaupt nicht vermittelt. Ja, man erwartet vom Lehrer, dal3 er seinen
Unterricht so plant, dal3 er den Schillern stets all es zur Verfiigung gestellt hat,
was jeweils bendtigt wird. Normalerweise wird zunddst die Mathematik
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bereitgestellt, dann wird diese unmittelbar angewendet. Neuere Schulbicher
steigen héufig auch mit einer Umweltsituation ein und erarbeiten daran de
erforderliche Mathematik. Das sl bsténdige Beschaff en von Mathematik durch
Quereinsteigen in Fachbicher konrnen die Schiler jedoch auf diese Wesenicht
lernen. Man sollte deshalb im Unterricht den Schilern auch immer wieder
einmal individuell Aufgaben stellen, bei denen es erforderlich ist, sich ein-
schlégiges mathematisches Wissen selbstandig aus Blichern der Bibli othek zu
verschaffen. Dabei sollten Sie aich ermutigt werden, individuelle Wissens-
speicher anzulegen. Mathematische Aufsétze, Referate und Fadharbeiten sind
sinnvolle Aufgabenstell ungen, bel denen de Schiler die Technik des Querein-
steigens lernen undanwenden kdnren. Damit sollte jedoch nicht didaktisch
gerechtfertigt werden, dal3 Lehrer, die aus Zeitmangel bestimmte Begriff e nicht
im Unterricht behandelt kdnren, nunvon den Schilern verlangen, sich ganze
Listen von Begriffen selbst zu erarbeiten.

Problem 4.2 Einschlagige Verfahren finden

In der Regel suchen Anwender Verfahren zum Ldsen eines Problems, das sch
ihnen stellt. Indemin der Mathematik Problemstell ungen tber Begriffe formu-
liert werden, sind sie so allgemein gehalten, dald sie flir ganz verschiedenartige
Anwendungbereiche verwendet werden kénren. In der Mathematik antworten
Sétze haufig auf bestimmte Problemstellungen. Diese enthalten dann auch
meist Verfahren zur Ldsung des Problems. So kann man etwa den Beweis des
Satzesanwenden, umein konkretes Problem zu 16sen. Man denke zB. aneinen
Fixpurktsatz. Der Satz behauptet unter bestimmten Vorausstzungen de
Existenz dnes Fixpurktes. Zum Beweiswird viell eicht eine Fundamentalfolge
entwickelt, die gegen den Fixpurkt konvergiert. Fir den Anwender kommt es
nunbei seinem konkreten Problem der Bestimmung eines Fixpurktes auf das
Finden der gedgneten Fundamentalfolge an. Ein Mathematikbuch fir den Ma-
thematiker bringt diese Aufgabe gern als Ubung unter und (iterl 43t die Schwie-
rigkeiten dem Leser. Anwenderfreundiche Bicher dagegen behandeln an
dieser Stelle eén ausfihrli ches Beispiel undgeben Hinweise auf die Schwierig-
keiten, madhen auf wichtige Sadhwerhalte aiffmerksam, die a1 beaditen sind



11

usw.

Die Schiiler sind es im Unterricht gewohnt, dal3 Verfahren im Vordergrund
stehen. Sdtze haben fir sie dl enfall s Begriindurgsfunktion undBewei se beru-
higen in erster Linie das ,, mathematische Gewisen” der Lehrer. Das wird
natiirlich beglnstigt, wenn der Beweis erst nach dem Satz geliefert wird.
Haufig 183 sich jedoch ein Satz ds Lésung eines Problems herleiten und ds
Verfahren unmittelbar aus diesen Betrachtungen gewinnen. Dieser natlrliche
Vorgang sollte nicht zu Gunsten einer fragwirdigen Axiomatik aufgegeben
werden. Je stérker die Schiler in desem Prozel3 keteili gt werden, umso eher
erfasen siediese Bezehungen. Dald dannsolche Prozesse ai reflektieren sind,
wird in der didaktischen Literatur zunehmend betont. Damit erhofft man, dal3
die Schiler dannleichter auch mit systematischen Darstell ungen fertigwerden,
wiedasja zB. im Studium vonihnen verlangt wird.

Problem 4.3 Isomorphe Problemstellungen finden

Bei vielen praktischen Problemstell ungen mag es shwierig sein, den mathema-
tischen Kern zu entdedken und ds Problem allgemein zu formulieren. In
diesen Féllen ist es fir Anwender hilfreicher, wenn sie unter gegebenen kon-
kreten Problemen einesfinden, dasihrem Problem entspricht. Man spricht von
isomorphen Problemen, wenn siein den wesentlichen Angaben undFragestel-
lungen Ubereinstimmen. Nehmen wir etwa én statistisches Problem einer
Psychalogin. Sie hat zwei Stichproben urterschiedli chen Behandlungen unter-
zogen undwill nunfeststellen, ob keobadtete Verhaltensunterschiede stati-
stisch signifikant sind. So wie ich des Problem geschildert habe, ist es bereits
so allgemein formuliert, dal3 man in einem Katal og statistischer Prifverfahren
suchen kénrte. Aber die Erfahrungen zeigen, dal3 es fiir viele Anwender ein-
fadher ist, in einer verntinftig geordneten Beispiel sammlung einisomorphes zu
suchen und as eigene Problem entsprechend anzugehen. Ein anwenderfreund
liches Buch wird beides anbieten: Einen klar gegliederten Katalog mit all-
gemeinen Problemstellungen und @nn zu den einzdnen Problemstellungen
charakteristische Beispiele, die durchgerechnet worden sind. Wichtig ist auch
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hier, auf kritische Vorausstzungen zu adten (z.B. Stichprobengrole, Ver-
teillung usw.).

Diese Tedchnik wird in der Schule noch am ehesten vermittelt. Dennin den
Schulbiichern werden meist die wichtigsten Aufgabentypen eines Problem-
bereichs durch Beispielaufgaben hervorgehoben. Bei den dann gestellten
Aufgabenist herauszufinden, zu welcher der M usteraufgaben sieisomorphist.
Allerdingsist durch den engen Problembereich das Suchfeld stark begrenzt. In
der Regel wird auch nicht verlangt, sich einen neuen Aufgabentyp selbsténdig
zu erarbeiten. Hier kénrte der Unterricht die Schiler durchaus praxisnéher
arbeiten lasen, indem man nicht Uburgsaufgaben gleichen Typs isoliert,
soncern urterschiedliche Typen nebeneinander auftreten 183, Das geschieht
z.B. in der Schluf¥echnurg, wenn Aufgaben zu propartionalen undantipropar-
tionalen Zuordnurgen gemischt werden. Aber in der Schule besteht doch de
Tendenz, die Varianz von Aufgaben stark einzuschréanken. Hier wird das
Prinzip von ckr , Isolation der Schwierigkeiten® Ubertrieben.

Konstruktiv mit in Biichern gespeichertem mathematischem Wissen umgehen
undes fir die egenen Problemstellungen nuzbar zu madchen, bedeutet also,
Wissen aus Blchern in eigenes Wissen einzubinden, sich aus algemeinen
Verfahren selbst eine Probleml6sung zu verschaff en oder isomorphe Probleme
zu entdedken undzur eigenen ProblemlGsung nutzbar zu machen.

5. Modelle bilden

Bisher sind wir davon ausgegangen, dal3 de Anwender die Losung ihres Pro-
blems selbst finden oder in einem Buch entdedken kénren. In der Praxistreten
jedoch hdufig Probleme auf, fir die das nicht zum Erfolg fihrt, weil die Situa-
tionkomplex ist undsich nicht auf einen einfachen Fall zurtickfhren 1813, oder
sie ist komplizierter als die bekannten Félle. Vieleicht , palt* auch de ver-
traute Mathematik gar nicht auf die neue Situation. In allen desen Féllen geht
es darum, eine angemessene mathematische Beschreibung zu finden, ein Mo-
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dell zu bilden. Dazu benétigt man bestimnie Arbeitstechniken. Es gibt eine
umfangreiche Literatur mit tiefsinnigen Betrachtungen dartiber (z.B. FISCHER,
MALLE 1985, 3Kap.; STEINER 1988 WINTER 1989, 10Kap.). Ich méchte hier
nur auf die fir Anwender wichtigen Arbeitstechniken eingehen.

Problem 5.1 Wissen kombinieren

Diesist eine Technik, diein der Schule in vielen Bereichen gelibt wird: Man
lernt z.B. Formeln fur die Volumina der Grundkérper kennen undkann nun
Formeln fir dieVVolumina ausammengesetzter Korper finden. Formeln werden
kombiniert, in Formeln werden Variable substituiert, Formeln werden umge-
formt. Aus Grundfunktionen werden durch debekannten Verknipgfungen neue
zusammengesetzt. Die Schiler miissen dazu Grundtausteine und Bauprinzi-
pien kennenlernen, um selbst sicher Wissen zu kombinieren. Dasist natrlich
besonders wichtig fir Anwender. Es kommt also weniger auf begriffliche
Sukltilit &en als auf einen konstruktiven Umgang mit den Begriffen an, wie
LAauGcwiTz fur Ingenieure an Beispiel der Funktionen zegt. , Dievier Grund
operationen fiihren zu den Polynomen und n rationalen Funktionen, de
anal ytische Operation des Grenziibergangs erzeugt aus Polynomen die Potenz-
reihen, de Operation des Integrierens fiihrt auf spezell e Transzendenz Funk-
tionen (Logarithmus), und de Operation der Bil dung der Umkehrfunktionfihrt
in Reihen aus trigonametrischen Funktionen (Fourier-Reihen) ergeben dann
operativ einen Zugang zu weitgehend will kiirlichen Funktionen.* (LAUGWITZ
1967,S. 5-6).

Problem 5.2 Snnvoll vereinfachen

Anwendurgsstuationen erfordern héufig, erst einmal unter vereinfachenden
Annahmen zu arbeiten, de Tragweite a1 erproben unddann soweit notwendig
zu veralgemeinern. Bekannt ist, da3 Anwender es z.B. bei funktionalen
Zusammenhangen in der Regel zunéchst einmal mit einem li nearen Zusammen-
hang versuchen. Diese Annahmefiihrt zu einfachen Berechnungsmdgli chkeiten
und beruht auf tief verwurzdten Vorstellungen (VOLLRATH 1989. Wennman
bedenkt, dal? Mathematiker eine besondere Vorliebe fir das Einfadhe haben
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und danach streben, das Komplizierte a1 vermeiden, ist also auch mathema-
tisch dagegen nichts einzuwenden. Doch sollten sich de Anwender stets
desen bewuld sein, a3 sie hier ein sehr einfaches Modell bilden, desen
Brauchbarkeit kriti sch Gberprift werden muf3.Fir kompliziertere Sachverhalte
bietet die Mathematik durchaus auch angemessene Wekzeuge, die dlerdings
etwas chwieriger zu handhaben sind.

Problem 5.3 Neue Modelle entwickdn

Betradhtet man die Entwicklung des Funktionsbegriffs, so kann man sie ds
einen Anpasaungsprozel? an bestimmte Bedirfnisse beschreiben. LAUGWITZ
zeigt in seiner , Ingenieurmathematik”, wie man auf diesem Wege a1 den
Distributionen gelangt und madt deutlich, dal3 sie fiir angehende Ingenieure
ein wichtiger mathematischer Gegenstand sind (LAUGWITZ 1967). Wennauch
die Schule nicht so weit gehen wird, so sollte sie doch auch zeigen, wie man
die mathematischen Begriffe den BediUrfnissen anpaldt. Z.B. wird bei der
Betrachtung von Ware-Preis-Funktionen meist ein lineaer Zusammenhang
angenommen. In der Praxisist das nicht immer gerectfertigt. Nimmt man z.B.
die Gewicht-Porto-Funktion fir Briefe, so erhdlt man eine Treppenfunktion.
Die Volumen-Preis-Funktion fir Heizol (unter Berticksichtigung von Men-
genrabatten) kann duch eine stiickweise propartionale Funktion beschrieben
werden (VOLLRATH 1973. Andere Beispideliefern z.B. Weg-Zeit-Funktionen
von Bewegungen. Bei diesen Fédlen verlat man de gewohrten Bahnen;
natiirlich werden Berechnurgen komplizierter, doch bewdltigt man so das
Problem in angemessener Weise.

Allerdingsist die Mathematik anpassungsfahiger a's viele Anwender meinen.
Durch geschickte Definitionen kann man duchaus brauchbare Modell e selbst
entwickeln. Betradchtet man z.B. den Gesamtwiderstand zweier Teil widersténde
R, und R, bei unterschiedlichen Schaltungen, so ergibt sich fir den Gesamt-
widerstand R, bei Serienschaltung

R=R+R
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bei Parallelschaltung erhdlt man den Gesamtwiderstand R, durch de redt
kompli zierte Formel

_RR
R,

+R2.

Definiert man fur positive redle Zahlen a, b eine neue Verkniipfung durch

ab

axb-= ,
a+b

so0 kann man den Gesamtwiderstand bei Parallelschaltung auch ganz enfach
ausdriicken duch

R=R *R,

Viele Formeln fir Schaltungen von Widerstdnden lassen sich dannwesentlich
einfacher und Ulersichtlicher schreiben (VOLLRATH 1972.

Konstruktiv mit Mathematik in Anwendurgen umzugehen, bedeutet also auch,
Mathematik durch KombinationvonWissen, durch sinnvolleVereinfachurgen
oder durch Weiterentwicklung mathematischer Techniken der Problemstellung
anzupassen undso eine Losung zu finden.

6. Mathematik konkretisieren

In seiner Doktorprifung 1863in Berlin soll der Wirzburger Mathematiker
FRIEDRICH PRYM (1841-1915 seinem Priifer ERNST EDUARD KUMMER auf die
Frage nach der Aufldsung algebraischer Gleichungen gestanden haben, er sei
wahrend seiner Studienzeat noch nie in de Lage gekommen, eine Gleichurg
hoheren Grades aufl6sen zu missen. PRYM wurde trotzdem it Glanz promo-
viert. Konkrete Berechnurgen sind bei Mathematikern in der Regel nicht sehr
beliebt. Das Interesse ist meist erloschen, wenn man das Problem allgemein
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gel6st hat. Fur die Anwender ist die Situation volli g anders. Sie sind jagerade
auf die konkrete Lésung ihres Problems angewiesen. Im allgemeinen wird
deshalb auch bei Mathematikern an Technischen Universitdten das Redchnen
héher gewertet alsan Universitéten. In der Schule wird al erdings das konkrete
Losen eher Ubertrieben. Man konrte vielleicht as snnvolle Einstellung fir
Anwender anstreben: Man sollt e sich vor Rechnurgen nicht scheuen, solltesie
jedoch moglichst intelli gent organisieren. Mit den Computern wird Gbkerdies
das Schwergewicht ohnehin auf das Organisieren gelegt.

Problem 6.1 Mathematisches Arbeiten arganisieren

Nehmen wir an, der Anwender hat die dlgemeine Losung seines Problems
gefunden, dann muf3er nunfur konkrete Wate die augehdrige spezelle Lo-
sung bestimmen.

Komplexere Rechnurgen erfordern Tellberechnurgen, de in zwedkmaldiger
Reihenfolge @laufen. Fur die Tellarbeiten kann man urter Umsténden auf
unterschiedliche Verfahren zurtickgreifen. Softwareist verniirftig einzusetzen.
All dies erfordert die Organisation der einzenen Schritte. Das Vorhandensein
gedgneter Software emdglicht heute aiuch in der Schule die Beabeitung
wesentlich komplexerer Aufgaben. Man kann etwa én Geometrieprogramm
zum Konstruieren geometrischer Gebil de @nsetzen. Dann beschreibt man den
Vorgang analytisch undarbeitet nun mit einem Algebraprogramm, um Glei-
chungen so umzuformen, so dal3 man de geometrischen Gebil de, diedurch sie
beschrieben werden, erkennen kann. Leistungsfahige Software wie zB. , DE-
RIVE" wird wahrscheinlich in absehbarer Zeit auch zu einer Anderung der
Abituraufgaben fiihren, bei denen die Akzente stérker in Richtung Uberlegung,
Planung und I nterpretation verschoben werden (z.B. WEIGAND, WETH 1997).

Problem 6.2 Ergebnisse kitisch bawerten

Das Bestimmen einer spezellen Lésung dient fir Anwender zunadhst haufig
dazu, mit Hil fe bekannter Daten kriti sch zu priifen, do der all gemeine Losungs-
weg gangbar ist. Dann werden neue Daten betrachtet und de erechneten



17

Daten mit den gemessenen vergli chen.

Auch im Mathematikunterricht wird immer wieder den Schilern geraten, vor
der Berechnurg Vermutungen (iker das zu erwartende Ergebnis anzustell en, es
soll geschétzt und Ulerschlagen werden. Tatsadlich stofd dies bei den Schir
lern nicht auf besondere Gegenliebe. Der grof¥e Mif3erfolg des Mathematik-
unterrichts scheint mir jedoch darin zu bestehen, dal3 praktisch ursinnige
Losungen von den Schilern als mathematisch moglich angesehen werden.
Unzéhlige Schiler rechnen wild darauf los, operieren mit den Angaben der
Aufgaben, bekommen etwas heraus undglauben, sie hdtten die Aufgabe gel 6st.
Die Forderung, die gefundene Ldsung kritisch von der Situation her zu Gker-
prifen, bleibt wirkungslos. Die Beispiele, die STELLA BARUK (BARUK 1989
gibt, sind erschiitternd. Mathematik-Welt undWirkli chkeit haben anscheinend
fur viele Schiiler nichts miteinander zu tun. Fir den Anwender dominiert die
Wirklichkeit. Die Mathematik ist nur Hilfsmittel. Im Mathematikunterricht ist
die Anwendurg fir die Schiler dagegen nu ,, Verkleidung”. Nur wenn es dem
Mathematikunterricht gelingt, Wirklichkeit ernst zu nehmen, wird auch de
Bereitschaft bel den Schilern wadhsen, Ergebnisse kriti sch zu werten. Ansétze
daau finden sich z.B. im Projektunterricht, bei dem eine komplexe Problem-
stellung der Wirklichkeit im Mittelpurkt steht und Mathematik aus unter-
schiedlichsten Bereichen einzusetzen ist. Vielleicht ist es fur Schiler auch
Uiberzeugend, wennsie Situationen mit dem Computer simulieren und dnnam
Modell die gefundenen Daten Ukerpriifen konren.

Andererseits scheint bei Anwendern deNeigung zu bestehen, sich ,, blind‘ der
auf sie augeschnittenen Software auszuliefern, ohre daid sie sich fur die au-
grunceliegenden Modell einteresgeren. Man denke éwa an Statiker, fir die es
fur die tiblichen Probleme entsprechende Software gibt. Welche Berechnurgen
dabei der Computer durchfiihrt, interessert den Statiker nicht, solange die
gewiinschten Ergebnisse geliefert werden. Dies ist unbefriedigend undfur
spatere Benutzer der Bauten auch geféhrli ch, wie gel egentli che Zusammenbr -
che von Briicken oder Dedken zegen.
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Bei vielen Problemen von Anwendern bedarf die mathematische Ldsung
schliefdlich einer Interpretation. Man denke dwa an de Wurfparabel. Die
Situation kezeht sich nur auf ein Parabelstiick, die Formel jedoch urterliegt
keinen besonderen Einschrankungen. Erhélt man also de Parabel alsErgebnis,
dann wird man einerseits fragen, welche Punkte ds Lésungen des Problems
infrage kommen. Dies fuhrt zunddst zu einer Einschrénkung Andererseits
wird man sicher auch fragen, obman de tbrigen Punkte deuten kdnrte. Wenn
auch solche Fragen dann eher hypathetischen Charakter haben, denen siedoch
zur Vertiefung des Versténdrnisses der Situation und cer gefundenen mathema-
tischen Losung.

Problem 6.3 Mathematik finden oder erfinden?

Anwender stehen héufig in dem Konflikt, kostbare Zeit durch Suchen zu
verlieren oder mit vergebli chen Versuchen zu scheitern. Sollen sieihr Problem
erst einmal direkt angehen, oder sollen sielieber ein geggnetes Ldsungsverfah-
ren in Blichern suchen?

Wenndie Schiler nicht sofort erkennen, wie éne Aufgabe gel 6st werden muf3,
dann fangen sie an zu Ukerlegen, obsie schonmal etwas Ahnliches gemadt
haben. Sie suchen in ihren Biichern oder Aufzechnurgen. Die Bereitschaft,
selbst einen Lésungsweg zu suchen, ist gering. Das liegt auch daran, dal3im
Unterricht fir jeden Aufgabentyp meist ein bestimmter Losungsweg beschrit-
tenwird und &3 Mathematikunterricht als ein Unterricht zum Ldsen bestimm-
ter Aufgabentypen gesehen wird. Da Losungsmethoden in den Augen der
Schiiler in der Regel mathematisch anspruchsvoll sind, kommen sie gar nicht
auf die ldee einen eigenen Ldsungsweg zu suchen.

Redistisch betradhtet sind de Erfolgsausschten fur die Anwender wohl auch
groler, wenn sie sich nach bewdhrten Verfahren umschauen, anstatt selbst
drauflos zu probieren. Andererseits hat das Probieren durchaus inen Sinn,
weil man dadurch eher mit dem Problem vertraut wird, Abhéngigkeiten erkennt
undbestimmte Erwartungen entwickelt. Ein solches Herangehen ist sicher auch
der kritischen Betrachtung der Losung, die dann duch ein bestimmtes Ver-
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fahren gefunden wird, forderlich. Andererseits fordert erfolgreiches Problem-
[6sen auch das Zutrauen zu sich selbst. In der Praxis werden de Anwender
sowieso Abkirzungen gehen, Verdnderungen vornehmen, also auch selb-
sténdiger an der Problemlésung arbeiten. LAUGWITZ gibt den Lesern seiner
Ingenieurmathematik den Rat

»Dabei versuche man zunacdst, die Aufgabe selbsténdig, ohre Benutzung
der in der Regel ausfuhrlichen Anleitung zu lésen! (LAUGWITZ : 1967,

S. 7

Konstruktiv mit Mathematik in Anwendurgen umgehen, heif3t also schliefdlich,
mathematisches Arbeiten zu organisieren, Ergebnis< kritisch zu werten und
Mut zu haben, auch eigene Wege a1 gehen.

7.Grenzen

Der pragmatische Umgang von Anwendern mit der Mathematik ist Gberwie-
gend am Erfolg orientiert. Er kann eine starke Motivation fir die Mathematik
darstellen. Andererseits darf man nicht tbersehen, daf? ein solcher Umgang mit
Mathematik auch negative Wirkungen haben kann. Das ,, Funktionieren“ von
Mathematik kann zu einer Bevorzugung von , Rezepten” fihren. Die Aus-
richtung auf die spezellen Problemstellungen beglinstigt eine Beschrankung
auf einschlégige Verfahren und @mit eine Verengung, die bei neuen Problem-
stellungen behindernd sein kann. Das Quereinsteigen in Biichern kann zur
Oberfladhlichkeit verfihren undeine griindiche Auseinandersetzung mit der
mathematischen Theorie behindern. Der Zugriff auf pasende Software kann
das Bemiihen um angemessene Modelle scheinbar tGberflissg madhen. Das
konkrete Arbeiten flihrt unter Umsténden zu einer Vernachldssgung der Suche
nach al gemeineren, tragfdhigen Lésungen.

Im Grunce sind jedoch auch Anwender langfristig besser bedient, wenn sie
sich grindich mit Mathematik auseinandersetzen (LAUGWITZ : 1974). Denn
damit gewinnen sie Sicherheit und Handlungsspielraum. Wenn wir also emp-
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fehlen, Schilern Aufgaben zu stellen undWege a1 zeigen, bel denen sieeinen
anwendertypischen Umgang mit Mathematik lernen kénren, dann soll dies
sowohl auf Erfolg als auch Verstehen ausgerichtet sein, um den Schilern das
Anwenden von Mathematik zu erleichtern. Denn ,Mathematik, wenn sie
Wesentliches fur die Anwendurgen leisten soll, ist nicht einfadch; aber sie |&ft
sich so darstellen, dald sie dem zuganglich ist, der sich darum bemiht* (LAUG-
wiTz 1972, S. 252. Dies ist eine Herausforderung fir die Lehrer. Die
Mathematikdidaktik bemiht sich darum, ihnen dabei behil flich zu sein.
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