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1. Einleitung

Mathematik wird gern als wertfreie Wissenschaft betrachtet. „Richtig“ und

„ falsch“  scheinen wenig Spielraum für Wertungen zu lassen. Liest man einen

mathematischen Aufsatz in einer Zeitschrift oder studiert man ein sehr formal

im „Landau-Stil “ geschriebenes Lehrbuch, so finden sich dort in der Tat kaum

Wertungen. Eine ausführlich geschriebene Einführung in ein Mathematisches

Gebiet oder die Biographie eines Mathematikers dagegen enthalten in der

Regel Wertungen. Gewisse Sätze werden als Hauptsätze, andere als Hil fssätze

bezeichnet. Ein Begriff wird als grundlegend für die Theorie hervorgehoben,

ein Satz wird nach dem Namen seines Entdeckers benannt, eine Formel wird

als die schönste Entdeckung eines Mathematikers gepriesen. Solche Wertungen

finden sich auch im Mathematikunterricht. Darüber hinaus hat der Lehrer viele

Möglichkeiten, bestimmte Sachverhalte hervorzuheben, zu betonen, als be-

sonders wichtig zu deklarieren. Es ist deshalb erstaunlich, daß trotzdem den

Schülern meist nicht bewußt wird, daß die im Mathematikunterricht behandel-

ten Sachverhalte unterschiedliches Gewicht haben. Sie haben den Eindruck,

daß dem Lehrer alles wichtig ist, und vergessen gerade deshalb nach ihrer

Schulzeit das meiste. Wenn für viele Schüler der Satz des PYTHAGORAS das

einzige Ergebnis des Geometrieunterrichts ist, das auch noch nach Jahren in

Erinnerung bleibt, so muß sie das doch besonders beeindruckt haben, vermut-

lich ohne daß sie sich dessen bewußt geworden sind.

Schüler und Lehrer bewerten also Mathematik im Unterricht, und diese

Wertungen haben Einfluß auf die Einschätzung der Mathematik durch die

Schüler. Umgekehrt beeinflußt ihre Einstellung zur Mathematik auch ihre

Wertungen. Wir wollen in dieser Arbeit untersuchen, welche Bedeutung Be-

wertungen von mathematischen Sachverhalten im Mathematikunterricht für das
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Lernen von Mathematik haben. Dazu wollen wir zunächst betrachten, auf

welche Weise innerhalb der Mathematik von Mathematikern gewertet wird.

2. Über das Bewerten von Mathematik

Mathematische Forschungsarbeiten werden selbstverständlich bewertet, wenn

sie als Dissertation oder Habilit ation vorgelegt werden. Die Gutachten heben

hervor, welche Ergebnisse neu sind und bürgen bis zu einem gewissen Grade

für die Richtigkeit der Ergebnisse. Darüber hinaus wird eine Stellungnahme

darüber erwartet, inwieweit die gefundenen Ergebnisse einen Fortschritt in der

Erkenntnis bedeuten. Der „Wert“ einer mathematischen Arbeit entscheidet vor

allem über die Annahme zur Veröffentlichung. BEHNKE schreibt darüber:

„Das Risiko, daß eine Forschung, obwohl mit richtigen und auch neuen

Ergebnissen ausgestattet, mathematisch wertlos ist, bleibt immer bestehen.

Jeder erfahrene, im öffentlichen Leben stehende Mathematiker hat sich

dauernd solcher, richtige neue Ergebnisse enthaltender, wertloser Vorträge

und Arbeiten zu erwehren. Die Redaktion jeder Zeitschrift, die der ma-

thematischen Forschung dient, hat immer nach der Substanz einer vor-

gelegten Arbeit zu fragen. Neue Ergebnisse allein genügen nicht für die

Annahme eines Beitrages“ (BEHNKE 1966, 3).

BEHNKE sieht natürlich das Problem, Kriterien für den Wert einer Arbeit anzu-

geben. Er ist sich auch bewußt, daß diese Kriterien außerhalb der Mathematik

liegen und damit immer auch ein subjektives Moment der Beurteiler enthalten.

Er schreibt darüber:

„Die Kriterien werden zusammengefaßt in der Frage nach dem Wert einer

Arbeit. Dazu gehören die Eleganz der Darstellung, die Scharfsinnigkeit der

Beweise, die Fruchtbarkeit der Betrachtung, die Angemessenheit der Hil fs-

mittel, die Zweckmäßigkeit der Beweisführung; alles Kriterien, die sich

teilweise überschneiden und doch nicht decken, alles Kriterien, die nicht

scharf sind und deren richtige Anwendung dennoch den quali fizierten
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Mathematiker verrät“ (3). 

Skrupel beim Beurteilen hat BEHNKE nicht; wenn er sich beim Werten nicht

wohl fühlt, dann deshalb, „weil es sehr schwer ist, diese Auswahlprinzipien

demjenigen klarzumachen, dem ihr geistiger Besitz nicht gegeben ist“ (3). Er

erweckt in seinen Ausführungen den Eindruck, als könnte es bei kompetenten

Fachleuten eigentlich nicht vorkommen, daß mathematische Leistungen falsch

eingeschätzt werden. Durch die Geschichte der Mathematik ist das vielfältig

widerlegt. Andererseits ist es aber notwendig, Mathematik zu bewerten. Ver-

antwortliches Werten wird sich um differenzierte Äußerungen bemühen, die

die verwendeten Kriterien sichtbar werden und damit nachvollziehen lassen.

Werturteile über Mathematik können sich auf unterschiedliche Aspekte der

Mathematik beziehen. Zunächst wird man fragen, inwieweit ein mathemati-

scher Begriff , ein Satz, ein Beweis, ein Verfahren Erkenntnis vermittelt. Be-

griffe können grundlegende Einsichten liefern und zugleich wirksame Werk-

zeuge zum Lösen von Problemen darstellen. So ergibt z.B. der grundlegende

Begriff  der Ableitung neue Erkenntnisse über den Funktionsbegriff und stellt

zugleich ein wichtiges Mittel zum Lösen von Extremwertaufgaben dar. Der

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung stellt eine Beziehung her

zwischen den grundlegenden Begriffen Ableitung und Integral und rechtfertigt

damit seine Bezeichnung als Hauptsatz. Bei der Bewertung werden Prädikate

wie „grundlegend“ , „ fundamental“ , „ zentral“ , „wichtig“ usw. verwendet.

Damit sie nicht phrasenhaft wirken, wird man angeben, in welcher Hinsicht die

Ergebnisse oder Begriffe „grundlegend“ oder inwieweit sie „wichtig“ sind.

Wenn man von einem „nützlichen“ Begriff spricht, dann zielt die Bewertung

auf die Methode, auf die Möglichkeiten zur Verwendung des Begriffes. Dies

gilt  entsprechend auch für Sätze oder Beweise. Der Begriff der Determinante

ist nützlich für die Bestimmung der Lösungen eines linearen Gleichungs-

systems. Er ist zugleich ein brauchbares Hil fsmittel zur Formulierung von

Bedingungen für die Lösbarkeit eines Gleichungssystems. Bei der Bewertung

mathematischer Objekte als Werkzeug sind angemessene Prädikate „nützlich“ ,
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„brauchbar“ , „ fruchtbar“ , „hil freich“ usw.

Wenn BEHNKE von der „Eleganz“ der Darstellung spricht, so bezieht er sich

auf die Ästhetik von Mathematik. Ein Satz kann „schön“ und ein Beweis kann

„originell “ sein.

Diese Prädikate sind unter literarischen Gesichtspunkten eher platt. Hier zeigt

sich sicher eine gewisse Ausdrucksarmut der Mathematiker. Die Didaktik der

Mathematik, die Geschichte der Mathematik und die Metamathematik können

dazu beitragen, differenzierter über Mathematik zu reden.

Unser Ausgangspunkt waren Wertungen über mathematische Beiträge zur For-

schung. Derartige Bewertungen werden vor allem veranlaßt bei der Beurteilung

von Prüfungsarbeiten, bei Beiträgen, die zur Veröffentlichung vorgesehen sind,

oder bei Gutachten für Berufungen. Sie werden selten öffentlich vollzogen; in

der Regel sind sie nur einem kleinen Kreis von Eingeweihten zugänglich.

Offen treten solche Wertungen vor allem in historischen Arbeiten auf. Dort

finden sich Wertungen wie „einer seiner wichtigsten Sätze“ oder „eine seiner

schönsten Entdeckungen“ . Andererseits enthält jede Darstellung von Ma-

thematik Wertungen des Autors, sei es implizit durch die Auswahl und An-

ordnung der Inhalte oder explizit durch Unterscheidungen von „Hil fssätzen“ ,

„Sätzen“ , „Hauptsätzen“ und „Folgerungen“ oder durch im Text auftretende

wertende Bemerkungen.

3. Bedeutung von Wertungen für das Lehren und Lernen

Jedes Lehren von Mathematik setzt eine Entscheidung über die Auswahl vor-

aus. Die begrenzte Zeit für den Unterricht oder der begrenzte Raum in einem

Lehrbuch erzwingen eine Auswahl. „Wichtiges“ ist von „Unwichtigem“ zu

unterscheiden. Die Erziehung des Mathematikers zu axiomatischem Denken

übt einen Zwang aus, Lückenlosigkeit anzustreben. Ein kleines Mosaikstein-

chen (wie z.B. das Axiom von PASCH) kann dann wichtig sein. Alles, was zum

Beweis von wichtigen Sätzen gebraucht wird, ist dann selbst wichtig. Eine
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solche Sichtweise ignoriert weitgehend Fähigkeiten und Bedürfnisse des

Lernenden. Die Auswahl muß vor allem auf die drei oben genannten Aspekte

zielen. Konkret ist also bei jedem ins Auge gefaßten Sachverhalt zu fragen:

- Welche Erkenntnis gewinnt der Lernende?

- Wobei hil ft der Sachverhalt dem Lernenden?

- Welche Gefühle löst der Sachverhalt beim Lernenden aus?

Hat man sich für eine bestimmte Auswahl von Inhalten entschieden, von denen

man überzeugt ist, daß alle wichtig für den Lernenden sind, so besteht die

Gefahr; daß für diesen alles gleich wichtig wird. Kaum ein Student ist am Ende

eines Semesters in der Lage, den Inhalt einer Vorlesung zu reproduzieren oder

auch nur die wichtigsten Begriffe, Sätze und Verfahren zu nennen. Ja, er steht

einer solchen Frage verständnislos gegenüber: Ist nicht alles wichtig? Gerade

wenn man den Studierenden in jedem Fall die Wichtigkeit eines Sachverhaltes

mitteilt , dann haben solche Hervorhebungen den gleichen Effekt, wie wenn

man in einem Buch alles unterstreicht. Sinnvolles Lernen ist nur möglich durch

Akzentuierung. Jede Unterrichtsplanung bedarf schließlich einer Rechtferti-

gung. Dies gilt für den Lehrenden, der die kostbare Zeit nutzen muß. (Die

Freiheit der Lehre an den Universitäten bedarf zugleich der Verantwortung des

Lehrenden.) Aber auch der Lernende hat ein Anrecht darauf zu erfahren, wozu

er sich mit bestimmten Inhalten auseinandersetzen soll .

Nachdem COURANT in seinem Lehrbuch die Konvergenz von Folgen eingeführt

hat, schreibt er:

„Wie erkennt man an einer gegebenen Zahlenfolge a1, a2, ... an, ... von vorn-

herein, daß sie einem Grenzwert zustrebt, auch wenn man diesen Grenzwert

nicht vorher angeben kann? Diese wichtige Frage wird uns durch die Kon-

vergenzregel von Cauchy beantwortet“ (COURANT 1971, 35).

Es wird eine Problemstellung aufgeworfen, deren Wichtigkeit der Lernende

erkennen kann. Die zu erwartende Antwort wird durch den Namen CAUCHY
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und durch die inhaltli che Bezeichnung als Konvergenzregel angekündigt.

Damit versucht COURANT, das Konvergenzkriterium von CAUCHY dem Lernen-

den als einen Satz anzupreisen, dessen Kenntnis, Verständnis und Aneignung

erstrebenswert ist. Der Lernende soll damit motiviert werden. Ihm wird ver-

sprochen, daß der folgende Satz etwas Besonderes ist, mit dem auseinander-

zusetzen es sich lohnt.

Wertungen helfen, mathematische Inhalte als Werte zu sehen, deren Aneignung

sich lohnt.

Der Umgang des Lehrenden mit dem neuen Inhalt gibt dem Lernenden damit

auch die Möglichkeit zu kontrolli eren, ob die großen Versprechungen tatsäch-

lich eingelöst werden. So fordert WINTER (1983a):

„Es sollten weiterhin aus einem Satz möglichst viele Folgerungen gezogen

werden, damit sein Beweis auch von da her, also von seiner Wichtigkeit

her, lohnenswert erscheint“ (74).

Indem vom Lehrenden bestimmte Begriffe, Sätze und Verfahren hervorgeho-

ben werden, erhält eine Theorie ein bestimmtes „Profil “ und erleichtert damit

das Behalten. Die entscheidende Idee eines Beweises prägt sich dem Lernen-

den ein und hil ft ihm, den Beweis zu reproduzieren (VOLLRATH 1978). Eine

prägnante Bezeichnung eines Satzes reduziert ihn auf seinen Kern, z.B. Zwi-

schenwertsatz, Mittelwertsatz, Wohlordnungssatz, was ebenfalls das Behalten

erleichtert, wenn dabei vielleicht auch die Subtilit äten in der Voraussetzung

verloren gehen.

Wertungen helfen dem Lernenden, sich mathematische Inhalte zu merken.

Erschließt sich dem Lernenden der Wert eines gelernten Sachverhaltes, so kann

dies zu einem Gefühl der Freude, der Befriedigung oder vielleicht des Glücks

führen, wenn etwa eine mühsame Überlegung oder Herleitung durch ein

„schönes“ Ergebnis belohnt werden.
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Wertungen helfen dem Lernenden, Lernprozesse als Efolgserlebnisse zu erfah-

ren.

4. Ar ten von Bewertungen

Wir haben bereits zahlreiche Möglichkeiten zum Werten mathematischer

Inhalte angesprochen. Im folgenden sollen durch einige Gegensatzpaare ver-

schiedene Arten von Bewertungen aufgezeigt werden.

Wenn ein Satz als „ besonders wichtig“ , „ grundlegend“ , „ interessant“ ,

„verallgemeinerungsfähig“ , als „Hauptsatz“ , „Fundamentalsatz“ o.ä. bezeich-

net wird, dann liegt eine explizite Wertung vor. Dagegen wird implizit gewertet,

wenn der Satz ausführli ch erläutert, mit Beispielen belegt oder geometrisch

veranschaulicht wird. Auch die Namensgebung eines Satzes kann als implizite

Wertung verstanden werden.

Wertungen wie „wichtig“ , „grundlegend“ , „ interessant“ , wirken sehr allgemein

und nutzen sich leicht ab. Treffender sind spezifische Wertungen wie „verallge-

meinerungsfähig“  oder ausführlichere Formulierungen wie: „Der Satz liefert

ein Verfahren zur Berechnung des Konvergenzradius“ , oder: „Der Satz stellt

eine Beziehung zwischen Differential und Integral her.“

Wird ein Satz nach einem Mathematiker benannt, so wirkt diese Wertung

deklarativ. Der Satz erfährt dabei eine Aufwertung. Im übrigen kann man in

den meisten Fällen nachweisen, daß der Satz bereits früher von einem anderen

Mathematiker entdeckt oder mindestens geahnt worden ist. Umgekehrt werden

Sätze Mathematikern zugeschrieben, die von dem im Satz ausgesprochenen

Zusammenhang nur eine recht vage Vorstellung hatten. Die Namensgebung

liefert also weniger eine Sachinformation als vielmehr eine Hervorhebung.

Auch die Hervorhebung von Sätzen als Hauptsätze, Fundamentalsätze usw.

stellt  deklarative Wertungen dar Wenn man dagegen im Namen des Satzes auf

die zentrale Aussage hinweist, dann ist die Wertung eher funktional.
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Wertungen, in denen vom Lehrenden Urteile einfach mitgeteilt werden, wirken

autoritär, während der Versuch einer Begründung für die Wertung eher

argumentativ ist. Wenn ein Autor schreibt: „Es gilt der folgende wichtige

Satz“ , so wirkt das autoritär. Schreibt er dagegen: „Mit dem folgenden Satz

kann man die Konvergenz einer Folge nachweisen, ohne den Grenzwert zu

kennen“ , dann liegt darin eine argumentative Wertung.

Es ist merkwürdig, daß Mathematiker, die größten Wert darauf legen, jede ein-

schlägige Behauptung einer Theorie zu beweisen, häufig darauf verzichten,

ihre metamathematischen Aussagen zu begründen. Gelegentlich wird zumin-

dest eine Rechtfertigung versucht, wenn etwa ein Autor schreibt: „Der Satz

wird wegen seiner großen Bedeutung für alles Folgende als Fundamentalsatz

bezeichnet.“  Aber damit hat der Lernende natürlich noch keine Möglichkeit,

diese Beurteilung nachzuvollziehen. Man sollte deshalb bei der Behandlung

der Theorie immer wieder auf den Satz hinweisen und am Ende in einem Rück-

blick Rechenschaft darüber ablegen, ab die Auszeichnung als „Fundamental-

satz“ wirklich gerechtfertigt ist.

5. Wertungen des Lehrenden und der Lernenden

Der Lehrende geht in der Regel davon aus, daß der Lernende seiner Wertung

als der eines Experten vertraut und sie übernimmt. Andererseits ist es eine

allgemeine Erfahrung, daß Wertungen von Experten sich abnutzen, daß man

besonders bei allgemeinen, platten Wertungen bald nicht mehr hinhört und

selbständig, häufig abweichend, wertet.

Überhaupt werten Schüler natürli ch auch selbständig. Manche Ergebnisse

überraschen die Schüler, manche wirken besonders prägnant. Dabei kann es bei

Lehrer und Schülern durchaus zu voneinander abweichenden Wertungen

kommen. So bleibt z.B. vielen Erstsemestern der „Große Umordnungssatz“ als

der „Große Unordnungssatz“ recht chaotisch in Erinnerung. Oder die Studen-

ten sind von einem Beispiel besonders beeindruckt, das lediglich in den Übun-
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gen auftrat. Schließlich können Wertungen der Lernenden direkt in Opposition

zu den Wertungen des Lehrenden treten. So waren manche Mathematikprofes-

soren schockiert, als Ende der sechziger Jahre Mathematikstudenten großes

Interesse an „Mathematik und Gesellschaft“ hatten und „Mathematik in der

Sklavenhaltergesellschaft“ studierten.

Außerdem können unterschiedliche Ziele von Lehrenden und Lernenden zu

unterschiedlichen Einschätzungen führen. So ist dem Lehrer vielleicht die

Herleitung einer Formel furchtbar wichtig, während die Schüler wissen, daß sie

die Formel in der Klassenarbeit nur richtig anwenden müssen. Ihre Wertungen

dienen dazu, das für Prüfungen wichtige Wissen auszufiltern.

Wertungen müssen schließlich vom Lernenden selbst vollzogen werden, um

kritische Distanz zum Gelernten zu gewinnen (WINTER l983b). Beim Lernen

von Begriffen ist dies eine Stufe des Lernens, die WINTER als „kritisch-reflekti-

ves Verständnis von Begriffen“ bezeichnet.

Wertungen des Lehrenden werden im Verlauf der Darstellung immer wieder

mit dem tatsächlichen Umgang mit diesen Inhalten konfrontiert und fordern

den Lernenden zu einer eigenen Wertung heraus, die unter Umständen von der

des Lehrenden erheblich abweicht. Manch ein Satz, der als interessant angekün-

digt wurde, erscheint recht langweili g. Manch wichtiger Begriff , der mit gro-

ßem Aufwand eingeführt wurde, taucht nie wieder auf. Die lebensnahe Anwen-

dung erweist sich als gekünstelt und außerhalb des Erfahrungshorizontes des

Lernenden. Derartige Diskrepanzen können natürlich auch deutli ch machen,

daß bestimmte allgemeine Lernziele, die vom Lehrer angestrebt wurden, nicht

erreicht worden sind. Wertungen der Schüler liefern damit häufig Hinweise auf

das Erreichen von Lernzielen im Mathematikunterricht.

Bei den bisher behandelten Wertungen sind wir davon ausgegangen, daß sie

sich von der Mathematik her begründen lassen. Andererseits fließen in den

Unterricht ständig Wertungen des Lehrenden ein, die auf seiner persönlichen

Beziehung zur Mathematik beruhen. DIEDERICH spricht etwas überspitzt vom

„Fluch der Liebe zur Mathematik“ (1980) und fordert den Lehrer auf zu re-
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spektieren, daß es Schüler gibt, die sich bewußt gegen die Mathematik ent-

scheiden und nicht bereit sind, die Wertungen des Lehrenden für sich zu über-

nehmen. Für sie können Wertungen des Lehrers zu Provokationen werden, die

den Lernprozeß sogar behindern können.

6. Sprechen über Mathematik

Explizite Wertungen von Mathematik sind Bestandteil eines Sprechens über

Mathematik. Argumentative Wertungen sind das Ergebnis von Reflexionen

über mathematische Inhalte. Es ist merkwürdig, daß die angeblich so diskutier-

freudigen Studenten oder Schüler verstummen, wenn es darum geht, über

Mathematik zu reden. Meist fehlen den Schülern die Ausdrucksmittel, um

überhaupt über Mathematik adäquat reden zu können.

Man muß allerdings zugeben, daß im allgemeinen auch kompetente Mathemati-

ker Schwierigkeiten haben, differenziert über Mathematik zu reden. Es gibt

z.B. Lehrbücher der Analysis von berühmten Autoren, die sich jeder Wertung

oder Kommentierung von Sätzen enthalten. Viele andere benutzen überwie-

gend deklarative, allgemeine Wertungen. Man muß also damit rechnen, daß

auch die Lehrer nur ein recht beschränktes Repertoire zum Werten von Ma-

thematik besitzen. Wie sollen dann die Schüler lernen, differenziert über

Mathematik zu urteilen?

Vielleicht kann die Didaktikausbil dung der Lehrer dazu beitragen, das

Ausdrucks- und Urteilsvermögen über Mathematik zu fördern. Eine nützliche

Aufgabe könnte z.B. für Lehramtsstudenten sein, einmal zu untersuchen, auf

welche Weise der Mittelwertsatz der Diff erentialrechnung in den verschiede-

nen Lehrbüchern kommentiert, erläutert und bewertet wird.
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7. Schlußbemerkungen

Zum Bewerten gehören Maßstäbe. Wir haben Wege gezeigt, wie durch Argu-

mente und durch Aufzeigen von Wirkungen differenziertes, sachgerechtes

Werten ermöglicht wird.

Dabei sollte man nicht übersehen, daß man den Schülern im Unterricht auch

tatsächlich die Möglichkeit bieten sollte, überhaupt mathematische Qualität

kennenzulernen. Wie sollen sie den Wert eines Satzes erfahren, wenn ihr

Geschmack durch reine Rechenverfahren verbildet ist? WITTENBERG stellt

deshalb seinen Ausführungen über den Mathematikunterricht am Gymnasium

ein Wort von R. LIVINGSTONE voran:

„Welch wichtigeren Dienst kann die Schule oder die Universität ihren

Schülern erweisen, als ihnen das Beste zu zeigen, was in der Welt getan,

gedacht und geschrieben worden ist, und es ihrem Geiste unauslöschlich,

als Maßstab und Prüfstein, um sie ihr Leben hindurch zu leiten, einzuprä-

gen?“
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