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1. Zu Freudenthals Piaget-Kr itik

Als GRIESEL 1969 begriff liche Unklarheiten bei PIAGETS Begriff der Gruppie-

rung aufzeigte, die auf Widersprüche führten, löste er eine Flut von Arbeiten

zum Gruppierungsbegriff aus, in denen widerspruchsfreie Präzisierungen

gegeben wurden (z.B. WITTMANN 1973, STEINER 1974, COHORS-FRESENBORG

1974).

Die 1973 von FREUDENTHAL in seinem Buch „Mathematik als pädagogische

Aufgabe“  an den Experimenten PIAGETS geübte Kritik, die PIAGET mangelnde

Sorgfalt bei der Anlage, Durchführung und Auswertung, vor allen aber eine

bewußte Irreführung der Probanden vorwarf, ist dagegen weitgehend ohne

Resonanz in der Mathematikdidaktik geblieben.

FREUDENTHAL ließ aber nicht locker. In seiner Didactical Phenomenology of

Mathematical Structures (1983) entwickelt er für zentrale Bereiche der in der

Primar- und Sekundarstufe I unterrichteten Mathematik eine breite Phänomeno-

logie. Dabei setzt er sich bei den Themen Länge, Natürliche Zahlen, Geome-

trie, Topologie und Funktionen eingehender mit einschlägigen Experimenten

und Fragestellungen PIAGETS auseinander. Er macht mit seiner Kritik explizit

und mit seiner eigenen didaktischen Phänomenologie implizit deutlich, daß die

entscheidende Schwäche der Experimente PIAGETS ihre eingeengte, teilweise

schiefe Sicht der Phänomene ist, die der Mathematik zugrunde liegen. Damit

ist die Validität der Versuche PIAGETS nicht gegeben.

Es ist merkwürdig, daß auch diese Kritik bisher ohne Resonanz geblieben ist.

Nach meiner Sicht wäre es allerdings für die Mathematikdidaktik nicht frucht-
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bar, wenn man sich nun um eine „Rettung“ der berühmten Versuche PIAGETS

bemühen würde. Sinnvoller erscheint es mir, auf der Grundlage einer von

FREUDENTHAL angeregten umfassenderen und treffenderen Phänomenologie

neue empirische Untersuchungen zur Entwicklung des mathematischen Den-

kens zu beginnen. Ich sehe in seiner „Didaktischen Phänomenologie“ ein

stimulierendes Element konstruktiver Kritik, das es wert wäre, in der didakti-

schen Forschung aufgegriffen zu werden. Ich möchte in folgenden zeigen, in

welcher Richtung ich mir solche Forschungsansätze vorstelle.

2. Didaktische Phänomenologie

FREUDENTHAL versteht unter „didaktischer Phänomenologie“ folgende Be-

trachtungsweisen (Die Zitate sind von mir übersetzt) :

„Die mathematischen Gegenstände sind noumena, aber ein Stück Mathe-

matik kann als ein phainomenon erfahren werden; Zahlen sind noumena,

aber das Arbeiten mit Zahlen kann ein phainomenon  sein ... . Phänomenolo-

gie eines mathematischen Begriffes, einer mathematischen Struktur, einer

mathematischen Idee bedeutet in meiner Terminologie: das noumenon in

seinem Verhältnis zu den phainomena zu beschreiben, deren Mittel zur

Organisation es ist; anzugeben, für welche Phänomene es geschaffen ist,

um diese zu organisieren, und auf welche es ausgedehnt werden kann; wie

es auf diese Phänomene als ein Mittel zur Organisation wirkt und mit

welcher Macht über die Phänomene es uns ausstattet. Betone ich in diesem

Verhältnis von noumenon und phainomenon des didaktische Element, d.h.

achte ich darauf, wie dieses Verhältnis in einem Lehr-Lern-Prozeß erwor-

ben wird, so spreche ich von didaktischer Phänomenologie dieses noume-

non.“ (S. 28,29).

Man denkt unwill kürlich an MACH, der 1896 den Begriff der Phänomenologie

in die Physik einführte. Aber FREUDENTHAL liebt es ja, Spuren von Denkern zu

verwischen, die ihn befruchtet haben. So distanziert er sich in seinem Buch (S.
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28) ausdrücklich von HEGEL, HUSSERL und HEIDEGGER (nicht ohne einen

Seitenhieb), würdigt allerdings den Beitrag von KEITEL für die Entstehung

seiner „Didaktischen Phänomenologie“ (S. 178). Es wäre sicher eine eigene

Untersuchung wert, die Beziehung seines Phänonenologiebegriff s zu anderen

näher zu untersuchen.

FREUDENTHAL stützt seine didaktische Phänomenologie mathematischer Be-

griffe auf seine Kenntnis der Mathematik, der Anwendungen der Mathematik

und der Geschichte der Mathematik.

„ Ich weiß, wie mathematische Begriffe entstanden sind oder entstanden

sein können. Von der Analyse von Lehrbüchern her weiß ich weiter, wie

nach der Ansicht von Didaktikern diese Begriffe im Lernenden entstehen

können. Schließlich habe ich von Beobachtungen von Lernprozessen her

allerlei darüber gelernt, wie sich im Lernprozeß mathematische Strukturen

konstituieren und wie mathematische Begriffe erworben werden“ (S. 29).

Tatsächlich besticht die „Didaktische Phänomenologie“ durch ihre große

Breite, ihren Tiefgang, ihre sprachliche Sensibilit ät, ihren Reichtum an Ideen

und ihr Einfühlungsvermögen in das Denken des Kindes. Aber Didaktiker, die

hieran weiterarbeiten wollen, seien doch davor gewarnt, gleichsam „aus dem

Stand“  didaktische Phänomenologie zu betreiben. Auch FREUDENTHALS bissi-

ge Bemerkung über die unverständliche Sprache der genannten Philosophen (S.

28) oder seine Kritik an der Epistemologie PIAGETS (S. 540/541) sollten dem

Mathematikdidaktiker keinen Vorwand liefern, philosophische Untersuchun-

gen über die Gegenstände der Mathematik zu ignorieren. Sicher kann man

darüber streiten, ob z.B. HUSSERLS Phänomenologie didaktisch ergiebig ist.

Aber HUSSERL hat sich intensiv mit den Grundlagen der Mathematik befaßt. Er

kam ja von der Mathematik her, hat in Mathematik promoviert, war eine Zeit

lang bei WEIERSTRASS privater Assistent und wandte sich dann der Philosophie

zu. Immerhin habiliti erte er sich mit einer Arbeit „über den Begriff der Zahl“

(1887) in Halle. Zwei Bände der „Husserliana“ befassen sich mit Philosophie

der Mathematik. Diese erscheinen mir auch weitgehend verständlich geschrie-
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ben zu sein. Phänomenologie mathematischer Begriffe und Fragestellungen

findet sich auch bei Pädagogen von KÜHNEL bis WAGENSCHEIN, die daraus

unmittelbar Folgerungen für den Unterricht ziehen. Bei WITTENBERG wird

deutlich, wie eine erkenntnistheoretische Arbeit über die Mathematik (1957) zu

didaktischer Theoriebildung und schließlich zu einer Unterrichtskonzeption

führen kann (1963). Die Bedeutung erkenntnistheoretischer Untersuchungen

für die Theoriebildung in der Mathematikdidaktik, die auf unmittelbare Umset-

zung in Unterrichtsmaßnahnen verzichtet, wird z.B. von OTTE und seiner

Arbeitsgruppe (BROMME u.a. 1981) immer wieder betont. (Auch hier sollten

Verständnisschwierigkeiten nicht die Aufnahme dieser Ideen verhindern!)

FREUDENTHAL geht es nach meinem Eindruck vor allem darum, die Grundlage

für eine empirische Erforschung bestimmter Lernprozesse zu schaffen. Eine

zentrale Frage ist für ihn die „Konstitution mentaler Objekte“ . Sie erfolgt vor

dem Begriff serwerb, kann ihn vorbereiten, muß aber nicht zwangsläufig in ihn

münden. Insbesondere können unterschiedliche mentale Objekte (z.B. Anzahl,

Zählzahl) zu ein und demselben Begriff (hier: natürliche Zahl) hinführen.

Seine Betrachtungen über Größen (Längen), Zahlen (natürliche Zahlen, Bruch-

zahlen, rationale Zahlen), über Geometrie und Algebra finden sich zum großen

Teil  schon in früheren Publikationen. Aber sie wirken hier prägnanter, umfas-

sender, und vor allem durch die theoretische Konzeption deutlicher von einer

Grundidee her strukturiert. Indem FREUDENTHAL formale Betrachtungen

weitgehend vermeidet, öffnet er seine Überlegungen auch Pädagogen und

Psychologen.

Was er über Funktionen schreibt, geht dagegen wesentlich über das hinaus,

was er an anderen Stellen geäußert hat. In großer Breite legt er ihre Wurzeln

frei und macht deutli ch, welche mentalen Objekte zu konstituieren sind, um

Funktionen zu verstehen und mit ihnen umgehen zu können. Hier wirkt auch

seine Kritik an PIAGETS Untersuchungen zum Funktionsbegriff vernichtend:

Die gewählten Versuchsanordnungen, in denen Funktionen erkannt werden

sollen, sind artifiziell , die Fragestellungen sind zu vordergründig auf das
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Bestimmen von Funktionswerten gerichtet und zielen überhaupt nicht auf das

Erfassen des Zusammenhanges.

Nach FREUDENTHALS Phänomenologie des Funktionsbegriff s wird als ent-

scheidender Mangel vom PIAGETS Untersuchungen handgreiflich:

„Das Fehlen einer Phänomenologie wird dort nicht durch das ausgeglichen,

was die Verfasser Epistemologie nennen.“ (S. 541).

Wenn man schließlich bedenkt, daß PIAGET z.B. seine Untersuchungen zur

Proportionalität nur unzulänglich mit Funktionen in Verbindung bringt, dann

wird deutlich, daß er wesentliche Aspekte des Funktionsbegriff s ignoriert. Dies

gilt  natürli ch auch weitgehend für die Flut vom Publikationen zum Thema

„proportional reasoning“ (s. TOURNAIRE, PULOS 1985). FREUDENTHALS Phäno-

menologie scheint mir dagegen ein weites Feld empirischer Forschungsarbeiten

zur Entwicklung des funktionalen Denkens zu eröffnen (z.B. VOLLRATH 1986).

Entsprechendes gilt für die Entwicklung des arithmetischen und des geometri-

schen Denkens.

3. Didaktische Sachanalysen

Wenn FREUDENTHAL Längen analysiert, dann scheint eine Theorie der Größen-

bereiche auf, wie sie ähnlich, aber weiter gefaßt von KIRSCH (1970) entwickelt

worden ist. Auch bei der Phänonenologie der Bruchzahlen finden sich Elemen-

te analysierender Betrachtungen, wie sie z.B. ausführlicher von GRIESEL (1968)

und PICKERT (1968) angestellt worden sind. Aus derartigen Untersuchungen

entwickelte sich als Forschungsansatz die „didaktische Sachanalyse“ . (Der

Begriff der „didaktischen Analyse“ war ja bereits von Pädagogen besetzt

worden; KLAFKI 1958). Er begann sich nach einer Methodendiskussion in den

siebziger Jahren in der Mathematikdidaktik durchzusetzen (GRIESEL 1975),

wenn er auch heute nicht unumstritten ist. FREUDENTHALS didaktische Phäno-

menologie macht deutlich, wie Schwächen und Einseitigkeiten dieses For-

schungsansatzes überwunden werden können: Innerhalb einer didaktischen
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Phänomenologie erhält die didaktische Sachanalyse die Aufgabe, die mathe-

matische Tragfähigkeit bestimmter Vorstellungen zu überprüfen und Zusam-

menhänge und logische Abhängigkeiten deutlich hervortreten zu lassen.

Originelle didaktische Sachanalysen sehe ich bei FREUDENTHAL vor allem in

seiner Phänomenologie der Topologie und der Topographie. An diesen beiden

Beiträgen wird auch die unterschiedliche Relevanz solcher Analysen für die

Mathematik und für den Mathematikunterricht deutlich: Während FREUDEN-

THAL die Topologie für mathematisch gewichtig, aber für didaktisch weniger

bedeutsam hält, hat die Topographie nach seiner Einschätzung erhebliche

didaktische Bedeutung, aber (bisher) nur geringes mathematisches Gewicht.

Seine Topographie scheint mir ein Beispiel mehr dafür zu sein, daß didaktische

Fragestellungen auch zu neuen mathematischen Betrachtungen führen können.

Leider deutet FREUDENTHAL solche Möglichkeiten meist nur an und überläßt

anderen die mühsame Kleinarbeit.

Die didaktischen Sachanalysen werden auch bei FREUDENTHAL recht nahe am

Unterricht angesiedelt. Sie verführen zu Curriculumentscheidungen, die mit der

Autorität einer mathematischen Hintergrundtheorie versehen sind. Bei der

Bruchrechnung haben ja die didaktischen Sachanalysen in den sechziger Jahren

zur Durchsetzung der Operatorkonzeption geführt. Bei der Ablösung dieser

Konzeption in den achtziger Jahren fehlten dagegen entsprechende Analysen.

Ich sehe in der Einbettung didaktischer Sachanalysen in eine didaktische Phäno-

menologie eine Chance, der Gefahr übereilter und zu enger Umsetzungen in

Unterricht zu begegnen.

Didaktische Sachanalysen in Bereich der Geometrie führen bei FREUDENTHAL

dazu, daß er bei PIAGET schiefe Vorstellungen über topologische, projektive,

aff ine, ähnliche und kongruente Strukturen aufdeckt. Auch hier macht seine

Kritik es den Mathematikdidaktiker eigentlich unmöglich, PIAGETS Vorstel-

lungen über die Entwicklung des räumlichen Denkens beim Kinde in For-

schung und Lehre zu übernehmen oder damit gar Curriculumentscheidungen zu

begründen (z.B. Topologie in der Grundschule.). Obwohl sich bei FREUDEN-
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THAL zahlreiche didaktische Sachanalysen finden, besteht meines Erachtens am

vielen Stellen das Bedürfnis zu einer detailli erten Ausarbeitung; darüber hinaus

bleibt auch genügend Spielraum zu weiteren Analysen. Nach meiner Auf-

fassung sollten sie jedoch wie bei FREUDENTHAL deutlich in eine didaktische

Phänomenologie eingebettet und stärker auf die Erforschung des Lernens als

auf Umsetzung für den Unterricht gerichtet sein (Was bei den klassischen

didaktischen Sachanalysen der Fall war.)

4.  Beobachtung von Ki ndern

Mit zahlreichen Momentaufnahmen aus der kognitiven Entwicklung seines

Enkels BASTIAAN (i;k) stützt FREUDENTHAL Hypothesen über die kognitive

Entwicklung von Kindern. Meist schildert er Beobachtungen spontanen Ver-

haltens, gelegentlich auch das Verhalten in Problemsituationen, die von Groß-

vater geschaffen worden sind. Manche Didaktiker rümpfen die Nase, daß

FREUDENTHAL seinen Enkel vorführt und bezweifeln die Aussagekraft seiner

Beobachtungen. Man sollte dabei nicht übersehen, daß FREUDENTHAL hier in

einer für die Entwicklungspsychologie wichtigen Tradition steht. Gegen Ende

des vorigen Jahrhunderts entstanden zahlreiche Säuglings- und Kinderbiogra-

phien, die als Tagebücher geführt wurden. Häufig zitiert wurde das Buch des

Jenaer Physiologen PREVER, „Die Seele des Kindes“ (1882), in den Beobach-

tungen über seinen Sohn Axel geschildert werden. Die Aufzeichnungen der

Ehepaare SCUPIN (1907, 1910, 1931) und STERN (1914) aus Beobachtungen

der eigenen Kinder wurden wichtige Quellen der frühen Entwicklungspsycho-

logie. In diese Tradition gehören auch PIAGETs Beobachtungen (1936, 1937,

1945). Vergleicht man alle diese Schilderungen, so wird deutlich, daß ihre

Aussagekraft im wesentlichen vom Beobachter bestimmt ist. Aus der Flut

möglicher Eindrücke über das Verhalten des Kindes gerade das herauszufiltern,

was für eine Theorie bedeutsam ist, setzt das Gespür des Theoretikers für

ergiebige Situationen und eine ausgeprägte Sensibilität für die Äußerungen des

Kindes voraus. FREUDENTHALS „Schnappschüsse“ offenbaren diese Fähigkeit
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bei ihm in hohem Maße. (Trotzdem wäre es wohl fair gewesen, BASTIAAN in

das sehr ausführliche Namens- und Sachregister aufzunehmen. Denn ihm

verdankt er sicherlich mehr Einsichten als manchem anderen, der dort aufge-

führt ist.)

FREUDENTHAL hat an den Versuchen PIAGETS auch allerlei zu kritisieren, was

dieser den Kindern antut: Durch die Art der Fragen werden Kinder hereinge-

legt (z.B. „Was ist mehr?“ bei den Anzahlversuchen). Die Art der Fragen

zwingt die Kinder zu einem künstlich niedrig gehaltenen kognitiven Niveau

(z.B. beim Zeichnen in den Versuchen zum räumlichen Denken) oder setzt sie

einer verarmten künstlichen Umgebung aus (z.B. in den Versuchen zur Sym-

metrieerfassung).

Insbesondere die Versuche zur Entwicklung des räumlichen Denkens haben

auch nach meinen Eindruck bei PIAGET ein Niveau, das nicht einmal den

Versuchen entspricht, die z.B. STERN bereits zu Beginn des Jahrhunderts

(1909) in seinen Untersuchungen erreicht hatte. Auch die Untersuchungen von

LEVINSTEIN (1905) und von KERSCHENSTEINER (1906) hatten bereits eine Fülle

brauchbarer Beobachtungen über die Entwicklung der zeichnerischen Fähig-

keiten bei Kindern geliefert, so daß hier die Ausführungen PIAGETs recht küm-

merlich wirken.

Nach meinem Eindruck hätte FREUDENTHAL auch bei den Untersuchungen von

BINET (1890) zur Entwicklung des Zahlbegriff s, der mit ähnlichen Versuchs-

anordnungen wie PIAGET arbeitete, weniger einzuwenden.

Solche Untersuchungen ignoriert leider auch FREUDENTHAL. Er erschöpft sich

damit bei diesen interessanten Themen überwiegend in der Kritik an PIAGET.

Seine eigenen Beobachtungen haben eher marginalen Charakter. Sie bleiben

Momentaufnahmen. Obwohl BASTIAAN zu unterschiedlichen Zeitpunkten

beobachtet worden ist und seinem Großvater sehr an einem Längsschnitt li egt,

wird ein solcher in der „Didaktischen Phänomenologie“ nicht deutlich.

Diese Schwachstellen des Buches zeigen mir, daß in der Mathematikdidaktik
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nach wie vor ein Bedarf an Kinderbiographien besteht, aus denen man die

Entwicklung des mathematischen Denkens erkennen könnte. Darüber hinaus

scheint es mir auch notwendig zu sein, klassische Arbeiten zur Entwicklung

des mathematischen Denkens in der Mathematikdidaktik zu verarbeiten.

Schließlich scheinen mir für viele von FREUDENTHAL formulierte Thesen

empirische Untersuchungen mit statistisch gesicherten Ergebnissen notwendig

zu sein.

5. Er forschung der Konstituierung mentaler Objekte

FREUDENTHAL vermeidet es bewußt, in seiner „Didaktischen Phänomenologie“

von „Begriffserwerb“ zu sprechen. Ihn interessiert das Vorfeld. Er spricht von

„mentalen Objekten“ , so wie FISCHBEIN (1975) „ Intuitionen“ benutzt oder wie

SEMADENI den Terminus „Prämathematik“ verwendet.

Es erscheint mir sinnvoll , diesen Begriff als Arbeitsbegriff zu benutzen. Al-

lerdings wird er in weiteren Untersuchungen zu präzisieren sein, denn er bleibt

bei FREUDENTHAL relativ offen.

Auch die Verwendung des Terminus „Konstitution“ finde ich recht sinnvoll ,

denn „Entwicklung“ läßt zu wenig Spielraum für äußere Einflüsse wie Umwelt

und Schulunterricht.

Gegenüber rein psychologischen Untersuchungen über die Entwicklung ma-

thematischen Denkens könnte der wesentliche Beitrag der Mathematikdidaktik

darin bestehen, äußere Einflüsse, insbesondere den Mathematikunterricht, in

die Untersuchungen mit einzubeziehen. Eine fundierte didaktische Phänomeno-

logie kann für die Validität der Untersuchungen sorgen; Einzelbeobachtungen

und Unterrichtserfahrungen von Didaktikern erhöhen die Chancen, Hypothesen

zu bilden, deren Signifikanz sich nachweisen läßt.
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6. Schlußbemerkungen

Obwohl FREUDENTHALS didaktische Phänomenologie sehr gründlich und

umfassend ist, ist sie doch prinzipiell offen für Ergänzungen und Revisionen.

Insofern hat er eher einen Weg gewiesen als einen kunstvollen Bau errichtet.

BELL schreibt in einer Rezension dieses Buches (1986):

„ It is a unique book. On the epistemological dimension,  it stands midway

between books li ke Newman: The world of mathematics, and the work of

PIAGET.“

Nach FREUDENTHALS Kriti k an PIAGET bezweifle ich, daß er dies als Kom-

pliment betrachtet.
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