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schung der Konstitution mentaler Objekte — Gedanken zu
Freudenthals Buch
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1. Zu Freudenthals Piaget-Kritik

Als GRIESEL 1960 begriffliche Unklarheiten bel PIAGETS Begriff der Gruppie-
rung aufzdagte, die auf Widerspriiche fihrten, |6ste & eine Flut von Arbeiten
zum Grupperungsbegriff aus, in denen widerspruchsfreie Prazsierungen
gegeben wurden (z.B. WITTMANN 1973,STEINER 1974 ,COHORS-FRESENBORG
1974.

Die 1973von FREUDENTHAL in seinem Buch ,, Mathematik als padagogische
Aufgabe’ an den Experimenten PIAGETS gelibte Kritik, die PIAGET mangelnde
Sorgfalt bei der Anlage, Durchfiihrung und Auswertung, vor alen aber eine
bewuf¥e Irreflihrung der Probanden vorwarf, ist dagegen weitgehend ohre
Resonanz in der Mathematikdidaktik gebli eben.

FREUDENTHAL lief3 aber nicht locker. In seiner Didactical Phenomenaology of
Mathematical Structures (1983 entwickelt er fir zentrale Bereiche der in der
Primar- undSekundarstufe | unterrichteten Mathemetik eine breite Phénomeno-
logie. Dabei setzt er sich bel den Themen Lange, Natirliche Zahlen, Geome-
trie, Topdogie und Funktionen eingehender mit einschl&gigen Experimenten
und Fragestellungen PIAGETS auseinander. Er madt mit seiner Kritik explizit
undmit seiner eigenen didakti schen Phdnomenalogieimplizit deutlich, da die
entschel dende Schwadhe der Experimente PIAGETS ihre e@ngeengte, teilweise
schiefe Sicht der Phénomene ist, die der Mathematik zugrunde liegen. Damit
ist die Validitét der Versuche PIAGETS nicht gegeben.

Esist merkwirdig, dad auch diese Kritik bisher ohre Resonanz geblieben ist.
Nacdh meiner Sicht wére es all erdings fur die Mathematikdidaktik nicht frucht-
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bar, wenn man sich nun um eine ,, Rettung” der beriihmten Versuche PIAGETS
bemiihen wirrde. Sinnvoller erscheint es mir, auf der Grundage d@ner von
FREUDENTHAL angeregten umfassenderen undtreffenderen Phdnomenalogie
neue empirische Untersuchungen zur Entwicklung des mathematischen Den-
kens zu beginnen. Ich sehe in seiner , Didaktischen Phdnomendogie’ ein
stimuli erendes Element konstruktiver Kritik, das es wert wére, in der didakti-
schen Forschung aufgegriff en zu werden. Ich méchte in folgenden zeigen, in
welcher Richtung ich mir solche Forschungsansétze vorstell e.

2. Didaktische Phdanomenologie

FREUDENTHAL versteht unter , didaktischer Phéanomenaologie® folgende Be-
trachtungswei sen (Die Zitate sind von mir ibersetzt) :

»Die mathematischen Gegensténde sind noumena, aber ein Stlick Mathe-
matik kann als ein preinomenon erfahren werden; Zahlen sind noumena,
aber das Arbeiten mit Zahlen kannein preinomenon sein ... . Phanomenolo-
gie eines mathematischen Begriff es, einer mathematischen Struktur, einer
mathematischen Idee bedeutet in meiner Terminologie: das noumenonin
seinem Verhdltnis zu den pheinomena a1 beschreiben, deren Mittel zur
Organisation es ist; anzugeben, fir welche Phanomene es geschaffen ist,
um diese a1 arganisieren, undauf welche es ausgedehnt werden kann; wie
es auf diese Phdnomene ds ein Mittel zur Organisation wirkt und mit
welcher Madht Giber die Phdnomene es uns ausdattet. Betoneichin desem
Verhdltnis von noumenon und plinomenon des didaktische Element, d.h.
achteich darauf, wie dieses Verhdtnisin eéinem Lehr-Lern-Prozel3 erwor-
ben wird, so spredhe ich von didaktischer Phdnomenologie dieses noume-
non: (S. 28,29.

Man denkt unwill kiirlich an MACH, der 1896 abn Begriff der Phanomenadlogie
indie Physik einfuhrte. Aber FREUDENTHAL liebt esja, Spuren von Denkern zu
verwischen, deihn befruchtet haben. So dstanziert er sich in seinem Buch (S.
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28) ausdriicklich von HEGEL, HUus=ERL und HEIDEGGER (nicht ohre énen
Seitenhieb), wirdigt allerdings den Beitrag von KEITEL fur die Entstehung
seiner ,, Didaktischen Phanomenadlogie* (S. 178. Es wére sicher eine égene
Untersuchung wert, die Bezehung seines Phanorenaologiebegriff s zu anderen
nadher zu urtersuchen.

FREUDENTHAL stiitzt seine didaktische Phanomenalogie mathematischer Be-
griffe auf seine Kenntnis der Mathematik, der Anwendurgen der Mathematik
und der Geschichte der Mathematik.

»lIch weil3, wie mathematische Begriffe entstanden sind oder entstanden
sein kénren. Von der Analyse von Lehrbichern her weil3 ich weiter, wie
nach der Ansicht von Didaktikern dese Begriffe im Lernenden entstehen
kénren. Schliefdlich habe ich von Beobadhtungen von Lernprozessen her
alerlei darliber gelernt, wie sich im Lernproze mathematische Strukturen
konstituieren undwie mathematische Begriffe eaworben werden (S. 29).

Tatsadhlich besticht die , Didaktische Phanomendogie’ durch ihre grofe
Breite, ihren Tiefgang, ihre sprachliche Sensibilit &, ihren Reichtum an Ideen
undihr Einfuhlungsvermdgen in das Denken des Kindes. Aber Didaktiker, die
hieran weiterarbeiten wollen, seien dach davor gewarnt, gleichsam ,,aus dem
Stand" didaktische Phdnomenaologie a1 betreiben. Auch FREUDENTHALS biss-
ge Bemerkung tber die unverstandi che Sprache der genannten Phil osophen (S.
28) oder seine Kritik an der Epistemologie PIAGETS (S. 540541) sollten dem
Mathematikdidaktiker keinen Vorwand liefern, phlosophische Untersuchun
gen Uber die Gegenstéande der Mathematik zu ignorieren. Sicher kann man
dariiber streiten, obz.B. HUsERLS Phanomenologie didaktisch ergiebig ist.
Aber HussERL hat sich intensiv mit den Grundagen der Mathematik befal3t. Er
kam javon der Mathematik her, hat in Mathematik promoviert, war eine Zeit
lang bel WEIERSTRASS privater Asgstent undwandte sich dann der Philosophie
zu. Immerhin habiliti erte & sich mit einer Arbeit ,, Gber den Begriff der Zahl*
(1887 in Halle. Zwei Bénde der ,,Husserliana* befassen sich mit Phil osophie
der Mathematik. Diese escheinen mir auch weitgehend versténdli ch geschrie-
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ben zu sein. Phdnomenologie mathematischer Begriffe und Fragestellungen
findet sich auch bei Padagogen von KUHNEL bis WAGENSCHEIN, die daraus
unmittelbar Folgerungen fir den Unterricht ziehen. Bei WITTENBERG wird
deutlich, wie @ne ekenntnistheoretische Arbeit Uiber die Mathematik (1957) zu
didaktischer Theoriebildung und schliefdlich zu einer Unterrichtskonzeption
fuhren kann (1963. Die Bedeutung erkenntnistheoretischer Untersuchungen
fur die Theoriebildung in der M athematikdidaktik, die auf unmittelbare Umset-
zung in Unterrichtsmal3rehnen verzichtet, wird z.B. von OTTE und seiner
Arbeitsgruppe (BROMME u.a 1981 immer wieder betont. (Auch hier sollten
Verstdndnisschwierigkeiten nicht die Aufnahme dieser 1deen verhindern!)

FREUDENTHAL geht es nach meinem Eindruck vor allem darum, die Grundage
fur eine empirische Erforschung bestimmter Lernprozesse au schaffen. Eine
zentrale Frageist fur ihn de,, Konstitution mentaler Objekte”. Sie afolgt vor
dem Begriff serwerb, kannihnvorbereiten, mu3aber nicht zwangdaufiginihn
miinden. Inshesondere kdnren urterschiedli che mentale Objekte (z.B. Anzahl,
Z&hlzahl) zu ein und emselben Begriff (hier: nattrliche Zahl) hinfihren.

Seine Betrachtungen Gker GréRen (Langen), Zahlen (natiirliche Zahlen, Bruch-
zehlen, rationale Zahlen), tber Geometrie und Algebrafinden sich zum grof¥en
Teil schonin friheren Publikationen. Aber sie wirken hier pragnanter, umfas-
sender, undvor allem durch de theoretische Konzeption deutlicher von einer
Grunddee her strukturiert. Indem FREUDENTHAL formale Betrachtungen
weitgehend vermeidet, 6ffnet er seine Uberlegungen auch Padagogen und
Psychalogen.

Was er Uber Funktionen schreibt, geht dagegen wesentlich Ubker das hinaus,
was er an anderen Stellen gedufiert hat. In grof¥er Breite legt er ihre Wurzeln
frel und madt deutli ch, welche mentalen Objekte au konstituieren sind, um
Funktionen zu verstehen undmit ihnen umgehen zu kénren. Hier wirkt auch
seine Kritik an PIAGETS Untersuchungen zum Funktionsbegriff vernichtend:
Die gewahlten Versuchsanordnurgen, in denen Funktionen erkannt werden
sollen, sind artifiziell, die Fragestellungen sind zu vordergriindg auf das



5

Bestimmen von Funktionswerten gerichtet undzielen tberhaupt nicht auf das
Erfasen des Zusammenhanges.

Nach FREUDENTHALS Phanomenologie des Funktionsbegriffs wird als ent-
scheidender Mangel vom PIAGETS Untersuchungen handgreiflich:

»Das Fehlen einer Phédnomenologiewird dat nicht durch dasausgeglichen,
was die Verfasser Epistemologie nennen.” (S. 541).

Wenn man schliefdlich bedenkt, dal3 PIAGET z.B. seine Untersuchurgen zur
Propationalitdt nur unzulénglich mit Funktionen in Verbindurg bringt, dann
wird deutli ch, dal3 er wesentli che Aspekte des Funktionsbegriff signoriert. Dies
gilt nattrlich auch weitgehend fur die Flut vom Publikationen zum Thema
~propationa reasoning” (S. TOURNAIRE, PULOS 1985. FREUDENTHALS Phéno-
menologie scheint mir dagegen ein weites Feld empirischer Forschungsarbeiten
zur Entwicklung des funktionalen Denkens zu er6ff nen (z.B. VOLLRATH 19889.
Entsprechendes gilt fur die Entwicklung des arithmetischen und eks geometri-
schen Denkens.

3. Didaktische Sachanalysen

Wenn FREUDENTHAL Léngen analysiert, dannscheint eine Theorie der Grolen-
bereiche auf, wie sie &nlich, aber weiter gefaldt von KIRsCH (1970 entwickelt
wordenist. Auch bei der Phanorenodlogie der Bruchzahlen finden sich Elemen-
teanaysierender Betradhtungen, wiesie zB. ausfiihrlicher von GRIESEL (1968
und PICKERT (1968 angestellt worden sind. Aus derartigen Untersuchurngen
entwickelte sich as Forschurgsansatz die ,, didaktische Sadchanalyse”. (Der
Begriff der ,didaktischen Analyse® war ja bereits von Padagogen besetzt
worden; KLAFKI 1958. Er begann sich nach einer Methodendiskussonin den
siebziger Jahren in der Mathematikdidaktik durchzusetzen (GRIESEL 1975,
wenn er auch heute nicht unumstritten ist. FREUDENTHALS didaktische Phano-
menologie madt deutlich, wie Schwaden und Einseitigkeiten deses For-
schungsansatzes Uberwunden werden kénren: Innerhalb einer didaktischen
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Phadnomenologie erhdlt die didaktische Sachanalyse die Aufgabe, die mathe-
matische Tragfahigkeit bestimnter Vorstellungen zu ukerprifen undZusam-
menhange undlogische Abhéngigkeiten deutlich hervortreten zu lassen.

Originell e didaktische Sachanalysen sehe ich bei FREUDENTHAL vor alemin
seiner Phédnomenadlogie der Topdogie und cer Topographie. An diesen beiden
Beitrdgen wird auch de unterschiedliche Relevanz solcher Analysen fir die
Mathematik undfur den Mathematikunterricht deutli ch: Wahrend FREUDEN-
THAL die Topdogie fir mathematisch gewichtig, aber fir didaktisch weniger
bedeutsam hélt, hat die Topographie nach seiner Einschétzung erhebliche
didaktische Bedeutung, aber (bisher) nur geringes mathematisches Gewicht.
Seine Topagraphie scheint mir ein Beispiel mehr daf Ur zu sein, dal3 ddaktische
Fragestell ungen auch zu neuen mathemati schen Betrachtungen fiihren kénren.
Leider deutet FREUDENTHAL solche Mdgli chkeiten meist nur an und Ulerl &3t
anderen die mihsame Kleinarbeit.

Die didaktischen Sachanalysen werden auch bei FREUDENTHAL recht nahe am
Unterricht angesieddlt. Sieverfihren zu Curriculumentscheidungen, de mit der
Autoritét einer mathematischen Hintergrunatheorie versehen sind. Bei der
Bruchredhnurg haben jadiedidaktischen Sachanalysenin den sechziger Jahren
zur Durchsetzung der Operatorkonzeption gefiihrt. Bel der Abldsung dieser
Konzeptionin den achtziger Jahren fehlten dagegen entsprechende Analysen.
Ich sehein der Einbettung didaktischer Sachanalysen in eine didaktische Phano-
menologie eine Chance, der Gefahr Ubereilter und zu enger Umsetzungen in
Unterricht zu begegnen.

Didaktische Sachanaysen in Bereich der Geometrie flihren bei FREUDENTHAL
daau, dal3 er bei PIAGET schiefe Vorstellungen Uber topdogische, projektive,
affine, @hnliche und kongruente Strukturen aufdedt. Auch hier madt seine
Kritik es den Mathematikdidaktiker eigentlich urmdglich, PIAGETS Vorstel-
lungen Uber die Entwicklung des raumlichen Denkens beim Kinde in For-
schung undL ehre au tibernehmen oder damit gar Curriculumentscheidungen zu
begriinden (z.B. Topdogie in der Grundschule.). Obwohl sich bel FREUDEN-
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THAL zahlreiche didaktische Sachanalysen finden, besteht meines Erachtensam
vielen Stell en das Bediirfnis zu einer detailli erten Ausarbeitung; dartiber hinaus
bleibt auch genigend Spielraum zu weiteren Analysen. Nach meiner Auf-
fasaung sollten sie jedoch wie bei FREUDENTHAL deutlich in eine didaktische
Phanomenoal ogie eingebettet und stérker auf die Erforschung des Lernens as
auf Umsetzung fir den Unterricht gerichtet sein (Was bei den klassischen
didaktischen Sachanalysen der Fall war.)

4. Beobachtung von Kindern

Mit zahlreichen Momentaufnahmen aus der kognitiven Entwicklung seines
Enkels BASTIAAN (i;k) stiitzt FREUDENTHAL Hypothesen Gber die kognitive
Entwicklung von Kindern. Meist schil dert er Beobadhtungen sportanen Ver-
haltens, gelegentlich auch das Verhalten in Problemsituationen, devon Grof3
vater geschaffen worden sind. Manche Didaktiker rimpfen de Nase, dal3
FREUDENTHAL seinen Enkel vorfihrt und keaveifeln de Aussagekraft seiner
Beobacdhtungen. Man sollte dabei nicht Gbersehen, dald FREUDENTHAL hier in
einer fur die Entwicklungspsychologie wichtigen Traditi on steht. Gegen Ende
des vorigen Jahrhunderts entstanden zahlreiche Sauglings- undKinderbiogra-
phien, die ds Tagebucher gefiihrt wurden. Haufig zitiert wurde das Buch des
Jenae Physiologen PREVER, , Die Sede des Kindes* (1882, in den Beobadh-
tungen Uber seinen Sohn Axel geschildert werden. Die Aufzechnurgen der
Ehepaae ScupiN (1907, B10, 193) und STERN (1914 aus Beobadhtungen
der eigenen Kinder wurden wichtige Quellen der friihen Entwicklungspsycho-
logie. In dese Tradition gehtren auch PIAGETS Beobadhtungen (1936, 1937,
1945. Vergleicht man ale diese Schilderungen, so wird deutlich, dai3 ihre
Aussagekraft im wesentlichen vom Beobadter bestimnt ist. Aus der Flut
magli cher Eindriicke tber dasV erhalten desKindes gerade das herauszufiltern,
was fir eine Theorie bedeutsam ist, setzt das Gespur des Theoretikers fir
ergiebige Situationen undeine ausgepragte Sensibilit & fiir die AuRerungen des
Kindes voraus. FREUDENTHALS ,, Schnappschiss" off enbaren dese Fahigkeit
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bei ihm in holem Mal3e. (Trotzdem wére eswohl fair gewesen, BASTIAAN in
das sehr ausfihrliche Namens- und Sadregister aufzunehmen. Denn ihm
verdankt er sicherlich mehr Einsichten als manchem anderen, der dort aufge-
fuhrt ist.)

FREUDENTHAL hat an den Versuchen PIAGETS auch all erlei zu kritisieren, was
dieser den Kindern antut: Durch de Art der Fragen werden Kinder hereinge-
legt (z.B. ,Was ist mehr?“ bei den Anzahlversuchen). Die Art der Fragen
zwingt die Kinder zu einem kinstlich niedrig gehaltenen kognitiven Niveau
(z.B. beim Zeichnen in den Versuchen zum raumli chen Denken) oder setzt sie
einer verarmten kunstlichen Umgebung aus (z.B. in den Versuchen zur Sym-
metrieefasaung).

Insbesondere die Versuche aur Entwicklung des raumlichen Denkens haben
auch nach meinen Eindruck bei PIAGET ein Niveau, das nicht einmal den
Versuchen entspricht, die zB. STERN bereits zu Beginn des Jahrhunderts
(1909 in seinen Untersuchungen erreicht hatte. Auch de Untersuchungen von
LEVINSTEIN (1905 undvon KERSCHENSTEINER (1906 hatten bereitseine Fille
brauchbarer Beobadchtungen tber die Entwicklung der ze chnerischen Fahig-
keiten bei Kindern geliefert, so dal? hier die Ausfiihrungen PIAGETS recht kiim-
merlich wirken.

Nacdh meinem Eindruck hétte FREUDENTHAL auch bei den Untersuchungen von
BINET (1890 zur Entwicklung des Zahlbegriffs, der mit dhnlichen Versuchs-
anordnurgen wie PIAGET arbeitete, weniger einzuwenden.

Solche Untersuchurngen ignoriert leider auch FREUDENTHAL. Er erschopft sich
damit bei diesen interessanten Themen Ubkerwiegend in der Kritik an PIAGET.
Seine eigenen Beobadhtungen haben eher marginalen Charakter. Sie bleiben
Momentaufnahmen. Obwohl BASTIAAN zu urterschiedlichen Zeitpurkten
beobacdhtet worden ist undseinem Grofdvater sehr an eéinem Langsschnitt li egt,
wird ein solcher in der , Didaktischen Phanomenadlogi€* nicht deutlich.

Diese Schwadstellen des Buches zeigen mir, dald in der Mathematikdidaktik
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nach wie vor ein Bedarf an Kinderbiographien besteht, aus denen man de
Entwicklung des mathematischen Denkens erkennen konrie. Dartiber hinaus
scheint es mir auch nawendig zu sein, klasssche Arbeiten zur Entwicklung
des mathematischen Denkens in der Mathematikdidaktik zu verarbeiten.
Schliefdlich scheinen mir fur viele von FREUDENTHAL formulierte Thesen
empirische Untersuchungen mit statistisch gesicherten Ergebnissen nawendig
zusan.

5. Erforschung der Konstituierung mentaler Objekte

FREUDENTHAL vermeidet esbewuld, in seiner ,, Didaktischen Phéanomenadlogie®

von , Begriff serwerb” zu sprechen. Ihninteresgert das Vorfeld. Er spricht von
»mentalen Objekten”, so wie FISCHBEIN (1975 ,, Intuitionen” benutzt oder wie
SEMADENI den Terminus ,, Pramathematik” verwendet.

Es erscheint mir sinnvoll, diesen Begriff als Arbeitsbegriff zu benutzen. Al-
lerdingswird er in weiteren Untersuchungen zu prazsieren sein, denner bleibt
bei FREUDENTHAL relativ offen.

Auch de Verwendurg des Terminus ,, Konstitution® finde ich recht sinnvoll,
denn,, Entwicklung” 183t zu wenig Spielraum fr 8ulere Einflisse wie Umwelt
und Schulunterricht.

Gegentiber rein psychologischen Untersuchurgen tiber die Entwicklung ma-
thematischen Denkens kénrte der wesentli che Beitrag der Mathematikdi daktik
darin bestehen, &uli¥ere Einflisse, insbesondere den Mathematikunterricht, in
die Untersuchungen mit einzubezehen. Eine funderte didaktische Phdnomeno-
logie kannfir die Validitét der Untersuchungen sorgen; Einzd beobadhtungen
undUnterrichtserfahrungen von Didaktikern erhdhen de Chancen, Hypathesen
zu hilden, deren Signifikanz sich nachweisen |&f3t.
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6. SchluRbemerkungen

Obwohl FREUDENTHALS didaktische Phdnomendogie sehr griindich urd
umfassend ist, ist sie doch prinzipiell offen fir Ergdnzungen undRevisionen.
Insofern hat er eher einen Weg gewiesen als einen kunstvoll en Bau errichtet.
BELL schreibt in einer Rezension deses Buches (1986:

Lltisaunique bodk. On the epistemologicd dimension, it stands midway
between bodks like Newman: The world of mathematics, and the work of
PIAGET."

Nad FREUDENTHALS Kritik an PIAGET beaweifle ich, dald er dies als Kom-
pliment betracdhtet.
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