
46. Störungen des „ didaktischen Gleichgewichts“ im Ma-

thematikunterr icht
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1. Einleitung

Allen Reformvorschlägen ist gemeinsam, daß sie nur einen Aspekt von

Mathematikunterricht ins Auge fassen und den Unterricht von dort her ändern

wollen. Immer handelt es sich um „Patentlösungen“ , mit denen in der Regel

mehr Schaden angerichtet wird. Dies Vorgehen erinnert in fataler Weise an die

Einstellung der Technokraten, durch isolierte Eingriffe in die Natur Probleme

lösen zu wollen. Und wie in der Natur all diese „Problemlösungen“ das ge-

samte Gleichgewicht durcheinandergebracht haben, so lassen sich auch im

Mathematikunterricht Gleichgewichtsstörungen als Folge isolierter Reformbe-

strebungen feststellen. Ich werde das im folgenden durch einige Beispiele

belegen. Dabei li egt mir nicht an Schuldzuweisungen, sondern es geht mir um

Verständnis für den Mathematikunterricht, so wie er heute ist, aber auch so,

wie er sein könnte und sein sollte.

Unter den Studienanfängern in den Geisteswissenschaften, die nach den Mo-

tiven für die Wahl ihres Studienganges befragt wurden, hat der „Spiegel“

jüngst eine Gruppe identifiziert, die er „Mathe-Nieten“ nennt. Es sind dies

Studenten, die in der Schule in Mathematik versagten und bei der Wahl ihres

Studienganges hoff ten, nie mehr mit Mathematik zu tun haben zu müssen. Es

ist nicht neu, daß auf der Schule Menschen einen „Horror mathematicae“ , eine

„Mathephobie“ , entwickeln.

Häufig wird das Versagen in Mathematik auch nicht als Makel empfunden.

Andererseits rangiert Mathematik bei allen Befragungen von Gymnasiasten

über die Einschätzung der Schulfächer recht weit vorn in der Beliebtheitsskala.

Allerdings erleben Studenten, die in der Schule mit Mathematik keine Proble-

me hatten, dann oftmals im Studium einen Schock, wenn sie in den Vorlesun-
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gen die Mathematik aus der Schulzeit nicht wiedererkennen und auf einmal

Schwierigkeiten mit ihr bekommen. Auch dies Problem ist nicht neu. Schon

FELIX KLEIN beklagte diese „Diskontinuität“ zwischen Schule und Hochschule.

Ebenso alt wie die Probleme mit dem Mathematikunterricht sind aber auch die

Mechanismen der Schuldzuweisung: Für die Lehrer sind es die ungeeigneten

oder lernunwilli gen Schüler. Für die Eltern handelt es sich in der Regel um

eine Frage der Vererbung. Sie erinnern sich an ihr eigenes Versagen in Ma-

thematik und halten das für naturgegeben. Für die Mathematikprofessoren sind

es die mathematischen Unzulänglichkeiten der Lehrer. Für die Didaktiker und

Pädagogen ist es der mathematische Ehrgeiz der Lehrer, der von den Ma-

thematikprofessoren angestachelt wird. Für die Politi ker ist jeweils der politi -

sche Gegner dafür verantwortlich

Je nach der Position werden Reformvorschläge gemacht: Der Lehrer möchte

endlich das untere Drittel seiner Klasse los sein. Die Eltern möchten das Ge-

wicht der Mathematiknote reduzieren. Die Mathematikprofessoren möchten

möglichst wenig Mathematik in der Schule, diese aber einheitli ch. Die

Mathematikdidaktiker wollen es mit neuen Inhalten (z.B. Computermathema-

tik) erreichen, die Pädagogen suchen das Heil i n neuen Methoden (z.B. Pro-

jektunterricht), die Politi ker wollen nur die nächste Wahl gewinnen (z.B. durch

ein Verbot der Mengenlehre).

Bei meinen Überlegungen möchte ich nicht nur den Mathematikunterricht an

den Gymnasien anal ysieren und krit i sieren, sondern auch den

Mathematikunterricht an den Hochschulen mit einbeziehen. Dies deshalb, weil

die Mathematikausbildung an den Hochschulen über die Ausbildung der

Lehrer auch Einfluß auf den Schulunterricht hat; aber auch um zu vermeiden,

daß wir über dem „Splitter im Auge des Lehrers den Balken im eigenen Auge“

übersehen.



3

2. Didaktisches Gleichgewicht im Mathematikunterr icht

Mathematikunterricht ist ein Geschehen, in dem eine Vielzahl von Komponen-

ten gegenseitig aufeinander bezogen sind.

2.1 Das didaktische Dreieck

Das einfachste Modell zur Beschreibung dieses Beziehungsgefüges ist das di-

daktische Dreieck:

Es gibt die drei zentralen Komponenten des Unterrichtsgeschehens an. Die

Beziehungen sind vielfältiger Art: Der Lehrer hat Ziele, der Schüler hat

Bedürfnisse, die Mathematik hat ihre eigenen Gesetze. Sie alle müssen in

einem Unterrichtsprozeß berücksichtigt werden. Teilweise sind Interessen und

Forderungen gegensätzlich, man muß dann nach einem Ausgleich suchen. Man

denke etwa an die Forderung nach logischer Strenge von der Mathematik her,

die mit dem gegenständlichen Denken eines jungen Schülers schwer vereinbar

ist.

Es gibt bekannte Gleichgewichtsstörungen: WAGENSCHEIN beschreibt den

Lehrer, der sich in erster Linie der Mathematik verpfli chtet weiß und darüber

das Kind vergißt. Er appelli ert deshalb an den Lehrer, vor allem Pädagoge zu

sein, und läuft nun seinerseits Gefahr, das Gleichgewicht in die andere Rich-

tung hin zu verschieben. Ende der sechziger Jahre bemühten sich Studenten

darum, den Professor als Lehrer zu eliminieren und sich ganz der Mathematik

auszuliefern. Sie übersahen dabei, daß Mathematik in Skripten und Büchern

meist „unpersönlich“ dargestellt wird, d.h. die Beziehung des Lehrenden zur

Mathematik bleibt verborgen. Schließlich gibt es den Professor, der in seiner

Vorlesung die Hörer weitgehend ignoriert, indem er die Mathematik wie in

einer Monographie darstellt .
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Einige Fehlentwicklungen lassen sich also als Vernachlässigung einer Kompo-

nente des didaktischen Dreiecks deuten. Für eine Analyse des Unterrichts-

geschehens erscheint mir jedoch dieses Schema zu grob.

2.2 Komplementaritäten

Betrachtet man Zielsetzungen des Mathematikunterrichts, dann findet man

Komplementaritäten: die Schüler sollen Wissen und Können erwerben. Wissen

wird angewendet und führt zu Können, das Können wiederum ermöglicht

neues Wissen. In der Mathematikvorlesung der Universität steht die Vermitt-

lung von Wissen im Vordergrund; man nimmt an, daß sich das Können dann

als Folge einstellt . In der Schule dagegen wird das Können stärker betont;

Verfahren werden angeeignet und angewendet. Wissen steht weitgehend nur

im Dienste des Könnens. Es wird deutlich, daß im Mathematikunterricht eine

Balance zwischen diesen beiden Komponenten hergestellt werden muß.

An den Hochschulen gibt es zwei unterschiedliche Traditionen für die Or-

ganisation des Mathematikstudiums: An den Technischen Hochschulen wurde

Mathematik meist als „Mathematik I, II , III ,...“ unterrichtet, an den Universitä-

ten dagegen nach Fachgebieten wie Analysis, lineare Algebra, Funktionen-

theorie usw. Im ersten Fall stand das Bemühen um Integration im Vordergrund,

im zweiten Fall sollte durch Isolation eines Gebiets eine in sich abgerundete

Darstellung gegeben werden. Auch in der Schule ist es einerseits wichtig, in

sich geschlossene Themen zu behandeln, andererseits müssen auch immer

wieder Querverbindungen sichtbar werden.

Für den forschenden Mathematiker ist ein wesentlicher Antrieb für seine

Arbeit die Intuition. Intuition ist fehleranfällig. Die Forschungsergebnisse

müssen daher durch Strenge gesichert werden. Strenge bremst zugleich, sie

kann sogar den ganzen Schwung nehmen und zur Unfruchtbarkeit führen. Es

ist gute Tradition, im Mathematikunterricht durch Impulse die Intuition der

Schüler zu fördern. Andererseits werden die Schüler dann häufig durch Kritik

des Lehrers wieder entmutigt. Die Schüler müssen lernen, daß das kritische

Arbeiten an eigenen Formulierungen bei einem Mathematiker genau so selbst-
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verständlich ist wie bei einem Schriftsteller.

Im übrigen ist für den Unterricht in dieser Hinsicht der forschende Mathema-

tiker eher als Vorbild geeignet als der lehrende Mathematiker. Dem forschen-

den Mathematiker erschließt sich neue Mathematik in Form eines Netzwerkes.

Wenn er seine neuen Ergebnisse darstellt , dann tut er dies meist in Form einer

axiomatisch aufgebauten Theorie; seine Darstellung ist dann von Linearität ge-

prägt. Wenn der Schüler Mathematik linear dargestellt erhält, wie soll er dann

Mathematik selbst entdecken lernen? Immer wieder ist deshalb vorgeschlagen

worden, Netzwerke mathematischer Sachverhalte im Unterricht zu erarbeiten.

Ein solcher Unterricht kann jedoch in ein unentwirrbares Chaos münden, bei

dem die Schüler keinen roten Faden mehr erkennen. Also ist eine gewisse

Systematik nötig.

Mathematikunterricht behandelt Sachverhalte, die zum größten Teil seit langem

bekannt sind. Die Schüler lernen ein Kulturgut kennen, von dem sie den Ein-

druck der Abgeschlossenheit erhalten. Sie können sich das aneignen, in jedem

Fall  sind sie nur Nach-Denker. Die Entwicklungsfähigkeit der Mathematik er-

kennt praktisch kein Schüler. Wie ist es sonst zu erklären, daß man mit einem

in Mathematik erworbenen Doktorgrad immer wieder verwundert gefragt wird:

Ja, gibt es denn da überhaupt noch etwas Neues zu entdecken? Dies hängt eng

damit zusammen, daß die Schüler im Unterricht vor allem rezeptiv arbeiten und

kaum Möglichkeiten erhalten, kreativ zu werden.

Ich frage immer wieder Studenten, ob sie schon einmal selbst einen neuen ma-

thematischen Begriff gebildet hätten. Bisher ist das immer verneint worden. Sie

waren dann meist überrascht, wenn ich ihnen zeigte, wie man durch eine

Zusatzforderung aus einem Begriff einen neuen Unterbegriff bilden kann.

Offensichtlich war ihnen diese Vorgehensweise bisher nicht bewußt geworden.

2.3 Gleichgewichtssysteme

Bei den komplementären Komponenten hatte ich die Beziehung zweier Kom-

ponenten zueinander hervorgehoben. Tatsächlich ist die Wirklichkeit kom-
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plizierter. Wenn wir eine Komponente im Unterricht ändern, dann beeinflußt

das in der Regel mehrere andere Komponenten. Wird z.B. das algorithmische

Arbeiten überbetont, dann hat dies einen Rückgang des begriff lichen Arbeitens

zur Folge. Zugleich wird das Können gegenüber dem Wissen bevorzugt. Kor-

rektheit gewinnt hier ein Übergewicht gegenüber Intuition, die Schüler arbeiten

eher rezeptiv als kreativ. Mathematik ist dann ein System von Objekten, in dem

nach bestimmten Regeln gearbeitet wird; das Ringen um die Lösung von

Problemen tritt in den Hintergrund.

Hier ist eine Änderung so geschildert, daß sie negativ wirkt. Ich hätte das auch

werbewirksamer verpacken können. Etwa indem ich die großartigen Leistungen

des Computers beim algorithmischen Arbeiten und die Kraft des Kalküls betont

hätte. Die anderen Komponenten hätten dagegen weniger attraktiv gewirkt. Das

Beispiel sollte zeigen, wie leicht Veränderungen zu unkontrolli erbaren Wirkun-

gen führen. Zugleich wird deutlich, wie anfälli g das System Schule für plakati-

ve Eingriffe ist, die angeblich Mißstände beseitigen sollen, in Wirklichkeit

jedoch neue Mißstände hervorrufen.

Jeder Gebildete in der Bundesrepublik hat Mathematik in der Schule kennenge-

lernt. Dort fand seine erste Begegnung mit Mathematik statt, und auf den

Mathematikunterricht beschränken sich bei vielen Menschen ihre Erfahrungen

mit dieser Wissenschaft. Aber da beginnt bereits die Problematik: Haben diese

Menschen wirklich die Mathematik erfahren? Oder handelt es sich vielleicht

um sekundäre Erscheinungsformen von Mathematik, die das Wesentliche und

Typische dieses Faches eher verschleiern? Gibt der Mathematikunterricht über-

haupt ein gültiges Bild von Mathematik? Es gibt Indizien dafür, daß es nicht so

ist. Nach wie vor erlebt der Studienanfänger die bereits von KLEIN beschriebe-

ne Diskontinuität zwischen Schule und Hochschule. Daran ist freili ch auch die

Hochschule nicht ganz unschuldig; denn mit dem gleichen Recht kann man

natürlich den Mathematikprofessor fragen, ob denn seine Vorlesung ein gülti -

ges Bild von Mathematik gibt. Aber Algebra, Geometrie, Infinitesimalrechnung

und lineare Algebra, die auf der Schule gelehrt werden, sind doch wichtige

Gebiete der Mathematik! Offenbar reichen dazu nicht die Inhalte, sondern dazu
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gehören auch die Methoden, persönliche Erfahrungen und Bewertungen.

Über das grundlegende Ziel des Mathematikunterrichts am Gymnasium besteht

weitgehend Konsens:

Der Mathematikunterr icht soll den Schülern ein gültiges Bild von Mathe-

matik darstellen und Grunderfahrungen im Umgang mit Mathematik ver-

mitteln.

Dieses Ziel kann man z. B. mit folgenden Argumenten begründen:

(1) Mathematik ist ein wesentlicher Teil unserer Kultur. Für einen Gebildeten

ist es deshalb unumgänglich, den Beitrag der Mathematik zu unserer Kultur zu

kennen.

(2) Der Abiturient soll sich auf Grund zuverlässiger Erfahrungen für oder

gegen Mathematik als Studienfach entscheiden können.

(3) Er sollte beurteilen können, was man den Mathematikern anvertrauen kann

und was besser nicht (DIEDERICH).

Meine Grundthese lautet:

Dieses Ziel läßt sich nur dann erreichen, wenn im Mathematikunterricht

„didaktisches Gleichgewicht“ herrscht.

Nach meiner Überzeugung sind wir von einem solchen didaktischen Gleichge-

wicht im Mathematikunterricht ziemlich weit entfernt, und deshalb verfehlt der

Mathematikunterricht am Gymnasium weitgehend sein grundlegendes Ziel.

Im folgenden will i ch einige Gleichgewichtsstörungen und ihre Ursachen auf-

zeigen. Ich benutze dabei einprägsame Bilder, die die Misere deutlicher hervor-

treten lassen sollen.
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3. Störungen des didaktischen Gleichgewichts

3.1 Überlastung: Überbewertung neuer Inhalte

Der Mathematikunterricht wird immer wieder von Modeströmungen heim-

gesucht. Von begeisterten Verkündern wird das Heil für den Mathematikunter-

richt in neuen Inhalten gesucht, die in der Regel zu erhebli chen

Gleichgewichtsstörungen führen. Beispiele sind die Abbildungsgeometrie in

den dreißiger Jahren, die Vektorrechnung in den fünfziger, die Mengen und

Strukturen in den sechziger Jahren und etwa seit den siebziger Jahren der

Computer. Für PAPERT ist die Schildkröten-Geometrie, die Kinder mit Logo am

Computer entdecken sollen, das Mittel der Wahl zur Vermeidung der „Ma-

thephobie“ .

Betrachten wir einmal das Thema „Mengen und Strukturen“ . Mit dem Hinweis

auf die Entwicklung der modernen Mathematik wurde die Notwendigkeit

begründet, diese neuen Themen in den Unterricht aufzunehmen. Man sah in

der Strukturmathematik eine wesentliche Komponente der modernen Mathe-

matik, die bis dahin vernachlässigt worden war. Zugleich sah man die Mög-

lichkeit, das begriff liche Arbeiten im Mathematikunterricht zu verstärken und

damit den Abstand zur Universität zu verringern.

Um die Lehrpläne nicht zu überladen, sollten die neuen Themen nicht als In-

halte, sondern als Methoden an traditionellen Themen verwendet werden. Dies

erwies sich schnell als Illusion. Mengen und Strukturen begannen ein Eigenle-

ben; die Zeit wurde knapp; Einschränkungen bei anderen Inhalten wurden

nötig. Das ging vor allem zu Lasten der Geometrie. Damit kamen wichtige

Komponenten des Mathematikunterrichts wie Problemlösen, Konstruieren,

Vermutungen aufstellen, Begründen, Zusammenhänge erforschen zu kurz. Zu-

gleich führte das Arbeiten mit Mengen und Strukturen in traditionellen Gebie-

ten wie der Algebra zu einer Vergrößerung des formalen Aufwandes. Im

Vordergrund stand nun nicht mehr das Lösen einer Gleichung, sondern die An-

gabe von Grundmengen, Definiti onsbereichen, Umformungstypen und

Lösungsmengen. Strukturmathematik drängte andere wichtige Aspekte der
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Mathematik in den Hintergrund, so wie es von LAUGWITZ in seinem Nürn-

berger Vortrag vorhergesehen worden war.

Das ganze System war aus dem Gleichgewicht geraten. Übriggeblieben ist ein

begriff licher Leerlauf in Algebra und Analysis. Von den fundamentalen Ideen

der Mengenlehre und der Algebra erfährt kaum ein Schüler etwas. Jetzt wird

das Arbeiten mit dem Computer propagiert. Vielleicht geht es ja diesmal

besser. Aber man darf skeptisch sein, denn wieder wird ein bestimmter Aspekt

der Mathematik (hier der algorithmische) überbetont. Die Begeisterung der

Anhänger steckt vielleicht Schüler an, aber ist es wirklich die Mathematik, die

begeistert? Man darf daran zweifeln.

3.2 Flurbereinigung: Reduktion der Themen

Die öffentliche Diskussion um die „neue Mathematik“ , die im Laufe der ver-

schiedenen „Reformen“ aufgehäuften Inhalte führten besonders in der

Sekundarstufe 1 zu einer unerträglichen Stoffülle und Überlastung der Schüler.

Auf den Protest von Eltern hin wurden inzwischen die Lehrpläne gründlich

ausgedünnt (z.B. in Baden-Württemberg und in Rheinland-Pfalz). Das rigide

Zulassungsverfahren für Schulbücher sorgte für Minimalausgaben, die nur

noch das enthalten dürfen, was vom ausgedünnten Lehrplan vorgesehen ist.

Dies führte im übrigen zu einer erheblichen Angleichung der Schulbücher, so

daß Unterschiede kaum noch erkennbar sind. In der Kollegstufe hat das Kurs-

system zur Konzentration auf einige wichtige Themen geführt. Es handelt sich

um „Monokulturen“ , in denen es keine thematische Abwechslung mehr gibt.

Die Ursachen sind hier vor allem schulorganisatorische Änderungen und die

Anlehnung an Vorbilder aus der Universität. Durch Konzentration auf einige

zentrale Themen wurde der Lebensraum für interessante kleinere Themenkreise

und Problemfelder beseitigt. Das didaktische Gleichgewicht wurde dadurch

gestört. Mathematik wurde eintöniger. Zugleich entstand durch die Konzen-

tration auf Hauptthemen eine Verstärkung der Systematik. Dies führt häufig zu

einem linearen Aufbau und dem Bemühen um Vollständigkeit und Abge-

schlossenheit. Die Konzentration auf Hauptgebiete behindert schließlich das
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Erkennen von Querverbindungen und Zusammenhängen. Mit der Konzen-

tration steigen zugleich die Anforderungen in diesen Gebieten. Um sie zu

erreichen, wird mehr geübt. Die Folge ist eine deutliche Zunahme der Auf-

gabenplantagen.

3.3 Aufgabenplantagen: Überschätzung des Übens

Fragt man Lehrer, was man an dem eingeführten Schulbuch verbessern sollte,

dann wird an erster Stelle unabhängig vom Umfang des eingeführten Schul-

buches der Wunsch geäußert: „ Mehr Aufgaben!“ . Betrachtet man die

mathematischen Lehrbücher über die Jahrhunderte hinweg, so fallen zwei

Grundtypen ins Auge: das theoretische Lehrbuch und die Aufgabensammlung.

Es gibt berühmte mathematische Lehrbücher ohne eine einzige Aufgabe, und

es gibt umgekehrt reine Aufgabensammlungen.

In den Universitätsvorlesungen herrschen die theoretischen Darstellungen vor.

Die mathematische Übung ist erst im vorigen Jahrhundert durch FELIX KLEIN

eingeführt worden. Am Polytechnikum, an den Ingenieurschulen standen dage-

gen traditionell die Aufgaben im Vordergrund. Auch an den Technischen

Hochschulen hatte das Lösen von Aufgaben eine größere Bedeutung als an den

Universitäten. Das wird auch deutlich an den Klausuren, die an den Tech-

nischen Hochschulen zu jedem Kurs zu schreiben waren. Eine Einrichtung, die

an den Universitäten fremd war.

Aufgaben sind nützlich für Lehrer und Schüler. Der Lehrer kann mit Aufgaben

seine Vorbereitung minimieren. Der Unterricht kann aus einer Kette von

Aufgaben bestehen. Wird man mit einer Aufgabe in der Stunde nicht fertig,

dann kann man sie von den Schülern zu Hause zu Ende rechnen lassen.

Aufgabenlieferant ist meist das Buch. Die Orientierung an Aufgaben macht es

aber auch den Schülern leichter. Sie lernen Aufgabentypen. Die erwarteten

Leistungen sind wohldefiniert, und die erforderlichen Fähigkeiten sind trainier-

bar. Selbst formal anspruchsvolle Aufgaben können trainiert werden. In Län-

dern mit Zentralabitur werden mit Stolz solche Leistungen vorgezeigt; dabei

übersieht man, mit welcher Öde und mit welchem Stumpfsinn im Unterricht
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derartige Leistungen häufig bezahlt werden müssen. Die Verstärkung des

Übens ist aber häufig auch eine notwendige Maßnahme, um überhaupt Leistun-

gen in Klassenarbeiten zu erzielen, bei denen die Arbeit gewertet werden kann.

Der Lehrer reagiert damit auf die von der Gesellschaft so gewollte Öffnung der

höheren Schule.

In der Kollegstufe hat vor allem der Numerus clausus der Universität zu einer

Aufwertung meßbarer Leistungen geführt. Der Lehrer sieht sich damit dem

Druck ausgesetzt, seinen Schülern die Chancen für bessere Noten zu vergrö-

ßern.

Die starke Betonung von Aufgaben bringt das didaktische Gleichgewicht

durcheinander. Einführungsphasen werden reduziert, Begründungen spielen

eine untergeordnete Rolle; Begriff lichkeit tritt in den Hintergrund; Routine

überwiegt gegenüber dem Einfall; Können wird höher gewertet als Wissen;

Beherrschen geht über Verstehen. Nach WAGENSCHEIN kommt es zur „Dressur

des Unverstandenen“ . Rezeptivität überwiegt, es sind kaum Entfaltungsmög-

lichkeiten für kreatives Denken vorhanden.

Aufgaben müssen sein; Sicherheit wird nur durch Übung erzielt. Wer be-

stimmte Fähigkeiten nicht besitzt, dem sind neue Einsichten verschlossen. Aber

das Üben muß im Gleichgewicht stehen mit anderen Aktivitäten des Unter-

richts.

3.4 Dürre: Überbetonung der Fakten

Man beschreibt die Tätigkeit eines Lehrers häufig mit dem Wort „durchneh-

men“ . Die Winkelsumme im Dreieck wird durchgenommen, der Satz des

PYTHAGORAS wird durchgenommen usw. Auf der Schülerseite spricht man

davon: den Satz über die Winkelsumme „haben wir gehabt“ , den Satz des

PYTHAGORAS „ haben wir gehabt“ usw. Der Lehrer kann wieder ein Thema

abhaken, und die Schüler können das ebenfalls.

Vieles kann straflos wieder vergessen werden; erstaunlich schnell geschieht

das. Ich habe einmal von Studienanfängern einen kurzen Aufsatz darüber
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schreiben lassen, was sie von der Geometrievorlesung erwarten. Bei den mei-

sten klang durch: „ Ich habe alles vergessen. Ich erinnere mich nur noch an den

Pythagoras und weiß gar nicht, wie ich das mal unterrichten soll . Das will i ch

endlich hier lernen.“ Diese Inhalte sind ganz offensichtlich nicht mit auffäl-

ligen Erlebnissen, erregenden Fragestellungen oder angenehmen Erinnerungen

verbunden. Es ist totes Wissen. In einem trockenen Unterricht fehlen alle

lebensspendenden „Vitalstoffe“ .

Der Unterricht konzentriert sich auf Fakten. Ich habe einmal Lehramtsstu-

denten vorgeschlagen, eine Bienenwabe in den Unterricht mitzunehmen und

daran die Eigenschaft des regelmäßigen Sechsecks zu studieren. Die Studenten

hielten dies für einen typischen Didaktiker-Vorschlag, der mit faulen Tricks die

Schüler motivieren wolle. Es sei doch ehrlicher, gleich zur Sache zu kommen.

Die Überbetonung der Fakten vernachlässigt Phänomene, Probleme sowie die

Phantasie und die Kreativität des Schülers. Die Ursachen liegen hier wohl vor

allem in der Bequemlichkeit der Lehrer und ihrer häufig einseitig fachlichen

Ausbildung. Auch Fächerkombinationen ohne Physik, bei denen dieses wichti-

ge Anwendungsfeld nicht mehr vertraut ist, verstärken den Effekt.

3.5 Nivelli erung: Fehlende Akzentuierung

Ich habe in einer Vorlesung über Didaktik der Analysis zu Beginn die fortge-

schrittenen Studenten gebeten, sie sollten mir die nach ihrer Einschätzung

wichtigsten Begriffe und Sätze der Analysis nennen. Die Studenten waren

völli g konsterniert. In den Vorlesungen, die sie gehört hatten, waren alle Be-

griffe und Sätze gleich wichtig gewesen. Wir haben im Urlaub eine Famili e

beim Essen beobachtet. Zu Beginn fingen sie jedes Essen an, mit der Gabel zu

musen. Sie aßen immer nur Brei! So scheint es den meisten Schülern zu gehen.

Sie erhalten einen großen Einheitsbrei. Alles ist wichtig. Dabei muß ein Zerr-

bild von Mathematik entstehen. Denn wenn alles gleich wichtig ist, dann kann

man sich nichts merken. Es ist eine Illusion zu meinen, die Schüler könnten

alles behalten. Andererseits entwickeln die Schüler bald ein Gespür dafür, was

für die Klassenarbeit wirklich wichtig ist. Danach filtern sie. Wenn der Lehrer
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also wieder einmal einen Beweis bringt und sich dabei über die ganze Tafel

abmüht, dann wissen sie, daß dies für die Klassenarbeit doch irrelevant ist. Die

hohe Bewertung der Systematik läßt den Mathematiker nach Lückenlosigkeit

streben. Er übersieht dabei, daß so gerade nicht gelernt wird. Man weiß, daß

Lernen nur in mehreren Durchgängen geschieht. Das Bedürfnis nach Schlie-

ßung von Lücken taucht erst in einer recht späten Phase des Lernprozesses auf.

WAGENSCHEIN spricht deshalb vom „Mut zur Lücke“ !

Durch eine Akzentuierung hat es der Lehrer in der Hand zu steuern, was die

Schüler behalten sollen. Der Mensch benötigt zum Lernen Orientierungshil fen,

Zielangaben und Bewertungen.

3.6 Oberflächlichkeit: Vorherrschen formaler Begründungen

Die Antwort des Mathematikers auf die Frage „Warum?“ ist in der Regel ein

formaler Beweis. Besonders schlimm wird es, wenn dieser Beweis eine

vollständige Induktion ist. Warum ist die Summe der ersten n natürlichen

Zahlen gleich ? Diese Frage wird nicht durch eine vollständige Induk-n

2
(n � 1)

tion beantwortet, sondern durch den Gedankengang, der zur Entdeckung dieses

Zusammenhangs führt.

Weshalb verdoppelt sich das Volumen eines Prismas, wenn man die Höhe ver-

doppelt oder wenn man die Grundfläche verdoppelt? Diese Frage wird meist

algebraisch mit der Formel beantwortet. Dabei geht man der Sache auf den

Grund, wenn man zwei kongruente Prismen aufeinandersetzt oder aneinander-

stellt . Im ersten Fall wird eine formale Begründung gegeben, im zweiten eine

inhaltli che, die die Zusammenhänge deutlich werden läßt. Im Mathematikunter-

richt werden Begründungen häufig formal gegeben. Beweise im Mathematik-

unterricht haben aber nicht in erster Linie die Funktion, die Wahrheit eines

Sachverhaltes zu verteidigen, sondern sie soll ten den Satz verständlich machen.

In einem genetischen Unterricht ist deshalb ein Beweis nach der Formulierung

eines Satzes eigentlich erneut überflüssig, denn die entscheidenden Überlegun-

gen führen zu dem Satz hin. Er ergibt sich aus der Überlegung. Das Notieren

des Beweises hat dann nur noch die Funktion einer Kontrolle.
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Den Dingen auf den Grund gehen, kostet Anstrengung. Immer wieder hört der

Lehrer: „Sie können sich den Beweis sparen, wir glauben Ihnen das auch so.“

Auch an der Hochschule ist das nicht viel anders. Braucht ein Elektrotechniker

in der Mathematikvorlesung einen Beweis? Sicher nicht als ein Mittel zur

Wahrheitssicherung: wohl aber braucht er die entsprechende Überlegung zur

Erkenntnisgewinnung. In einer didaktisch guten Vorlesung werden deshalb

ebenfalls die entscheidenden Ideen vor dem Ergebnis liegen. Das schließt

natürlich nicht aus, daß auch mal eine Vermutung bewiesen wird!

Bei der Frage nach dem „Warum“ reden Lehrer und Schüler häufig aneinander

vorbei. Der Schüler meint damit meist „Wozu“ , fragt also final. Der Lehrer

dagegen antwortet meist kausal. Viele Schüler unterlassen Fragen nach dem

„Warum“ , weil sie gar keine befriedigende Antwort erwarten. Umgekehrt ka-

pituliert der Lehrer vor dem Desinteresse der Schüler. Der Unterricht be-

schränkt sich auf das Funktionieren von Mathematik. Man kann sich auf dieser

Basis arrangieren. Nur darf man sich dann nicht wundern, daß der Erkenntnis-

wert der Mathematik als gering erachtet wird.

Indem man auf Begründungen verzichtet, wird das didaktische Gleichgewicht

in Richtung Verfahren, Routine, Funktionieren verschoben. Man begnügt sich

mit der Devise der alten Rechenmeister „Machs also, kumt recht!“ An der

Universität wünschen wir uns den Studenten, der forschen möchte, der den

Dingen auf den Grund gehen will , der uns nicht in Ruhe läßt mit der Frage

„Warum?“ Das war wohl auch HUMBOLDTS Vorstellung vom Studenten.

Warum ist dieser Student so selten? Ist er durch den Mathematikunterricht

verdorben? Oder liegt es viel banaler an der Konsumentenhaltung des moder-

nen Menschen?

Aber schon wieder suchen wir die Schuld woanders. Fragen wir uns deshalb,

ob denn unsere Vorlesungen und Übungen zum Forschen, zum Fragen, zum

Nachdenken über Mathematik anregen. Ist es nicht vielmehr so, daß die von

uns gebotene Stoffülle den Studenten „erschlägt“ und unsere Perfektion ihn

entmutigt?
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3.7 Sauberkeit: Überbewertung der Exaktheit

Kürzlich berichtete mir ein Didaktiker, er habe sich bei dem Direktor über die

unmögliche Mathematiklehrerin seines Sohnes beschwert. Der Unterricht muß

ziemlich chaotisch gewesen sein. Was aber kritisierte der Kollege? Er wies

nach, daß viele Definitionen, die sie den Kindern diktiert hatte, Fehler enthiel-

ten. Diese Fehler waren sicher unerfreulich. Aber war das der Kern des Pro-

blems? Der Direktor hatte nun etwas in der Hand. Damit konnte er etwas

unternehmen. Aber das eigentliche Versagen der Lehrerin lag auf einem ganz

anderen Gebiet. Zähneknirschend mußte sie sich dem Urteil des Fachmannes

beugen. Mangelnde Exaktheit ist der letzte Vorwurf, dem sich ein Mathema-

tiklehrer aussetzen will . Ist es da verwunderlich, wenn ein Analysis-Buch für

den Leistungskurs formal anspruchsvoller und logisch strenger ist als z.B. ein

Analysisbuch für Naturwissenschaftler an der Universität, das von einem

Mathematikprofessor geschrieben wurde?

Wie kommt es zu dieser Überschätzung der Exaktheit, der Strenge, der Sau-

berkeit? Dem Mathematikstudenten wird von früh an seine Unzulänglichkeit

bewußt gemacht. Immer wieder erfährt er, teilweise in bissigen Kommentaren,

wie unvollkommen sein Denken ist. Mit dem Wort „unsauber“ wird überdies

noch eine besonders empfindliche Stelle getroffen. Wir wissen, wie wichtig es

für deutsche Mütter ist, daß die Kinder sauber werden. Vor der Frage „ Ist Ihr

Kind schon sauber?“ zittern sie und unternehmen alle Anstrengungen, um das

in Rekordzeit zu erreichen. Und jetzt wird dem Studenten gezeigt, daß er doch

noch nicht „sauber“ ist.

Ist es verwunderlich, daß der so ausgebildete Lehrer einen Sauberkeitswahn

hat? Daß bei ihm im Unterricht alles sauber zugehen muß? Die Vorausset-

zungen werden nun im Leistungskurs immer komplizierter, die Beweise enthal-

ten immer weniger Lücken. Und dann schleicht sich doch wieder ein Fehler

ein, den die Schüler glücklicherweise nicht merken, wenn da nur nicht der

Mathematikprofessor als Vater in Aktion träte. Auch er kritisiert nicht etwa die

Langweili gkeit des Unterrichts, sondern die mangelnde Strenge.
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Die Überbetonung der Strenge behindert die Intuition, das Herausarbeiten von

Ideen, die Betonung wichtiger Sachverhalte, das spontane Arbeiten.

3.8 Wertlosigkeit: Ausklammern der Sinnfrage

Unsere Gesellschaft ist überzeugt davon, daß Mathematik wichtig ist. Sie ist

deshalb Pflichtfach. Im Schutze dieser Entscheidung ist der Mathematikunter-

richt dem Rechtfertigungszwang weitgehend entzogen. Die Mathematiknote hat

Gewicht. Auch im Kollegium freut sich der Musiklehrer, wenn die Mathe-

matik-Fünf die Klasse von einem Rüpel befreit. Mathematik ist in der Schule

und in vielen Studiengängen der Universität ein Instrument zur Selektion.

Diese Machtposition scheint viele Kollegen zu erfreuen. Ich finde diese

Rollenzuweisung erschreckend. Mir ist nicht wohl dabei, wenn Mathematik für

viele Menschen wichtig wird im Sinne von nachweisbaren Quali fikationen,

jedoch wertlos bleibt für die Entwicklung der eigenen Persönlichkeit. Ist es da

nicht verständlich, wenn ein Bürgermeister den Mathematikern endlich mal

sagen kann, daß die Fünf in Mathematik seiner Karriere nicht hinderlich war?

Er merkt offensichtlich nicht, daß seine Bildung ein bedauernswertes Defizit

aufweist. Unterrichten wir Mathematik so, daß die Beschäftigung mit ihr eine

Bereicherung für den Menschen ist? Sind unsere Schüler und Studenten nur

oberflächlich? Mir sagte einmal ein Abiturient: „Mathematik war leicht und

langweili g. Physik war schwer, aber interessant.“

Dies ist auch ein Vorwurf an die Mathematikausbildung an den Hochschulen:

Erfährt der Student in unseren Vorlesungen etwas über den Sinn der Beschäfti-

gung mit Mathematik, über die Rolle der Mathematik im Rahmen der Wissen-

schaften? Erfährt er etwas über Grundlagenprobleme, Metamathematik, Pro-

blemgeschichte der Mathematik? Werden dann noch Prüfungsaufgaben im

Staatsexamen zentral gestellt , dann besteht die Gefahr, daß prüfungsrelevante

Bereiche überbetont und für die Bildung der Studierenden bedeutsame Themen

im Studium vernachlässigt werden. Der Sinn der Beschäftigung mit Mathema-

tik reduziert sich dabei auf das Bestehen einer Prüfung.

Müssen wir uns dann wundern, wenn im Mathematikunterricht die Sinnfrage
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nicht gestellt wird? Wenn aber der Mathematikunterricht darauf verzichtet,

dem Schüler eine Antwort auf die Frage nach dem Sinn der Beschäftigung mit

der Mathematik zu geben, dann ist es nicht weit zum Mißbrauch der Macht.

4. Herstellung eines didaktischen Gleichgewichts

4.1 Reduktion von äußeren Eingriffen

Betrachtet man die genannten Gleichgewichtsstörungen im Mathematikunter-

richt, dann kann man leicht äußere Einwirkungen als Störfaktoren identifizie-

ren: Immer wieder Änderungen bei den Richtlinien, Änderungen der Schulkon-

zeption, Änderungen in der Erwartung von Eltern an die Schule,

Veränderungsvorschläge von Didaktikern, Pädagogen, Mathematikern, jüngst

auch der Industrie. Alle diese Einwirkungen können Anstöße sein, die sich zur

Verbesserung des Mathematikunterrichts auswirken. Meist jedoch haben sie

nur eine bestimmte Komponente des Mathematikunterrichts im Auge und

übersehen, daß eine Veränderung dieser einen Komponente das ganze System

in Schieflage bringt.

Am erschreckendsten in den Reformbestrebungen des Mathematikunterrichts

der sechziger Jahre war für mich die Vorstellung, eine Modernisierung über

Richtlinien und Schulbücher in Gang setzen zu wollen. Den Lehrer also prak-

tisch in Zugzwang zu bringen, um so seinen Widerstand gegen eine Änderung

des Unterrichts zu überwinden. Je stärker ein Lehrer reglementiert wird, um so

mehr entzieht er sich seiner Verantwortung für das didaktische Gleichgewicht.

Die Versuchung für uns ist groß, immer wieder durch Kritik oder Verbesse-

rungsvorschläge in die Schule einzuwirken. Wir werden die Zustände eher ver-

schlimmern, wenn es uns nicht gelingt, dem Lehrer wirklich die Verantwortung

für den Mathematikunterricht zu erteilen. Wenn wir heute Schwächen der

Abiturienten kritisieren, dann kann der Lehrer mit vielen guten Gründen die

Verantwortung von sich weisen.
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4.2 Freisetzen von inneren Ausgleichskräften

Wie wir gesehen haben, gibt es eine ganze Reihe von Mechanismen innerhalb

des Systems Schule, die den Lehrer davor bewahren, die Konsequenzen seines

Unterrichts selbst auszubaden. Es ist leicht, die Schuld für eine schlechte

Klasse auf den Vorgänger zu schieben. Wenn Mathematik abgewählt wird,

dann schiebt man das auf die geringen Anforderungen im anderen Fach und

übersieht dabei, daß man das eigene Fach attraktiver machen könnte. Wenn die

Eltern eines schwachen Schülers kommen, dann wird Nachhil feunterricht

empfohlen, anstatt selbst für Fördermaßnahmen zu sorgen. Man klagt über die

faulen Schüler und übersieht, daß man selbst den Vorbereitungsaufwand

minimiert. Die Note reduziert die Beurteilung eines Schülers auf gemessene

Leistungen, durch die ein enger Ausschnitt mathematischer Fähigkeiten ge-

messen wird. Erhält der Schüler Rückmeldungen über sein Interesse, sein Be-

mühen um Verstehen, seine Einsichten in mathematische Sachverhalte? Und

schließlich: Was bedeutet dem Lehrer selbst die Mathematik? Liest er Zeit-

schriften, Überblicksartikel, besucht er Fortbildungstagungen, befaßt er sich

mit didaktischer Forschung, hat er selbst eine didaktisch forschende Haltung?

Experimentiert er selbst einmal methodisch? Reflektiert er seinen eigenen

Unterricht? Häufig steht das von den Schülern geforderte Engagement in einem

krassen Gegensatz zum eigenen Engagement des Lehrers. In einer Demokratie

kann man hier nur an die Verantwortung des Lehrers appelli eren. Von der

Hochschule her können wir dies fördern durch Interesse am Handeln des

Lehrers, durch ein Hinhören auf Schwierigkeiten und durch Angebote, die

seine Arbeit fördern, durch Zeichen der Wertschätzung seiner Arbeit. Ins-

besondere sollten wir ihn im Bemühen bestärken, möglichst vielen Menschen

eine mathematische Bildung zu vermitteln, die sie persönlich bereichert.

4.3 Einspeisen von Energien

Früher hatten wir die Gelegenheit, von den Universitäten die Schule immer

wieder mit jungen dynamischen Lehrern zu versorgen. Diese Energien sind

immer Motor für neue Entwicklungen gewesen. Zur Zeit rinnt nur ein schmales
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Bächlein, und der Zwang zur Anpassung ist für die jungen Lehrer so groß, daß

die Energien zu ersticken drohen. Die Ministerien müssen dafür sorgen, daß

mehr junge Lehrer in die Schule kommen, damit das System nicht erstarrt. Und

die jungen Leute, die von den Universitäten kommen, sollten in ihrem Kampf

gegen den „horror mathematicae“ nicht gebremst werden.

Von den Hochschulen, insbesondere von der Mathematikdidaktik, könnten in

Kontaktstudien Lehrer professionell mit Forschungsfragen zum Mathematik-

unterricht umgehen lernen. Sie könnten zu eigenen kleineren Forschungspro-

jekten angeregt werden. Durch eine Beurlaubung interessierter Lehrer für ein

Kontaktstudium könnten dynamische, verantwortungsbewußte Lehrer eine An-

erkennung und einen Anreiz zur Weiterbildung erhalten. Zugleich könnten

Stellen für jüngere Lehrer eingerichtet werden. Diese Forderungen tragen

leider utopische Züge. Realistischer ist es, den Lehrer zu ermutigen, seinen

Unterricht auf didaktisches Gleichgewicht hin anzulegen.

4.4 Schaffen von Inseln didaktischen Gleichgewichts

Nun ist es ja nicht so, daß jeder Lehrer unter dem Zwang des Systems das Ziel

des Mathematikunterrichts verfehlt. Es gab zu allen Zeiten und gibt auch heute

noch hervorragende Lehrer, deren Schüler sich gern an den Mathematikunter-

richt erinnern. Ich habe in Darmstadt hervorragende Mentoren und im Studium

auch ausgezeichnete Hochschullehrer erlebt. Jeder von uns kann also in seinem

Bereich beginnen.

Nichts ist ermutigender als ein Lob. Deshalb einige lobenswerte Beispiele. Ein

begnadeter Lehrer erhielt nach der Entdeckung des Nicht-Abbrechens der

Primzahlreihe im Unterricht einen Brief von einer Schülerin, in dem sie

schreibt:

„Mathematik war für mich immer der Inbegriff der Langeweile gewesen,

und ich konnte kaum verstehen, wie dieses herrliche Erlebnis auch Ma-

thematik heißen konnte... Es war, wie wenn ein neuer Teil des Gehirns

entdeckt und in Gang gesetzt wurde.“
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Eine junge Musiklehrerin erzählte mir:

„Meine beiden Freundinnen und ich hatten die Mathematik längst aufge-

geben und die Fünf fest einkalkuliert. Da bekamen wir einen Lehrer, der

nicht locker ließ, wenn wir sagten, wir hätten nichts verstanden. Er bohrte

nach, wo es denn bei uns ausgehakt hätte, und er brachte uns dazu, wieder

über Mathematik nachzudenken, wieder mal eine Aufgabe wenigstens

anzufangen. Mit dem Erfolg kam dann auch der Spaß. Die Fünf war bald

überwunden.“

Ein Student erzählte aus dem Schulpraktikum, daß er einen faszinierenden

Unterricht erlebt habe mit spannenden Einstiegen intensivem Bemühen um Lö-

sung von Problemen, interessanten Anwendungen und gut erklärten

Lösungsverfahren. Er war erstaunt über die gelöste Atmosphäre und die lebhaf-

te Mitarbeit der Schüler. Er hatte nicht geglaubt, daß Mathematikunterricht so

interessant sein kann.

Diesen Lehrern sind wir zu Dank verpflichtet. Sie wollen wir ermutigen. Gute

Beispiele können Schule machen und dann doch im Großen etwas bewirken.

Das gilt auch für uns als Hochschullehrer. Als einzelne können wir uns aus

dem Üblichen, der Routine lösen und die Herausforderung durch Schwierig-

keiten annehmen.

Anmerkung

Nach einem zum 80. Geburtstag von Prof. Dr. C. SCHMIEDEN an der TH Darmstadt gehaltenen

Vortrag.


