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1. Einleitung

Allen Reformvorschlégen ist gemeinsam, dald sie nur einen Aspekt von
Mathematikunterricht ins Auge fassen und a@n Unterricht von dort her andern
wollen. Immer handdlt es sch um ,, Patentldsungen®, mit denen in der Regel
mehr Schaden angerichtet wird. DiesVorgehen erinnert in fataler Weise an de
Einstellung der Techndkraten, durch isolierte Eingriffein de Natur Probleme
[6sen zu wollen. Und wie in der Natur all diese, Problemlésungen* das ge-
samte Gleichgewicht durcheinandergebradht haben, so lassen sich auch im
Mathematikunterricht Glei chgewichtsgdrungen als Folgeisoli erter Reformbe-
streburgen feststellen. Ich werde das im folgenden durch einige Beispiele
belegen. Dabei liegt mir nicht an Schuldzuweisungen, sondern es geht mir um
Verstdndnis fur den Mathematikunterricht, so wie & heute ist, aber auch so,
wie & sein konnte undsein sollte.

Unter den Studienanféngern in den Geisteswissenschaften, die nach den Mo-
tiven fir die Wahl ihres Studienganges befragt wurden, het der ,, Spiegel”
jungst eine Gruppe identifiziert, die & ,Mathe-Nieten* nennt. Es snd des
Studenten, diein der Schule in Mathematik versagten und tei der Wahl ihres
Studienganges hafften, ne mehr mit Mathematik zu tun haben zu missen. Es
ist nicht neu, dal3 auf der Schule Menschen einen ,, Horror mathematicae", eine
»~Mathephohie", entwickeln.

Haufig wird das Versagen in Mathematik auch nicht als Makel empfunden.
Andererseits rangiert Mathematik bei allen Befragungen von Gymnasiasten
Uber die Einschétzung der Schulfadcer recht weit vornin der Beliebtheitskaa.
Allerdings erleben Studenten, dein der Schule mit Mathematik keine Proble-
me hatten, dann oftmals im Studium einen Schock, wennsiein den Vorlesun-
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gen die Mathematik aus der Schulzeit nicht wiedererkennen undauf einmal
Schwierigkeiten mit ihr bekommen. Auch dies Problem ist nicht neu. Schon
FELIX KLEIN beklagte diese,, Diskontinuitét" zwischen Schule undHochschule.

Ebenso alt wie die Probleme mit dem Mathematikunterricht sind aber auch de
Mechanismen der Schuldzuweisung: Fir die Lehrer sind es die ungeggneten
oder lernunwilli gen Schiler. Fur die Eltern handelt es gch in der Regel um
eine Frage der Vererburg. Sie ainnern sich an ihr eigenes Versagen in Ma
thematik und helten dasfir naturgegeben. Fir die M athematikprofessoren sind
es die mathematischen Unzuléngli chkeiten der Lehrer. Fr die Didaktiker und
Padagogen ist es der mathematische Ehrgeiz der Lehrer, der von den Ma
thematikprofessoren angestachelt wird. Fir die Politi ker ist jeweil s der paliti -
sche Gegner dafir verantwortlich

Je nach der Position werden Reformvorschldge gemadt: Der Lehrer mochte
endlich das untere Drittel seiner Klase los in. Die Eltern mdchten das Ge-
wicht der Mathematiknote reduzieren. Die Mathematikprofessoren mochten
maoglichst wenig Mathematik in der Schule, diese &er einheitlich. Die
Mathematikdidaktiker wollen es mit neuen Inhalten (z.B. Computermathema-
tik) erreichen, de Padagogen suchen das Heil in neuen Methoden (z.B. Pro-
jektunterricht), die Politi ker wollen nur die nadhste Wehl gewinnen (z.B. durch
ein Verbot der Mengenlehre).

Bei meinen Uberlegungen mochte ich nicht nur den Mathematikunterricht an
den Gymnasien analysieren und kritisieren, sondern auch den
Mathematikunterricht an den Hochschulen mit einbezehen. Dies deshalb, well
die Mathematikaushildung an den Hochschulen Gber die Aushildung der
Lehrer auch EinfluR auf den Schulunterricht hat; aber auch um zu vermeiden,
dal3wir ber dem , Splitter im Auge des L ehrers den Balken im eigenen Auge®
Ubersehen.
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2. Didaktisches Gleichgewicht im Mathematikunterricht

Mathematikunterricht ist ein Geschehen, in dem eine Vielzahl von K omporen-
ten gegenseiti g aufeinander bezogen sind.

2.1 Das didaktische Dreieck
Das einfachste Modell zur Beschreibung dieses Bezehungsgefliges ist das di-
daktische Dreiedk:

Schiiler
/ |
Mathematik

Lehrer

Es gibt die drei zentralen Komporenten des Unterrichtsgeschehens an. Die
Bezehurgen sind vielfdltiger Art: Der Lehrer hat Ziele, der Schiler hat
Bedirfnisse, die Mathematik hat ihre d@genen Gesetze Sie dle miisen in
einem Unterrichtsprozef berticksichtigt werden. Teilweise sind Interessen und
Forderungen gegensétzli ch, man muf3dann rach einem Ausgleich suchen.Man
denke @wa an die Forderung nach logischer Strenge von der Mathematik her,
die mit dem gegenstandii chen Denken einesjungen Schilers shwer vereinbar
ist.

Es gibt bekannte Gleichgewichtsgdrungen: WAGENSCHEIN beschreibt den
Léhrer, der sich in erster Linie der Mathematik verpflichtet weil3 und @riiber
das Kind vergif3. Er appelli ert deshalb an den Lehrer, vor allem Pédagoge au
sein, undlauft nunseinerseits Gefahr, das Gleichgewicht in de axdere Rich-
tung hin zu verschieben. Ende der sechziger Jahre bemiihten sich Studenten
darum, den Professor als Lehrer zu eiminieren undsich ganz der Mathematik
auszuliefern. Sie Ubersahen dabel, dal3 Mathematik in Skripten undBuchern
meist ,,unpersonlich” dargestellt wird, d.h die Bezehung des Lehrenden zur
Mathematik bleibt verborgen. Schliefdich gibt es den Professor, der in seiner
Vorlesung die Horer weitgehend ignoriert, indem er die Mathematik wie in
einer Monaographie darstellt.
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Einige Fehlentwicklungen lassen sich also als Vernadcldssgung einer Kompo-
nente des didaktischen Dreiedks deuten. Fir eine Analyse des Unterrichts-
geschehens erscheint mir jedoch deses Schema a1 grob.

2.2 Komplementaritaten

Betrachtet man Zielsetzungen des Mathematikunterrichts, dann findet man
Komplementaritdten: die Schiiler soll en Wissen undKénren erwerben. Wissen
wird angewendet und fihrt zu Kénren, das Kénren wiederum erméglicht
neues Wisen. In der Mathematikvorlesung der Universitét steht die Vermitt-
lung von Wissen im Vordergrund;, man nimmt an, daid sich das Kénnen dann
als Folge anstellt. In der Schule dagegen wird das Konnen stérker betort;
Verfahren werden angedgnet und angewendet. Wissen steht weitgehend nur
im Dienste des Kénrens. Eswird deutlich, dald im Mathematikunterricht eine
Balance avischen desen beiden Komporenten hergestellt werden muf3.

An den Hochschulen gibt es zwei unterschiedliche Traditionen fir die Or-
ganisation des Mathematikstudiums: An den Tedhnischen Hochschulen wurde
Mathematik meist s, Mathematik I, I, 111,...* unterrichtet, an den Universitéd-
ten dagegen nach Fachgebieten wie Analysis, lineae Algebra, Funktionen-
theorieusw. Imersten Fall stand das Bemiihen um IntegrationimVordergrund,
im zweiten Fall sollte durch Isolation eines Gebiets eine in sich abgerundete
Darstellung gegeben werden. Auch in der Schule ist es einerseits wichtig, in
sich geschlossene Themen zu behandeln, andererseits miissen auch immer
wieder Querverbindurgen sichtbar werden.

Fur den forschenden Mathematiker ist ein wesentlicher Antrieb fir seine
Arbeit die Intuition. Intuition ist fehleranfélig. Die Forschungsergebnisse
miisen daher durch Strenge gesichert werden. Strenge bremst zugleich, sie
kann sogar den ganzen Schwung nehmen undzur Unfruchtbarkeit fuhren. Es
ist gute Tradition, im Mathematikunterricht durch Impulse die Intuition der
Schiller zu férdern. Andererseits werden de Schiiler dann haufig durch Kritik
des Lehrers wieder entmutigt. Die Schiler misen lernen, dald dbs kritische
Arbeiten an eigenen Formuli erungen bei einem Mathematiker genau so selbst-
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verstandlich ist wie bei einem Schriftstell er.

Im Gbrigen ist fir den Unterricht in dieser Hinsicht der forschende Mathema-
tiker eher als Vorbild gedgnet als der lehrende Mathematiker. Dem forschen-
den Mathematiker erschliefdt sich neue Mathematik in Form eines Netzwerkes.
Wenn er seine neuen Ergebnise darstellt, danntut er dies meist in Form einer
axiomatisch aufgebauten Theorie; seine Darstellung ist dannvon Lineaitét ge-
pragt. Wenn der Schiler Mathematik linea dargestellt erhélt, wie soll er dann
Mathematik selbst entdedken lernen? Immer wieder ist deshalb vorgeschlagen
worden, Netzwerke mathematischer Sachverhalte im Unterricht zu erarbeiten.
Ein solcher Unterricht kann jedoch in ein urentwirrbares Chaos miinden, bei
dem die Schiler keinen roten Faden mehr erkennen. Also ist eine gewisse
Systematik ndtig.

Mathematikunterricht behandelt Sachverhalte, die aim gréden Tell seit langem
bekannt sind. Die Schiier lernen ein Kulturgut kennen, von dcem sie den Ein-
druck der Abgeschlossnheit erhalten. Sie kdnren sich das aneignen, in jedem
Fall sindsie nur Nadh-Denker. Die Entwicklungsfahigkeit der Mathematik er-
kennt praktisch kein Schiler. Wieist es sonst zu erkléaren, dal3 man mit einem
in Mathematik erworbenen Doktorgrad immer wieder verwundert gefragt wird:
Ja, gibt es denn da tiberhaupt noch etwas Neues zu entdedken? Dies héngt eng
damit zusammen, dal3 de Schiler im Unterricht vor al em rezeptiv arbeiten und
kaum M égli chkeiten erhalten, kreativ zu werden.

Ich frage immer wieder Studenten, obsie schoneinmal selbst einen neuen ma-
thematischen Begriff gebil det hétten. Bisher ist dasimmer verneint worden. Sie
waren dann meist Uberrascht, wenn ich ihnen zeigte, wie man duch eine
Zusatzforderung aus einem Begriff einen neuen Unterbegriff bilden kann.
Off ensichtlich war ihnen deseV orgehenswei se bisher nicht bewuf¥ geworden.

2.3 Gleichgewichtsg/steme

Bei den komplementdren Komporenten hatte ich de Beaehung zweier Kom-
porenten zueinander hervorgehoben. Tats&chlich ist die Wirklichkeit kom-
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plizierter. Wennwir eine Komporente im Unterricht &ndern, dann kedanfluf
dasin der Regel mehrere andere Komporenten. Wird z.B. das agorithmische
Arbeiten Gberbetont, dann ket dies einen Riickgang des begriffli chen Arbeitens
zur Folge. Zugleich wird das Kénnen gegeniiber dem Wissen bevorzugt. Kor-
rektheit gewinnt hier ein Ubergewicht gegeniiber Intuition, de Schiier arbeiten
eher rezeptiv alskrediv. Mathematik ist dannein System von Objekten, in dem
nach bestimmten Regeln geabeitet wird; das Ringen um die Lésung von
Problemen tritt in den Hintergrund.

Hier ist eine Anderung so geschil dert, dal3 sie negativ wirkt. Ich htte das auch
werbewirksamer verpadken kénren. Etwaindemich diegrofartigen Leistungen
des Computers beim algorithmischen Arbeiten und de Kraft des Kalkuils betont
hétte. Die anderen Komporenten hdtten dagegen weniger attraktiv gewirkt. Das
Beispiel sollte zegen, wieleicht Verdnderungen zu unkontrolli erbaren Wirkun-
gen fuhren. Zugleich wird deutli ch, wie anfélli g das System Schule fir plakati-
ve Eingriffe ist, die angeblich MiRRsténde beseitigen sollen, in Wirklichkeit
jedoch neue Mil3stdnde hervorrufen.

Jeder Gebildetein der Bundesrepullik hat Mathematik in der Schule kennenge-
lernt. Dort fand seine aste Begegnung mit Mathematik statt, und auf den
Mathematikunterricht beschrénken sich bei vielen Menschen ihre Erfahrungen
mit dieser Wissenschaft. Aber da beginnt bereits die Problematik: Haben dese
Menschen wirklich de Mathematik erfahren? Oder handelt es sch vielleicht
um sekundare Erscheinungsformen von Mathematik, die das Wesentliche und
Typische dieses Fadhes eher verschleiern? Gibt der M athematikunterricht tber-
haupt ein gilti ges Bild von Mathematik? Es gibt Indizien dafr, dal3 esnicht so
ist. Nach wie vor erlebt der Studienanfanger die bereits von KLEIN beschriebe-
ne Diskontinuit&t zwischen Schule undHochschule. Daranist freili ch auch de
Hochschule nicht ganz unschuldig; denn mit dem gleichen Recht kann man
natiirlich den Mathematikprofessor fragen, ob @nn seine Vorlesung ein gilti-
gesBild vonMathematik gibt. Aber Algebra, Geometrie, Infinitesimalrechnurg
und lineare Algebra, die auf der Schule gelehrt werden, sind dach wichtige
Gebiete der Mathematik! Off enbar reichen dazu nicht die Inhalte, sondern dazu
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gehdren auch die Methoden, personliche Erfahrungen undBewertungen.

Uber das grundegende Ziel des Mathematikunterrichts am Gymnasium besteht
weitgehend Konsens:

Der Mathematikunterricht soll den Shilern ein gutiges Bild von Mathe-
matik darstellen undGrunderfahrungen im Ungangmit Mathematik ve -
mitteln.

Dieses Ziel kann man z. B. mit folgenden Argumenten begriinden:

(1) Mathematik ist ein wesentlicher Teil unserer Kultur. Fir einen Gebil deten
ist es deshalb unumgénglich, den Beitrag der Mathematik zu urserer Kultur zu
kennen.

(2) Der Abiturient soll sich auf Grund zuverléssger Erfahrungen fir oder
gegen Mathematik als Studienfach entscheiden kdnren.

(3) Er sollte beurteil en kdnren, was man den Mathematikern anvertrauen kann
undwas besser nicht (DIEDERICH).

Meine Grundhese lautet:

Dieses Zid &% sich nu dann erreichen, wenn im Mathematikunterricht
»didaktisches Gleichgewicht” herrscht.

Nach meiner Uberzeugung sind wir von einem solchen d daktischen Gleichge-
wicht im Mathematikunterricht ziemli ch weit entfernt, und ashalb verfehlt der
M athematikunterricht am Gymnasium weitgehend sein grund egendes Zidl.

Im folgenden will i ch einige Gleichgewichtsgérungen undihre Ursachen auf-
zdagen. Ich benutze dabei einpragsame Bil der, diedie Misere deutli cher hervor-
treten lassen sollen.
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3. Storungen des didaktischen Gleichgewichts
3.1 Uberlastung Uberbewertung reuer Inhdte

Der Mathematikunterricht wird immer wieder von Modestromungen heim-
gesucht. Von begeisterten Verkiindern wird das Heil fir den Mathematikunter-
richt in neuen Inhalten gesucht, die in der Regel zu erheblichen
Gleichgewichtsg6rungen fihren. Beispiele sind de Abhildungsgeometrie in
den drei3iger Jahren, de Vektorrechnurg in den funfziger, die Mengen und
Strukturen in den sechziger Jahren und etwa seit den siebziger Jahren der
Computer. Fur PAPERT ist die Schil dkréten-Geometrie, die Kinder mit Logo am
Computer entdedken sollen, das Mittel der Wahl zur Vermeidung der ,Ma-
thephobie®.

Betrachten wir einmal das Thema,, Mengen undStrukturen. Mit dem Hinweis
auf die Entwicklung der modernen Mathematik wurde die Notwendigkeit
begriindet, diese neuen Themen in den Unterricht aufzunehmen. Man sah in
der Strukturmathematik eine wesentliche Komporente der modernen Mathe-
matik, die bis dahin vernachléassgt worden war. Zugleich sah man de Mog-
lichkeit, das begriffliche Arbeiten im Mathematikunterricht zu verstérken und
damit den Abstand zur Universitét zu verringern.

Um die Lehrplane nicht zu Gkerladen, sollten die neuen Themen nicht als In-
halte, sondern al's Methoden an traditi onell en Themen verwendet werden. Dies
erwies sich schnell alslllusion. Mengen undStrukturen begannen ein Eigenle-
ben; die Zeit wurde knapp; Einschréankungen bei anderen Inhalten wurden
nétig. Das ging vor alem zu Lasten der Geometrie. Damit kamen wichtige
Komporenten des Mathematikunterrichts wie Problemlésen, Konstruieren,
Vermutungen aufstellen, Begriinden, Zusammenhénge eforschen zu kurz. Zu-
gleich fuhrte das Arbeiten mit Mengen undStrukturen in traditi onell en Gebie-
ten wie der Algebra au einer VergréfRerung des formalen Aufwandes. Im
V ordergrundstand nunnicht mehr das L6sen einer Gleichung, sondern de An-
gabe von Grundmengen, Definitionsbereichen, Umformungstypen urd
Losungsmengen. Strukturmathematik drangte andere wichtige Aspekte der



9

Mathematik in den Hintergrund, so wie es von LAUGWITZ in seinem NuUrn-
berger Vortrag vorhergesehen worden war.

Das ganze System war aus dem Gleichgewicht geraten. Ubriggeblieben ist ein
begrifflicher Leelauf in AlgebraundAnalysis. Von den fundamentalen [deen
der Mengenlehre und der Algebra eféhrt kaum ein Schiler etwas. Jetzt wird
das Arbeiten mit dem Computer propagiert. Vielleicht geht es ja diesmal
besser. Aber man darf skeptisch sein, dennwieder wird ein bestimmter Aspekt
der Mathematik (hier der algorithmische) Gberbetont. Die Begeisterung der
Anhanger stedkt vielleicht Schiler an, aber ist eswirklich de Mathematik, die
begeistert? Man darf daran zweifeln.

3.2Flurbereinigung Reduktion der Themen

Die off entliche Diskusson um die , neue Mathematik”, die im Laufe der ver-
schiedenen ,, Reformen” aufgehduften Inhalte flhrten besonders in der
Sekundarstufe 1 zu einer unertragli chen Stoff till e undUberlastung der Schiier.
Auf den Protest von Eltern hin wurden inzwischen de Lehrpléne grindich
ausgedinr (z.B. in Baden-Wiirttemberg und in Rheinland-Pfalz). Das rigide
Zulassungsverfahren fir Schulbicher sorgte fir Minimalausgaben, de nur
noch das enthalten dirfen, was vom ausgediinrten Lehrplan vorgesehen ist.
Diesfuhrteim Ubrigen zu einer erheblichen Angleichung der Schulbicher, so
dai3 Unterschiede kaum noch erkennber sind. In der Koll egstufe hat das Kurs-
system zur Konzentration auf einige wichtige Themen gefiihrt. Es handelt sich
um ,Mondkulturen®, in denen es keine thematische Abwedslung mehr gibt.
Die Ursadchen sind hier vor allem schulorganisatorische Anderungen und de
Anlehnurg an Vorbilder aus der Universitdt. Durch Konzentration auf einige
zentrale Themen wurde der Lebensraum fur interessante kleinere Themenkreise
und Problemfelder beseitigt. Das didaktische Gleichgewicht wurde dadurch
gestort. Mathematik wurde @ntoniger. Zugleich entstand duch de Konzen-
trationauf Hauptthemen eine V erstérkung der Systematik. Diesfihrt haufig zu
einem lineaen Aufbau und dcem Bemiihen um Vollstandigkeit und Abge-
schlossenheit. Die Konzentration auf Hauptgebiete behindert schliefdich das
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Erkennen von Querverbindurgen und Zusammenhéngen. Mit der Konzen-
tration steigen zugleich die Anforderungen in desen Gebieten. Um sie au
erreichen, wird mehr gelibt. Die Folge ist eine deutliche Zunahme der Auf-
gabenplantagen.

3.3 Aufgabenplantagen: Uberschétzung des Ubens

Fragt man Lehrer, was man an dem eingefiihrten Schulbuch verbessern sollte,
dann wird an erster Stelle unabhéngig vom Umfang des eingefiihrten Schul-
buches der Wunsch geé&ufRert: ,Mehr Aufgaben!“. Betrachtet man de
mathematischen Lehrbicher Uber die Jahrhunderte hinweg, so falen zwei
Grunaypen ins Auge: das theoretische Lehrbuch und de Aufgabensammiung.
Es gibt beriihmte mathematische Lehrbiicher ohre éne enzige Aufgabe, und
es gibt umgekehrt reine Aufgabensammiungen.

In den Universitéatsvorlesungen herrschen die theoretischen Darstellungen vor.
Die mathematische Ubung ist erst im vorigen Jahrhundert durch FELIX KLEIN
eingefuhrt worden. Am Polytedhnikum, an den | ngenieurschulen standen dage-
gen traditionell die Aufgaben im Vordergrund. Auch an den Tedhnischen
Hochschulen hatte das L 6sen von Aufgaben eine gréfere Bedeutung alsan den
Universitéten. Das wird auch deutlich an den Klausuren, de an den Tedh-
nischen Hochschulen zu jedem Kurs zu schreiben waren. Eine Einrichtung, die
an den Universitdten fremd war.

Aufgaben sind nuzlich fir Lehrer undSchiiler. Der Lehrer kannmit Aufgaben
seine Vorbereitung minimieren. Der Unterricht kann aus einer Kette von
Aufgaben bestehen. Wird man mit einer Aufgabe in der Stunde nicht fertig,
dann kann man sie von cen Schilern zu Hause a1 Ende rechnen lassen.
Aufgabenlieferant ist meist das Buch. Die Orientierung an Aufgaben madt es
aber auch den Schiiern leichter. Sie lernen Aufgabentypen. Die awarteten
Leistungen sindwohldefiniert, und de aforderlichen Fahigkeiten sindtrainier-
bar. Selbst formal anspruchsvoll e Aufgaben konren trainiert werden. In Lan-
dern mit Zentralabitur werden mit Stolz solche Leistungen vorgezegt; dabel
Ubersieht man, mit welcher Ode und mit welchem Stumpfsinn im Unterricht
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derartige Leistungen héufig bezailt werden miisen. Die Verstarkung des
Ubensist aber haufig auch eine notwendige Mal3rahme, um tiberhaupt Leistun-
geninKlassnarbeiten zu erzielen, bel denen de Arbeit gewertet werden kann.
Der Lehrer reagiert damit auf dievon der Gesell schaft so gewollte Off nurg der
hoheren Schule.

In der Koll egstufe hat vor allem der Numerus clausus der Universitét zu einer
Aufwertung mef3barer Leistungen gefiihrt. Der Lehrer sieht sich damit dem
Druck ausgesetzt, seinen Schilern die Chancen fir bessere Noten zu vergro-
3ern.

Die starke Betonurg von Aufgaben bringt das didaktische Gleichgewicht
durcheinander. Einflihrungsphasen werden reduziert, Begriindurgen spielen
eine urntergeordnete Rolle; Begrifflichkelt tritt in den Hintergrund Routine
Uberwiegt gegenliber dem Einfall; Kénren wird héker gewertet als Wissen;
Beherrschen geht Uiber Verstehen. Nach WAGENSCHEIN kommt es zur ,, Dressur
des Unverstandenen”. Rezeptivitét Gberwiegt, es snd kaum Entfaltungsmog-
lichkeiten fr kreaives Denken vorhanden.

Aufgaben miissen sein; Sicherheit wird nur durch Uburg erzielt. Wer be-
stimmte F&higkeiten nicht besitzt, dem sind reue Einsichten verschlossen. Aber
das Uben mufR im Gleichgewicht stehen mit anderen Aktivititen des Unter-
richts.

3.4Dirre: Uberbetonung @r Fakten

Man beschreibt die Tétigkeit eines Lehrers haufig mit dem Wort ,,durchneh-
men“. Die Winkelsumme im Dreieck wird durchgenommen, der Satz des
PYTHAGORAS wird durchgenommen usw. Auf der Schilerseite spricht man
davon: den Satz Uber die Winkelsumme , haben wir gehabt”, den Satz des
PYTHAGORAS , haben wir gehabt” usw. Der Lehrer kann wieder ein Thema
abhaken, und dle Schiller kénren das ebenfalls.

Vieles kann straflos wieder vergesen werden; erstaunlich schnell geschieht
das. Ich habe @nma von Studienanfangern einen kurzen Aufsatz dartiber
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schreiben lassen, was ge von der Geometrievorlesung erwarten. Bei den mei-
sten klang durch: ,, Ich habe dles vergesen. Ich erinnere mich nur noch an den
Pythagoras undweil3 gar nicht, wie ich das mal unterrichten soll. Das will i ch
endlich hier lernen.” Diese Inhate sind ganz off ensichtlich nicht mit aufféal-
ligen Erlebnissen, erregenden Fragestell ungen oder angenehmen Erinnerungen
verburden. Es ist totes Wissen. In einem trockenen Unterricht fehlen ale
lebensgpendenden ,, Vitalstoffe”.

Der Unterricht konzentriert sich auf Fakten. Ich habe @nmal Lehramtsdu-
denten vorgeschlagen, eine Bienenwabe in den Unterricht mitzunehmen und
daran die Eigenschaft des regelmaliigen Sechsedks zu studieren. Die Studenten
hielten diesfir e nen typischen Didaktiker-V orschlag, der mit faulen Tricksdie
Schiiler motivieren wolle. Es s doch ehrlicher, geich zur Sache a1 kommen.

Die Uberbetonurg der Fakten vernadlassgt Phanomene, Probleme sowie die
Phantasie und de Kreaivitét des Schilers. Die Ursachen liegen hier wohl vor
allem in der Bequemlichkeit der Lehrer undihrer hdufig einseitig fadlichen
Ausbil dung. Auch Fadherkombinationen ohre Physik, bei denen deseswichti-
ge Anwendurgsfeld nicht mehr vertraut ist, verstérken den Eff ekt.

3.5Nivdlierung Fehlende Akzentuierung

Ich habe in einer Vorlesung tber Didaktik der Analysis zu Beginn de fortge-
schrittenen Studenten gebeten, sie sollten mir die nach ihrer Einschétzung
wichtigsten Begriffe und Sétze der Analysis nennen. Die Studenten waren
volli g konsterniert. In den Vorlesungen, de sie gehdrt hatten, waren alle Be-
griffe und Sétze gleich wichtig gewesen. Wir haben im Urlaub eine Familie
beim Essen beobacdhtet. Zu Beginnfingen siejedes Essen an, mit der Gabel zu
musen. Sie denimmer nur Brei! So scheint es den meisten Schilern zu gehen.
Sie erhalten einen grof3en Einheitsbrei. Allesist wichtig. Dabei muf3ein Zerr-
bild von Mathematik entstehen. Dennwenndles gleich wichtig ist, dann kann
man sich nichts merken. Es ist eine Illusion zu meinen, de Schiler kdnrten
alles behalten. Andererseits entwickeln die Schiiler bald ein Gespir dafr, was
fur die Klassenarbeit wirklich wichtig ist. Danadh filtern sie. Wenn der Lehrer
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also wieder einmal einen Bewels bringt und sich dabei Uber die ganze Tafel
abmiht, dannwissen sie, dal’ desfir die Klasenarbeit doch irrelevant ist. Die
hohe Bewertung der Systematik a3t den Mathematiker nach L lickenlosigkeit
streben. Er Ubersieht dabei, dal’ so gerade nicht gelernt wird. Man weil3, dal3
Lernen nur in mehreren Durchgéngen geschieht. Das Bedirfnis nach Schlie-
Burg von L iicken taucht erst in einer recht spéten Phase des Lernprozesses auf.
WAGENSCHEIN spricht deshalb vom ,, Mut zur Licke"!

Durch eine Akzentuierung hat es der Lehrer in der Hand zu steuern, was die
Schler behalten sollen. Der Mensch bendtigt zum Lernen Orientierungshil fen,
Zielangaben undBewertungen.

3.6 Oberflachlichkeit: Vorherrschen formaler Begriindungn

Die Antwort des Mathematikers auf die Frage ,, Warum?“ ist in der Regel ein
formaler Bewels. Besonders <hlimm wird es, wenn deser Bewels eine
vollsténdige Induktion ist. Warum ist die Summe der ersten n natirlichen
Zahlengleich g(n +1)? Diese Frage wird nicht durch einevoll standige Induk-
tion beantwortet, sondern durch den Gedankengang, der zur Entdedkung dieses
Zusammenhangs fuhrt.

Weshalb verdoppelt sich das V olumen eines Prismas, wenn man de Hohe ver-
doppelt oder wenn man die Grundflache verdoppelt? Diese Frage wird meist
algebraisch mit der Formel beantwortet. Dabel geht man der Sache auf den
Grund,wennman zwei kongruente Prismen aufeinandersetzt oder aneinander-
stellt. Im ersten Fall wird eine formale Begriindurg gegeben, im zweiten eine
inhaltli che, die die Zusammenhange deutli ch werden 182t |m Mathematikunter-
richt werden Begriindurgen héufig formal gegeben. Beweise im Mathematik-
unterricht haben aber nicht in erster Linie die Funktion, de Wérheit eines
Sachverhaltes zu verteidigen, sondern sie soll ten den Satz verstdndi ch madchen.
In einem genetischen Unterricht ist deshalb ein Beweis nach der Formulierung
eines Satzes eigentli ch erneut Uiberfliissg, denn de entscheidenden Uberlegun-
gen fiihren zu dem Satz hin. Er ergibt sich aus der Uberlegung. Das Notieren
des Beweises hat dann nu noch die Funktion einer Korntrolle.
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Den Dingen auf den Grundgehen, kostet Anstrengung. |mmer wieder hort der
Lehrer: , Sie kdnren sich den Bewels gparen, wir glauben Ihnen das auch so.”
Auch an der Hochschuleist das nicht viel anders. Braucht ein Elektrotechniker
in der Mathematikvorlesung einen Beweis? Sicher nicht als ein Mittel zur
Wahrheitsscherung: wohl aber braucht er die entsprechende Uberlegung zur
Erkenntnisgewinnurg. In einer didaktisch guten Vorlesung werden deshalb
ebenfalls die entscheidenden Ideen vor dem Ergebnis liegen. Das <hliefdt
natiirlich nicht aus, daf3 auch mal eine Vermutung bewiesen wird!

Bei der Frage nach dem,, Warum" reden Lehrer und Schiiler haufig aneinander
vorbei. Der Schiler meint damit meist , Wozu"“, fragt also final. Der Lehrer
dagegen antwortet meist kausal. Viele Schiler unterlassen Fragen nach dem
»Warum*, well sie gar keine befriedigende Antwort erwarten. Umgekehrt ka-
pituliert der Lehrer vor dem Desinterese der Schiler. Der Unterricht be-
schrénkt sich auf das Funktionieren von Mathematik. Man kannsich auf dieser
Basis arrangieren. Nur darf man sich dann richt wundern, dal3 der Erkenntnis-
wert der Mathematik als gering erachtet wird.

Indem man auf Begriindurgen verzichtet, wird das didaktische Gleichgewicht
in Richtung V erfahren, Routine, Funktionieren verschoben. Man begniigt sich
mit der Devise der alten Rechenmeister ,Macdhs also, kumt recht!* An der
Universitét wiinschen wir uns den Studenten, der forschen mdchte, der den
Dingen auf den Grund gehen will, der uns nicht in Ruhe &t mit der Frage
~Warum?“ Das war wohl auch HumBOLDTS Vorstellung vom Studenten.
Warum ist dieser Student so selten? Ist er durch den Mathematikunterricht
verdorben? Oder liegt es viel banaler an der Konsumentenhaltung des moder-
nen Menschen?

Aber schonwieder suchen wir die Schuld woanders. Fragen wir uns deshalb,
ob denn ursere Vorlesungen undUbungen zum Forschen, zum Fragen, zum
Nachdenken tber Mathematik anregen. Ist es nicht vielmehr so, dal3 de von
uns gebatene Stoff llle den Studenten , erschlagt” und ursere Perfektion ihn
entmutigt?
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3.7 Saubrket: Uberbewertung cbr Exaktheit

Krzli ch berichtete mir ein Didaktiker, er habe sich bei dem Direktor tber die
unmdgli che Mathematiklehrerin seines Sohnes beschwert. Der Unterricht mufl3
ziemlich chaotisch gewesen sein. Was aber kritisierte der Kollege? Er wies
nach, dai3 viele Definitionen, de sieden Kindern dktiert hatte, Fehler enthiel-
ten. Diese Fehler waren sicher unerfreulich. Aber war das der Kern des Pro-
blems? Der Direktor hatte nun etwas in der Hand. Damit konrte & etwas
unternehmen. Aber das eigentliche Versagen der Lehrerin lag auf einem ganz
anderen Gebiet. Zahneknirschend muf¥e sie sich dem Urtell des Facdhmannes
beugen. Mangelnde Exaktheit ist der letzte Vorwurf, dem sich ein Mathema-
tiklehrer aussetzen will . Ist es da verwunderlich, wenn ein Analysis-Buch fir
den Leistungskurs formal anspruchsvoll er undlogisch strenger ist als z.B. ein
Anaysisbuch fir Naturwissenschaftler an der Universitét, das von einem
Mathematikprofessor geschrieben wurde?

Wie kommt es zu deser Uberschétzung der Exaktheit, der Strenge, der Sau-
berkeit? Dem Mathematikstudenten wird von frith an seine Unzulangli chkeit
bewul¥ gemadt. Immer wieder erfahrt er, tellweise in bissgen Kommentaren,
wie unvollkommen sein Denken ist. Mit dem Wort ,,unsauber” wird Ukerdies
noch eine besonders empfindli che Stell e getroff en. Wir wissen, wie wichtig es
fir deutsche Mtter ist, dal3 de Kinder sauber werden. Vor der Frage, Ist Ihr
Kind schonsauber? zittern sie und uriernehmen all e Anstrengungen, un das
in Rekordzet zu erreichen. Undjetzt wird dem Studenten gezegt, dal3 er doch
noch nicht ,, sauber” ist.

Ist es verwunderlich, dald der so ausgebil dete Lehrer einen Sauberkeitswahn
hat? Dal3 kel ihm im Unterricht ales sauber zugehen muf3? Die Vorausset-
zungen werden nunim Leistungskursimmer kompli zierter, die Beweise enthal-
ten immer weniger Liicken. Und dann schleicht sich dach wieder ein Fehler
ein, den de Schiler gliicklicherweise nicht merken, wenn da nur nicht der
Mathematikprofessor alsVater in Aktiontréte. Auch er kritisiert nicht etwadie
Langweili gkeit des Unterrichts, sondern die mangelnde Strenge.
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Die Uberbetonurg der Strenge behindert die Intuition, chs Herausarbeiten von
Ideen, de Betonurg wichtiger Sachverhalte, das portane Arbeiten.

3.8 Wertlosigket: Ausklammern der Snnfrage

Unsere Gesell schaft ist Gberzeugt davon, cal3 Mathematik wichtig ist. Sie ist
deshalb Pflichtfach. Im Schutze dieser Entscheidurg ist der Mathematikunter-
richt dem Redhtfertigungszwang weitgehend entzogen. Die M athematiknote hat
Gewicht. Auch im Kollegium freut sich der Musiklehrer, wenn die Mathe-
matik-Funf die Klasse von einem Ripel befreit. Mathematik ist in der Schule
und in vielen Studiengéngen der Universitdt ein Instrument zur Selektion.
Diese Madhtpasition scheint viele Kollegen zu erfreuen. Ich finde diese
Roll enzuweisung erschredkend. Mir ist nicht wohl dabei, wennMathematik fr
viele Menschen wichtig wird im Sinne von radhweisbaren Qualifikationen,
jedoch wertlos bleibt fir die Entwicklung der eigenen Personli chkeit. Ist esda
nicht verstéandich, wenn ein Blrgermeister den Mathematikern endlich mal
sagen kann, cal3 die Funf in Mathematik seiner Karriere nicht hinderlich war?
Er merkt offensichtlich nicht, dal? seine Bildung ein bedauernswertes Defizit
aufweist. Unterrichten wir Mathematik so, dal3 de Beschéftigung mit ihr eine
Bereicherung fir den Menschen ist? Sind ursere Schiler und Studenten nur
oberflachlich? Mir sagte énmal ein Abiturient: ,, Mathematik war leicht und
langwelli g. Physik war schwer, aber interessant.”

Diesist auch ein Vorwurf an die Mathematikausbildung an den Hochschulen:
Erféhrt der Student in urseren V orlesungen etwas tiber den Sinn der Beschéfti-
gung mit Mathematik, tber die Roll e der Mathematik im Rahmen der Wisen-
schaften? Erfahrt er etwas tUber Grundagenprobleme, M etamathematik, Pro-
blemgeschichte der Mathematik? Werden dann nach Prifungsaufgaben im
Stadsexamen zentral gestellt, dann kesteht die Gefahr, da’ prifungsrelevante
Bereiche Uberbetont undfir die Bil dung der Studierenden bedeutsame Themen
im Studium vernachldss gt werden. Der Sinn der Beschéftigung mit Mathema-
tik reduziert sich dabei auf das Bestehen einer Priifung.

Mussen wir uns dann wundern, wenn im Mathematikunterricht die Sinnfrage
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nicht gestellt wird? Wenn aber der Mathematikunterricht darauf verzichtet,
dem Schiller eine Antwort auf die Frage nach dem Sinn der Beschéftigung mit
der Mathematik zu geben, dannist es nicht weit zum Mi3krauch der Madht.

4. Herstellung eines didaktischen Gleichgewichts
4.1 Reduktion von aul&ren Eingriffen

Betrachtet man de genannten Gleichgewichtsgérungen im Mathematikunter-
richt, dann kann man leicht duf¥ere Einwirkungen als Storfaktoren identifizie-
ren: Immer wieder Anderungen bei den Richtlinien, Anderungen der Schulkon-
zeption, Anderungen in der Erwartung von Eltern an die Schule,
V erénderungsvorschlage von Didaktikern, Padagogen, Mathematikern, jingst
auch der Indwstrie. All e diese Einwirkungen kénnen Anstole sein, desich zur
Verbesserung des Mathematikunterrichts auswirken. Meist jedoch haben sie
nur eine bestimmie Komporente des Mathematikunterrichts im Auge und
Ubersehen, dal3 eine Veranderung dieser einen Komporente das ganze System
in Schieflage bringt.

Am erschredckendsten in den Reformbestreburgen des Mathematikunterrichts
der sechziger Jahre war fur mich de Vorstellung, eine Modernisierung tber
Richtlinien und Schulbiicher in Gang setzen zu wollen. Den Lehrer also prak-
tisch in Zugzwang zu bringen, um so seinen Widerstand gegen eine Anderung
des Unterrichts zu Gberwinden. Je stérker ein Lehrer reglementiert wird, um so
mehr entzieht er sich seiner Verantwortung fir das didaktische Gleichgewicht.

Die Versuchurg fur uns ist grof3,immer wieder durch Kritik oder Verbesse-
rungsvorschldgein de Schule énzuwirken. Wir werden de Zustéande eher ver-
schlimmern, wennes uns nicht gelingt, dem Lehrer wirklich dieVerantwortung
fur den Mathematikunterricht zu erteilen. Wenn wir heute Schwéachen der
Abiturienten kritisieren, dann kann der Lehrer mit vielen guten Griinden de
Verantwortung von sich weisen.
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4.2 Freisetzen von inneren Ausgleichskréften

Wie wir gesehen haben, gibt es eine ganze Reihe von Mecdhanismen innerhalb
des Systems Schule, die den Lehrer davor bewahren, de Konsequenzen seines
Unterrichts selbst auszubaden. Es ist leicht, die Schuld fur eine schledhte
Klasse auf den Vorganger zu schieben. Wenn Mathematik abgewdhlt wird,
dann schiebt man das auf die geringen Anforderungen im anderen Fach und
Ubersieht dabel, dal3 man das eigene Fach attraktiver machen kdnrnte. Wenn de
Eltern eines shwaden Schilers kommen, dann wird Nadbhilfeunterricht
empfohlen, anstatt selbst fir Fordermal3rehmen zu sorgen. Man klagt Gber die
faulen Schiler und Ulersient, dal? man selbst den Vorbereitungsaufwand
minimiert. Die Note reduziert die Beurteilung eines Schilers auf gemessene
Leistungen, duch de én enger Ausschnitt mathematischer Fahigkeiten ge-
messen wird. Erhélt der Schiler Riickmeldungen Uber sein Interesse, sein Be-
mihen um Verstehen, seine Einsichten in mathematische Sachverhate? Und
schliefdlich: Was bedeutet dem Lehrer selbst die Mathematik? Liest er Zeit-
schriften, Uberbli cksartikel, besucht er Fortbil dungstagungen, befal}t er sich
mit didaktischer Forschurg, hat er selbst eine didaktisch forschende Haltung?
Experimentiert er selbst einmal methodsch? Reflektiert er seinen eigenen
Unterricht? Haufig steht das von den Schiilern geforderte Engagement in einem
krassen Gegensatz z2um eigenen Engagement des Lehrers. In einer Demokratie
kann man hier nur an de Verantwortung des Lehrers appellieren. Von der
Hochschule her kdnren wir dies fordern durch Interesee an Handeln des
Lehrers, duch ein Hinhéren auf Schwierigkeiten und duch Angebate, die
seine Arbeit fordern, duch Zeichen der Wertschétzung seiner Arbeit. Ins-
besondere sollten wir ihnim Bemihen bestarken, mégli chst vielen Menschen
eine mathematische Bildung zu vermitteln, de sie personlich bereichert.

4.3 Einspeisen von Energien

Fruher hatten wir die Gelegenheit, von den Universitéten de Schule immer
wieder mit jungen dynamischen Lehrern zu versorgen. Diese Energien sind
immer Motor furr neue Entwicklungen gewesen. Zur Zeit rinrt nur ein schmales
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Badlein, und der Zwang zur Anpasaung ist fur diejungen Lehrer so grof3, dif3
die Energien zu ersticken drohen. Die Ministerien missen dafur sorgen, daid
mehr junge Lehrer in de Schule kommen, damit das System nicht erstarrt. Und
die jungen Leute, die von den Universitéten kommen, sollten in ihrem Kampf
gegen den , horror mathematica€' nicht gebremst werden.

Von den Hochschulen, insbesondere von der Mathematikdidaktik, kdnrten in
Kontaktstudien Lehrer professonell mit Forschungsfragen zum Mathematik-
unterricht umgehen lernen. Sie kdnrten zu eigenen kleineren Forschurgspro-
jekten angeregt werden. Durch eine Beurlauburg interesserter Lehrer fir ein
Kontaktstudium kdnrten dynamische, verantwortungsbewufde Lehrer eine An-
erkennung und einen Anreiz zur Weiterbildung erhalten. Zugleich kénrten
Stellen for jingere Lehrer eingerichtet werden. Diese Forderungen tragen
leider utopische Zlge. Redistischer ist es, den Lehrer zu ermutigen, seinen
Unterricht auf didaktisches Gleichgewicht hin anzulegen.

4.4 Zhaffen von Inseln ddaktischen Gleichgewichts

Nunist esjanicht so, dal3 jeder Lehrer unter dem Zwang des Systems das Ziel
des Mathematikunterrichts verfehlt. Es gab zu allen Zeiten undgibt auch heute
noch hervorragende Lehrer, deren Schiiler sich gern an den Mathematikunter-
richt erinnern. Ich habein Darmstadt hervorragende Mentoren undim Studium
auch ausgezeachnete Hochschull ehrer erlebt. Jeder von urskannalso in seinem
Bereich beginnen.

Nichtsist ermutigender alsein Lob. Deshalb einige lobenswerte Beispiele. Ein
begnadeter Lehrer erhielt nach der Entdeckung des Nicht-Abbrechens der
Primzahirethe im Unterricht einen Brief von einer Schilerin, in dem sie
schreibt:

~Mathematik war fur mich immer der Inbegriff der Langewell e gewesen,
und ich konrnte kaum verstehen, wie dieses herrliche Erlebnis auch Ma-
thematik heif3en konrte... Es war, wie wenn ein neuer Teil des Gehirns
entdedkt undin Gang gesetzt wurde.”
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Eine junge Musiklehrerin erzéhlte mir:

~Méine beiden Freundnnen undich hatten de Mathematik langst aufge-
geben und de Funf fest einkalkuliert. Da bekamen wir einen Lehrer, der
nicht locker lief3, wennwir sagten, wir hatten nichts verstanden. Er bohrte
nach, wo es denn bei uns ausgehakt hétte, under brachte uns dazu, wieder
Uber Mathematik nachzudenken, wieder mal eine Aufgabe wenigstens
anzufangen. Mit dem Erfolg kam dann auch der Spal3. Die Finf war bald
Uberwunden

Ein Student erzéhlte aus dem Schulpraktikum, dal3 er einen faszinierenden
Unterricht erlebt habe mit spannenden Einstiegen intensivem Bemiihen um L6-
sung von Problemen, interessanten Anwendurgen und gut erklérten
Losungsverfahren. Er war erstaunt Giber die gel 6ste Atmosphéreund delebhaf -
te Mitarbeit der Schiler. Er hatte nicht geglaubt, da3 Mathematikunterricht so
interessant sein kann.

Diesen Lehrern sindwir zu Dank verpfli chtet. Sie wollen wir ermutigen. Gute
Beispiele kdnren Schule machen und @énn doch im Grol¥en etwas bewirken.
Das gilt auch fir uns als Hochschull ehrer. Als einzdne kénnen wir uns aus
dem Ublichen, der Routine I6sen und de Herausforderung durch Schwierig-
keiten annehmen.

Anmerkung

Nach einem zum 80. Geburtstag von Prof. Dr. C. SCHMIEDEN an der TH Darmstadt gehaltenen
Vortrag.



