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1. Einleitung

Mathematische Begriffe entwickeln sich seit je her in enger Verbindung mit

Problemen: Problemstellungen lösen häufig Begriff sbildungen aus, umgekehrt

erweisen sich Begriff sbildungen in der Regel als Quelle neuer Problemstel-

lungen. Ein genetischer Mathematikunterricht wird sich bemühen, dieses

Wechselspiel für den Lernenden fruchtbar zu machen. Dabei wäre es verfehlt,

Begriffsbildung auf einen bestimmten Zweck zu reduzieren (OTTE/STEINBRING

1977); umgekehrt wäre es natürlich auch fragwürdig, beim Lehren von Begrif-

fen die Frage nach dem Sinn einer solchen Begriff sbildung auszuklammern

(FISCHER 1982). Ich habe kürzlich beschrieben, welche Rollen Begriffe für die

Entwicklung, Bearbeitung und Lösung von Problemen haben können (VOLL-

RATH 1984). Mein Ziel war es dabei, den Lehrenden bei seiner Unterrichts-

planung für unterschiedli che Möglichkeiten der Einbettung von Begriff s-

bildungen in Problemlöseprozesse zu sensibili sieren. Dabei habe ich mich an

Beschreibungen von Problemlöseprozessen angelehnt (z.B. POLYA 1949).

Damit ist freili ch nur ein Aspekt des vielfältigen Beziehungsgefüges zwischen

Begriff  und Problem angesprochen. Es schien mir daher notwendig, diese

Betrachtungen einer gründlicheren historischen Analyse zu unterziehen, um zu

untersuchen, ob sich meine Beschreibung ausweiten und von der Problem-

geschichte der Mathematik her rechtfertigen läßt.

Natürlich birgt eine solche Betrachtung der Geschichte die Gefahr in sich, daß

man auf diese Weise von der didaktischen Absicht her gewisse Phänomene

ausgrenzt, die unter den gewählten Blickwinkel gar nicht erscheinen.

Andererseits lassen sich in der Mathematik Begriff sentwicklungen fortwährend

beobachten. Wenn sich also in der Beziehung zwischen Begriff sbildung und
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Problem bei einer historischen Betrachtung Aspekte zeigen, die sich immer

wieder beobachten lassen, dann besteht Anlaß zu der Vermutung, daß man

durch eine solche Analyse Einsicht in das menschliche Denken gewinnen kann,

aus der sich dann didaktische Folgerungen ziehen lassen.

Im folgenden werde ich zunächst aus der Geschichte der unendlichen Reihen

das Verhältnis zwischen Begriff sbildung und Problem in einigen wichtigen

Etappen beschreiben. Dabei soll deutlich werden, daß es ganz unterschiedliche

Ausprägungen dieses Verhältnisses gibt, die ich als „Rollen“ des Begriff s

beschreibe. Damit nehme ich in kauf, daß der Begriff gegenüber dem Problem

bevorzugt erscheint. Schließlich könnte die Bezeichnung „Rolle“ auch

suggerieren, daß der Begriff f ertig ist und abwechselnd bestimmte Rollen

übernimmt. Das ist in der Entwicklungsgeschichte der Mathematik sicher nicht

der Fall . Mein „Rollenverständnis“ schließt also ein, daß eine Wechselbezie-

hung zwischen Begriff und Problem besteht und daß sich beide im Laufe der

Geschichte in enger Verbindung zueinander entwickeln.

Nach der Identifikation solcher Rollen wird dann die Beziehung zwischen

Begriff sbildung und Problem an weiteren historischen Beispielen analysiert.

Schließlich werden didaktische Überlegungen angestellt , die sich aus dieser

Analyse ergeben. Für den Lernenden bedeutet ein bewußtes Erleben dieses

Wechselspiels zwischen Begriff und Problem eine wichtige Einsicht in ma-

thematische Begriff sbildung und in das Entstehen von Mathematik überhaupt.

Dem Lehrenden kann der von uns dargestellte Aspektreichtum Gestaltungs-

möglichkeiten für seinen Unterricht aufzeigen und gleichzeitig bewußt machen,

wo Gefahren für mögliche Verengungen des Begriff sverständnisses liegen,

wenn bestimmte Aspekte vernachlässigt werden.

Didaktische Untersuchungen zum Lehren von Begriffen bieten häufig Ty-

pologien mathematischer Begriffe, um so zu differenzierten Aussagen über das

Lehren von Begriffen zu kommen (z.B. FUHRMANN 1973, FREUDENTHAL 1973,

HOLLAND 1975, PIETZSCH 1953, WINTER 1983, WITTMANN 1981). Sie orientie-

ren sich meist an der Art der Begriffe, ihrer Rolle innerhalb einer axiomatisch
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aufgebauten Theorie oder am Begriff sbildungsprozeß. Meine Betrachtung der

unterschiedlichen Rollen von Begriffen in Beziehung zu Problemen will einer-

seits die Möglichkeit zu einer differenzierten Sicht von Begriff sbildungen

öffnen, ohne zugleich zu einem starren Schema zu führen.

2. Begr iff und Problem in der Geschichte der unendlichen Reihen

2.1 Quadraturen mit Hilfe von Reihen

Die unendlichen Reihen wurden wohl zuerst bei Quadraturen entdeckt. AR-

CHIMEDES stieß bei der Quadratur der Parabel auf eine geometrische Reihe. Er

beschrieb dem Parabelsegment ein Dreieck mit dem Flächeninhalt A ein. Den

restlichen Parabelsegmenten beschrieb er dann wiederum Dreiecke ein, bei

denen die Summe der Flächeninhalte  betrug. Dies setzte er fort und erhieltA
4

so für die Flächeninhalte der einbeschriebenen Vielecke die Summe

Er bemerkte, daß dafür gilt:

Allgemein formuliert er:
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4n � 1

(ARCHIMÈDE, S. 192)

Dies kann man etwa so übersetzen:

Wenn Größen der Reihe nach in vierfachem Verhältnis zueinander stehen
und wenn man zu ihrer Summe den dritten Teil der kleinsten Größe hin-
zufügt, dann erhält man vier Drittel der größten.

Diese Einsicht ist sprachlich allgemein formuliert. Auch die Überlegungen, die

an dem genannten Beispiel durchgeführt werden, lassen sich fortsetzen, so daß

man davon ausgehen kann, daß für ARCHIMEDES dies eine allgemeingültige

Aussageform war.

Sein Ergebnis benutzt er, um zu zeigen, daß die Größe des Parabelseg-

ments  beträgt. Der Flächeninhalt4
3

A.

des einbeschriebenen Vielecks nähert sich also beliebig dem Flächeninhalt

4
3

A.

Bei der Quadratur der Hyperbel fand BROUNCKER 1668 für den Inhalt der

Fläche unter der Hyperbel zwischen 1 und 2 die Reihe (REIFF, S. 14,15)
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Die komplementäre Fläche oberhalb der Hyperbel approximierte er durch die

Reihe

Die gliedweise Addition der beiden Reihen führt dann auf die Reihe

Da sich die beiden Flächenstücke zu einem Quadrat mit dem Flächeninhalt 1

ergänzen, fand er

Um das Integral

zu bestimmen, entwickelte MERCATOR 1668 die Funktion in eine Reihe (REIFF,

S. 17):
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und integrierte gliedweise. Damit erhielt er:

Man kann diese Reihenentwicklung so interpretieren, daß es sich um die

Umformung eines Terms in einen einfacheren handelt. NEWTON erkennt darin

eine Parallele zur Rolle der Dezimalbrüche. Er schreibt (1737):

„Upon this account I was very much surpris'd that a Method of transferring

the lately invented Doctrine of Decimal Fractions in like manner to Species,

had not been thought of, unless in the single instance of the Quadrature of

the Hyperbola by MERCATOR, and the rather so, since by this means a Way

would have been opened to higher and more abstruse Discoveries, as will

by mnd hy appear.“ (NEWTON, S. 1,2).

Er beschreibt dann die Analogie zwischen Dezimalbrüchen und Reihen wie

folgt:

„And as the advantage of Decimals is this, that all vulgar Fractions and

Rmdicala being reduced to them, in some measure acquire the Nature of

Integers, and may be manag'd as such, so it is a Convenience attending

infinite Series in Species that all Kinds of complicate Terms (such as Frac-

tions whose Denominators are compounded, the Roots of compound Quan-

tities or of affected Equations, and the like) may be reduced to the Class of

simple Quantities, i.e. to an infinite Series of Fractions whose Numerators

and Denominators are simple Terms, Which will t hus be freed from those

Diff iculties that in their original Form seem'd almost insuperable“ .

(NEWTON. S.2).
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Mit Hilfe der Reihenentwicklungen war es dann NEWTON möglich, zu integrie-

ren, Wurzeln zu ziehen und Gleichungen zu lösen.

REIFF schreibt über diese Phase der Geschichte der unendlichen Reihen:

„Hervorzuheben ist überdies, dass NEWTON gerade so wie NIC. MERCATOR

die Reihenentwicklung zunächst nicht als Selbstzweck betrachtet, sondern

sie als Mittel zur Durchführung von Integrationen oder wenn man so will ,

zur Berechnung von Flächeninhalten benützt.“ (REIFF, S. 33)

Reihen erwachsen also aus einer Problemstellung, welche die Mathematiker

über viele Jahrhunderte beschäftigte: Die Bestimmung eines Flächeninhaltes

kann in vielen Fällen auf die Bestimmung der Summe einer unendlichen Reihe

zurückgeführt werden. Reihen erweisen sich damit als 

Hilfsmittel zur Lösung eines Problems.

Diese Entwicklung ist allerdings nicht isoliert zu betrachten. Denn mit der

Integralrechnung war zugleich eine allgemeinere Methode zur Lösung des

Flächenproblems entwickelt worden. Diese Beziehungen zwischen

Differential- und Integralrechnung strahlen nun auch auf die unendlichen

Reihen aus. 

2.2 Reihen als Darstellungsform von Funktionen

Wie wir bereits oben gesehen haben, dienten Reihenentwicklungen von Funk-

tionen zunächst als Hil fsmittel zur Integration von Funktionen: Die zu integrie-

rende Funktion wurde in eine Potenzreihe entwickelt, die man dann gliedweise

integrierte. Bei LEIBNIZ dagegen finden unendliche Reihen ein selbständiges

Interesse. Er schreibt über seinen Zugang (1693):

„Früher wurden die unendlichen Reihen nach ihrem ersten Erfinder, dem

Holsteiner NICOLAUS MERCATOR, durch Divisionen und nach dem berühm-

ten Geometer ISAAC NEWTON durch Wurzelausziehungen gesucht. Es
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schien mir nun, daß man zu ihnen bequemer und allgemeiner gelangen

kann, indem man die gesuchte Reihe selbst als gefunden annimmt, so daß

die Koeff izienten der Glieder im weiteren Verlauf bestimmt werden."

(LEIBNIZ, S. 19).

So löst er z.B. die Differentialgleichung

durch den Ansatz

Durch Koeff izientenvergleich erhält er dann

Diese Reihe ist die gesuchte Lösung der Differentialgleichung.

Große Fortschritte brachten die Formeln von TAYLOR 1716 und MACLAURIN

1742. Auch EULER hatte 1732 diese Formeln gefunden, mit denen Funktionen

in Potenzreihen entwickelt werden konnten (REIFF). EULER schreibt über die

Bedeutung solcher Reihenentwicklungen:

„Denn so wie man die Natur einer ganzen Funktion am leichtesten erkennt,

wenn man sie nach den in ihr vorkommenden verschiedenen Potestäten von

z entwickelt, und also auf die Form A + Bz+ Cz2 + Dz3 usf. bringt: so ist

auch eben diese Form vor allen andern geschickt, der Seele einen deutli -

chen Begriff von der Natur einer jeden andern Funktion zuertheilen, wenn

gleich die Anzahl der darin vorkommenden Glieder unendlich ist.“ (EULER,

S. 68).

Man sucht also Reihenentwicklungen von Funktionen, weil man durch sie

Erkenntnisse über die Funktionen erwartet. Sie stellen überdies ein wirksames
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Hil fsmittel dar, um Funktionswerte näherungsweise zu berechnen. So lassen

sich leicht Tafeln für die Logarithmen und die Winkelfunktionen gewinnen.

Auch �  und e können mit beliebiger Genauigkeit bestimmt werden.

Man kann diese Untersuchungen unter dem Aspekt sehen, daß hier Reihen

selbst als

Lösung einer Problemstellung

 gefunden werden.

2.3 Summation von Reihen

Bereits ARCHIMEDES hatte ja bei der Quadratur der Parabel gefunden, daß sich

die Reihe einem bestimmten Wert nähert und hatte damit den Flächeninhalt der

Parabel bestimmt. Auch die Integration durch MERCATOR und NEWTON er-

forderten die Bestimmung von Summen unendlicher Reihen.

Mit der Entdeckung neuer Reihen ergab sich dann immer wieder das Problem

ihrer Summation. Dies stellte sich als teilweise sehr schwierig heraus. So be-

mühten sich die Brüder JACOB und JOHANN BERNOULLI Ende des 17. Jahr-

hunderts z.B. intensiv darum, die Summe der Reihe 

zu bestimmen. Es war JACOB BERNOULLI nicht mehr vergönnt, die Lösung des

Problems zu erleben. JOHANN BERNOULLI gelang die Summation nach 1705,

veröffentlicht 1742 (REIFF).

Auch EULER erhält im Rahmen allgemeinerer Summationen die Summe dieser

Reihe als Nebenprodukt. Seine Summationsmethoden sind ideenreich, elegant,

leistungsfähig und auf ähnliche Problemstellungen übertragbar.
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Unendliche Reihen begannen sich damit als ergiebige 

Quelle von Problemstellungen

zu erweisen. Dabei zeigte sich dann aber auch, daß die bisher benutzten Begrif-

fe nicht scharf genug waren.

2.4 Präzisierungen des Begriffs der Summe einer Reihe

ZENONS bekannte Paradoxie von Achill es und der Schildkröte kann unter dem

Aspekt des Grenzwertes einer Reihe gesehen werden. Achill es läuft 10 mal so

schnell  wie die Schildkröte. Deshalb gibt er ihr einen Vorsprung von a Metern.

Wenn Achill es diese Strecke zurückgelegt hat, so ist er immer noch  Metera
10

hinterher. Hat er auch diese Strecke geschaff t, so beträgt sein Rückstand immer

noch  Meter usw. Die Reihea
100

beschreibt diesen Vorgang. Die Summe nähert sich dem Grenzwert 10
9 � a,

ohne ihn zu erreichen. Andererseits ergibt sich dieser Wert als Lösung der

„Einholaufgabe“ , wenn man sie mit Hil fe von Gleichungen löst.

Besonders deutlich brach das Problem der Summe unendlicher Reihen an der

Reihe

1 – 1 + 1 – 1 + 1 – 1 ...

auf (REIFF). Für JACOB BERNOULLI war es ein „paradoxon non inelegans“ .
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1
1 � x � 1 � x � x2 � x3 ...

1
2 � 1 � 1 � 1 � 1 � 1 ...

Nach dem Vorschlag von GRANDI 1703 sollte man als Summe  annehmen.1
2

Denn aus der Reihenentwicklung

erhielt er für x �  1

VARIGNON zeigte 1712 die Widersprüchlichkeit solcher Betrachtungen, indem

er unterschiedlich klammerte:

1 �  1 + 1 �  1 ... = (1 � 1) + (1 � 1)+ ... = 0

   = 1 � (1 � 1) � (1 � 1) � ...= 1

Eine Präzisierung der Problemstellung wurde von CAUCHY in der Unterschei-

dung zwischen der Reihe und ihrem Grenzwert gegeben. Er führte 1821 die

„ lim“ -Schreibweise ein und fand auch das nach ihm benannte Konvergenz-

kriterium. Seine Definition der Summe lautet:

„Soit sn = uo + u1 + u2 + ... + un-1 la somme des n premiers termes, n dé-

signant un nombre entier quelconque. Si, pour des valeurs de n toujours

croissantes, la somme sn s'approache indéfiniment d'une certaine limite s, la

série sera dite convergente, et la limite en question s'appellera la somme de

la série.“ (CAUCHY, S. 123).

Eine weitere Präzisierung erfolgte dann mit der Fundierung der reellen Zahlen

gegen Ende des vorigen Jahrhunderts. Unendliche Reihen wurden als Folgen

von Partialsummen aufgefaßt. Konvergiert eine solche Folge, so ordnet man

der Reihe den Grenzwert der Folge als Summe zu. Dabei setzte sich zugleich

die Einsicht durch, daß einer solchen Ühereinkunft eine gewisse Will kür



12

s1 � ... � sn

n

anhaftet. So schreibt z.B. KNOPP (1921)

„So naheliegend und naturgemäß nun diese Festsetzung auch ist und so eng

sie sich auch an die Entstehung der unendlichen Zahlenfolgen (etwa als

schrittweise Annäherung an ein Ergebnis, das nicht mit einem Schlage

erhalten werden kann) anschließen mag, so ist eine solche Festsetzung doch

unter allen Umständen als eine will kürliche zu bezeichnen, und sie könnte

auch durch ganz andere ersetzt werden. Nur die Zweckmäßigkeit und der

Erfolg ist hier entscheidend, ob die eine oder andere Festsetzung vorzuzie-

hen ist; in der Natur der Sache selbst, d.h. in dem Symbol (sn) einer un-

endlichen Zahlenfolge, liegt kein bindender Anhalt dafür vor.“ (KNOPP , S.

476).

Gegen Ende des vorigen Jahrhunderts begannen daher Versuche, auch be-

stimmten divergenten Reihen reelle Zahlen als Summen zuzuordnen. So be-

trachtete z.B. HÖLDER 1882 zu einer Reihe (sn) die Folge ihrer arithmetischen

Mittel

Konvergiert die Folge dieser Mittel gegen s, so wird der Reihe (sn) der M-

Limes s zugeordnet. Da für jede konvergente Reihe die Folge der Mittel gegen

die Summe der Reihe konvergiert, verallgemeinert der M-Limes den üblichen

Grenzwert.

Diese Limitierungsverfahren führen zu einer allgemeineren Fassung des

Grenzwertbegriff s und damit in einem gewissen Sinn zu einer Begriff sentwick-

lung.

Schließlich ist von SCHMIEDEN und LAUGWITZ 1958 mit der Omega-Analysis

mit Hil fe der unendlich großen Zahl �  eine nichtarchimedische Analysis

entwickelt worden, in der man die Summe unendlicher Reihen durch Einsetzen

von �  berechnen kann. So gilt z.B.
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Wir können diese Betrachtungen so deuten, daß mit Hil fe der unendlichen

Reihen der Begriff der „unendlichen Addition“ in unterschiedlicher Weise

präzisiert werden konnte, so daß die zunächst vagen Problemstellungen ein-

wandfrei gelöst werden konnten. Der Begriff des Limes diente damit als

Hilfsmittel zur Präzisierung einer Problemstellung

2.5 Sicherung durch Klärung von Voraussetzungen

Der Begriff der Konvergenz bildet sich in enger Verbindung zur Summation

der Reihen heraus. GREGORY spricht 1668 zum ersten Mal von konvergenten

und divergenten Reihen (REIFF). LEIBNIZ gibt 1705 sein Konvergenzkriterium

für alternierende Reihen an. Weitere wichtige Konvergenzkriterien werden von

GAUSS, CAUCHY und ABEL gefunden. Dabei geht es in erster Linie wohl darum

zu klären, ob eine vorgelegte Reihe überhaupt einen Grenzwert besitzt. Mit

Hil fe des Begriff s können also Bedingungen formuliert werden, unter denen

das Problem der Summation lösbar ist.

Bei der Bestimmung der Summe einer Reihe übertrug man weitgehend die

Rechenregeln für das Rechnen mit endlichen Summen auf unendliche Reihen.

Wir hatten bereits oben gesehen, wie BROUNCKER Reihen addierte. Auch hei

EULER finden wir derartige Operationen, obwohl er sich der Problematik

divergenter Reihen bewußt war. Erst mit Hil fe des Konvergenzbegriff s wurde

es möglich, Regeln für das Rechnen mit unendlichen Reihen zu formulieren

und die Grenzen dieser Regeln deutlich zu machen. Wir hatten bereits gesehen,

wie CAUCHY den Begriff der Summe einer unendlichen Reihe definierte. In der

Definition wird zugleich der Begriff der konvergenten Reihe eingeführt. Damit

kann er dann für konvergente Reihen Grenzwertsätze formulieren, z.B.

„Soient
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uo, u1, u2, ... un, &c,...,

vo, v1, v2, ... vn, &c,...,

deux séries convergentes qui aient respectivement 

pour sommes s ét s';

uo + vo, u1 + v1, u2 + v2,... un + vn, &c... ,

sera une nouvelle serie convergente, qui aura pour 

somme s + s'.“ (CAUCHY, S. 147).

Der Begriff der konvergenten Reihe diente also auch dazu, die Verfahren, die

man für die Summation der Reihen benötigte, zu sichern. Dabei mußte man den

Verlust einiger Regeln in kauf nehmen. Immerhin konnte man noch einige

wichtige Regeln mit Hil fe des Begriff s der absoluten Konvergenz retten.

Bei der Integration nit Hil fe von Reihen wurde lange Zeit ohne Bedenken

gliedweise integriert. Wir erinnern an die gliedweise Integration der Reihe 

1 – x + x2 – x3 + ... 

durch MERCATOR. Erst 1847 entdeckten VON SEIDEL und STOKES unabhängig

voneinander die gleichmäßige Konvergenz als Voraussetzung.

Für VON SEIDEL war der Ansatzpunkt der Beweis des von CAUCHY gegebenen

Satzes: Eine konvergente Reihe stetiger Funktionen ist wiederum stetig.

Er schreibt:

„Wenn man ausgehend von der so erlangten Gewißheit, daß der Satz nicht

allgemein gelten kann, also seinem Beweise noch irgend eine versteckte

Voraussetzung zu Grunde liegen muß, denselben einer genaueren Analyse

unterwirft, so ist es auch nicht schwer, die verborgene Hypothese zu ent-

decken;...“ (SEIDEL, S. 383).
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Allerdings läßt sich dieser Satz innerhalb CAUCHYS Begriff ssystem durchaus

rechtfertigen, wenn man unendlich kleine Größen akzeptiert. Dies gilt i n ähnli-

cher Weise auch für die von EULER verwendeten Summationsmethoden (LAUG-

WITZ 1986).

Der Begriff der gleichmäßigen Konvergenz setzte sich vor allem durch die

Vorlesungen von WEIERSTRASS durch.

Auch dieser Begriff diente also dazu, bestimmte Schlüsse und Lösungsmetho-

den zu sichern. Man kann die Verwendung dieser Begriffe unter den Aspekt

sehen, daß sie als 

Hilfsmittel zur Sicherung einer Methode

dienen.

2.6 Begriffsentwicklung in der Geschichte der unendlichen Reihen

Betrachtet man die Geschichte der unendlichen Reihen, dann wird deutlich,

daß sich der Begriff der Reihe und mit ihn eine große Zahl weiterer Begriffe,

die mit ihm vernetzt sind, schrittweise entwickelt haben. Dieser Entwicklungs-

prozeß ist vielschichtig und durch unterschiedliche Impulse bewirkt worden. Er

ist sicher auch noch nicht abgeschlossen. Es wäre verfehlt, ihn isoliert zu be-

trachten. Denn er ist eng verbunden z.B. mit der Entwicklung des Zahlbegriff s

und des Funktionsbegriff s. Wenn wir in den vorangegangenen Abschnitten von

Rollen einzelner Begriffe sprachen, dann haben wir diesen komplexen Entwick-

lungsprozeß unter einem bestimmten Blickwinkel betrachtet. Dabei stehen

didaktische Interessen im Vordergrund, wie sie etwa von TOEPLITZ angespro-

chen worden sind:

„ ...alle diese Gegenstände der Infinitesimalrechnung, die heute als kanoni-

sierte Requisiten gelehrt werden, der Mittelwertsatz, die Taylorsche Reihe,

der Konvergenzbegriff , das bestimmte Integral, vor allem der Differential-

quotient selbst, und bei denen nirgends die Frage berührt wird: warum so?
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wie kommt man zu ihnen?, alle diese Requisiten also müssen doch einmal

Objekte eines spannenden Suchens, einer aufregenden Handlung gewesen

sein, nämlich damals, als sie geschaffen wurden. Wenn man an diese Wur-

zeln der Begriffe zurückginge, würde der Staub der Zeiten, die Schrammen

langer Abnutzung von ihnen abfallen, und sie würden wieder als lebens-

volle Wesen vor uns erstehen.“

Für den Lehrenden ergibt sich:

„ ... man könnte für sich selbst aus solcher historischer Analyse lernen, was

der eigentliche Sinn, der wirkliche Kern jedes Begriffes ist, und könnte

daraus Folgerungen für das Lehren dieses Begriffes ziehen...“ (TOEPLITZ,

S. 92-93).

Bei unserer Betrachtung wollten wir deutlich machen, daß Begriff sbildungs-

prozesse eng verbunden sind mit mathematischen Problemen, daß zwischen

ihnen eine ständige Wechselwirkung besteht: Probleme lösen Begriff sbildun-

gen aus und steuern die Begriffsbildungsprozesse, während umgekehrt Begriffe

Probleme auslösen und Problemlösungen in eine bestimmte Richtung treiben.

Wenn wir für einen bestimmten Begriff in einer Phase seiner Entwicklungs-

geschichte eine Rolle identifiziert haben, dann ist damit freili ch nicht gesagt,

daß sich in der Entwicklungsgeschichte der Begriff immer auf eine bestimmte

Rolle beschränkt. Vielmehr ist es die Regel, daß sich die Rollen und häufig

auch der Begriff wandeln. Waren die Reihen zunächst Hil fsmittel zum Lösen

von Problemen, so wurden sie bald Quellen für neue Problemstellungen und

ergaben sich auch als Lösungen von Problemen. Schließlich wurde der Begriff

der Reihe so präzisiert, daß die verwendeten Methoden weitgehend gerecht-

fertigt werden konnten.

Schließlich sind noch einige Hinweise hinsichtlich der angesprochenen Pro-

blemtypen notwendig. Bei den von uns behandelten Beispielen handelte es sich

vorwiegend um innermathematische Probleme. Man sollte dabei nicht überse-

hen, daß auch in der Geschichte der Reihen wesentliche Impulse von den
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Anwendungen kamen. Man denke etwa an die Fourier-Reihen, Bessel-, und

Kugelfunktionen sowie die Gammafunktion (LENSE). Nach meiner Auffassung

lassen sich auch hier die angesprochenen Rollen im Problemlöseprozeß identi-

fizieren.

Wir wollen uns im folgenden etwas eingehender mit diesen Rollen befassen.

Dazu werden wir unterschiedliche Aspekte an „Momentaufnahmen“ aus der

Entwicklungsgeschichte anderer Begriffe deutlich machen, ohne jeweils auf die

weitere Entwicklung dieser Begriffe einzugehen. Auch hier ergibt sich dabei

notwendig eine verkürzte Sicht.

3. Beschreibung der Rollen des Begr iff s

3.1 Der Begriff als Quelle von Problemstellungen

Begriff sbildungsprozesse sind in der Regel in Problemstellungen eingebettet.

Selbst wenn EUKLID seine „Elemente“ mit der Einführung von Begriffen

beginnt und erst dann Probleme aufwirft, sind diese Begriffe doch aus Proble-

men erwachsen.

Andererseits lösen Begriff sbildungen in der Regel sogleich neue Problemstel-

lungen aus. Dabei ergeben sich vor allem drei verschiedene Richtungen des

Fragens.

Zunächst ergeben sich Fragestellungen, die direkt auf die Erforschung des

Begriffs gerichtet sind. Es kann sich dabei z.B. um Fragen nach dem Umfang

des Begriff s, nach Wegen zur Bestimmung von Beispielen für den Begriff und

Überlegungen zum Inhalt des Begriff s handeln. Derartige Fragen können so

einfach zu beantworten sein, daß man sich scheut, von Problemen zu sprechen.

Andererseits können bereits solche elementaren Fragen sehr schwer zu

beantworten sein. Nachdem z.B. LEIBNIZ 1686 den Begriff der transzendenten

Zahl definiert hatte, gelang es erst 1844 LIOUVILLE, die Existenz transzendenter

Zahlen nachzuweisen (TROPFKE). Die Beweise für die Transzendenz von e
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durch HERMITE 1873 und von %  durch LINDEMANN 1882 waren sehr schwierig

und galten als Sensationen. CANTOR konnte 1874 beweisen, daß es überabzähl-

bar viele transzendente Zahlen gibt.

Da Begriffe in einem Problemkontext entstehen, bestehen Beziehungen zu

anderen Begriffen, die bereits gebildet worden sind, oder es werden weitere

Begriffe gebildet, die zu ihm in Beziehung stehen. Ein Begriff erzeugt damit

Fragestellungen, die auf die Erforschung des Beziehungsgefüges gerichtet sind.

Mit der Entwicklung der Begriffe „stetig“ und „differenzierbar“ ergab sich z.B.

die Fragestellung, welche Beziehung zwischen diesen beiden Begriffen besteht.

Dies wurde bald erkannt. Schwieriger war dann z.B. die Frage, ob es „überall

stetige und nirgends differenzierbare“ Funktionen gibt. Derartige Fragestel-

lungen führten auf neue Funktionenklassen, wie sie z.B. von WEIERSTRASS und

BOLZANO gefunden wurden.

Aus dem Problemkontext, aus dem heraus ein Begriff entsteht, ist häufig eine

bestimmte Funktion des Begriff s gegeben, so daß die Begriff sbildung von

vornherein auf Anwendungen zielt. Dies ist bei den grundlegenden Begriffen

der Analysis wie Ableitung und Integral der Fall . Ein dritter Bereich von

Problemen bezieht sich damit auf die Erforschung der inner- und außerma-

thematischen Anwendungen des Begriff s.

Es ist deutlich, daß diese Problemstellungen auf die Doppelnatur der Begriffe

als Gegenstände und als Werkzeuge zielen.

Der mathematische Wert einer Begriffsbildung kann häufig an ihrer Fruchtbar-

keit als Quelle von Problemstellungen beurteilt werden. Der besondere Reiz

einer Begriff sbildung für den Mathematiker ergibt sich in der Regel aus der

Schwierigkeit der Problemstellungen. Damit sind Maßstäbe für die Bewertung

von Begriff sbildungen gegeben, die dem Lernenden vermittelt werden können,

wenn man ihm die Rolle des Begriff s als Quelle von Problemstellungen bewußt

macht.
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3.2 Der Begriff als Hilfsmittel zur Präzisierung einer Problemstellung

Der Begriff ist häufig ein Mittel, um eine vage Problemstellung so scharf zu

fassen, daß sie einer mathematischen Lösung zugänglich ist.

Als DEDEKIND 1872 den Begriff des „Schnittes“ einführte, diente ihm dieser

zur Beschreibung eines intuitiv erfaßten Phänomens. So schreibt er:

„Die obige Vergleichung des Gebietes R der rationalen Zahlen mit einer

Geraden hat zur Erkenntnis der Lückenhaftigkeit, Unvollständigkeit oder

Unstetigkeit des ersteren geführt, während wir der Geraden Vollständigkeit,

Lückenlosigkeit oder Stetigkeit zuschreiben. Worin besteht nun eigentlich

diese Stetigkeit? Mit vagen Reden über den ununterbrochenen Zusammen-

hang in den kleinsten Teilen ist natürlich nichts erreicht; es kommt darauf

an, ein präzises Merkmal der Stetigkeit anzugeben, welches als Basis für

wirkliche Deduktionen gebraucht werden kann.“ (DEDEKIND, S 10).

Er definiert dann den Schnitt.

Eine Begriff sbildung kann aber auch zur Überwindung einer paradoxen Situa-

tion führen, die der Anschauung Schwierigkeiten bereitet. Unter den „Parado-

xien des Unendlichen“ führt BOLZANO (1851) folgende Beobachtung auf:

„ Ich behaupte nämlich: zwei Mengen, die beide unendlich sind, können in

einem solchen Verhältnisse zu einander stehen, dass es e i n e r s e i t s

möglich ist, jedes der einen Menge gehörige Ding mit einem der anderen zu

einem Paare verbinden mit dem Erfolge, dass kein einziges Ding in beiden

Mengen ohne Verbindung zu einem Paare bleibt, und auch kein einziges in

zwei oder mehreren Paaren vorkommt; und dabei ist es doch

a n d r e r s e i t s  möglich, dass die eine dieser Mengen die andere als

einen blossen T h e i l in sich fasst, so dass die Vielheiten, welche sie

vorstellen, wenn wir die Dinge derselben alle als gleich d.h. als Einheiten

betrachten, die m a n n i g f a l t i g s t e n V e r h ä l t n i s s e zu einander

haben.“ (BOLZANO, 28,29).
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BOLZANO ist sich bewußt, daß die Ursache dieser Paradoxie darin liegt, daß die

Mengen unendlich sind. Für DEDEKIND ist diese Eigenschaft der unendlichen

Mengen charakteristisch, so daß er sie zum Anlaß für eine Definition unendli -

cher Mengen nimmt. Er definierte (1887):

„Ein System S heißt u n e n d 1 i c h, wenn es einem echten Teile seiner

selbst ähnlich ist;...“ (DEDEKIND, S. 13).

Dabei bedeutet „ähnlich“ bei ihm die Existenz einer umkehrbaren Abbildung

zwischen den betrachteten Mengen. DEDEKIND bemerkt über seine Definition

des Unendlichen:

„ In dieser Form habe ich die Definition des Unendlichen, welche den Kern

meiner ganzen Untersuchung bildet, im September 1882 Herrn G. CANTOR

und schon mehrere Jahre früher auch den Herren SCHWARZ und WEBER

mitgeteilt . Alle anderen mir bekannten Versuche, das Unendliche vom

Endlichen zu unterscheiden, scheinen mir so wenig gelungen zu sein, daß

ich auf eine Kritik derselben verzichten zu dürfen glaube.“ (DEDEKIND, S.

13).

Die mathematische Begriff sbildung führte mit dieser Präzisierung zugleich zu

einer „Entmythologisierung“ des Unendlichen.

Im Abbildungsbegriff haben wir schließlich ein Beispiel, bei dem durch eine

Präzisierung eine Lösung von physikalischen Vorstellungen erreicht wurde. So

finden sich z.B. bei EUKLID in Kongruenzbeweisen Redewendungen, die

vermuten lassen, daß ihnen die Vorstellung zugrundeliegt, eine Figur werde

bewegt und auf die andere gelegt. HELMHOLTZ betrachtet Bewegungen als

natürliche Grundlage des Begriffs der Kongruenz, und für POINCARE stellen sie

den Fundamentalbegriff der Geometrie dar. Andererseits wurde diese Vor-

stellung der Bewegung als etwas der Geometrie Fremdes empfunden. So

schreibt z.B. WEBER-WELLSTEIN (1905):

„Mag man den Begriff der Gleichheit bei materiellen Geraden immerhin

auf die Bewegung gründen, in die Geometrie kann er nicht so ohne weiteres
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übernommen werden. Die Bewegung muß auf alle Fälle eliminiert werden.“

(WEBER-WELLSTEIN, S. 14)

Und RUSSELL schreibt:

„The apparent use of motion is deceptive; what, in geometry, is called a

motion, is merely the transference of our attention from one figure or set of

elements to another. Actual superposition, which is nominally employed by

Euclid, is not required.“ (Zit. n. MA-Report, S. 28).

Vor allem durch die Arbeiten von LIE begann sich die Auffassung durch-

zusetzen, daß es bei der Untersuchung der Abbildungen nur auf die Betrach-

tung des Anfangs-und Endzustandes ankommt (VOLLRATH 1978).

Man muß jedoch sehen, daß in allen Fällen die Präzisierungen zugleich zu

bestimmten Verengungen führen. Bestimmte Aspekte werden bewußt ausge-

klammert. Damit kann man unter Umständen aus dem Blick verlieren, daß man

auch ganz anders hätte entscheiden können. Es ist daher reizvoll , an der Pro-

blemstellung erneut anzusetzen und andere Präzisierungen zu versuchen. Wir

hatten dies ja bereits am Beispiel der Omega-Analysis gesehen, die eine Fun-

dierung der Analysis mit unendlich großen Zahlen versucht. Wie LAUGWITZ

zeigen konnte, finden sich Ansätze zu solchen Überlegungen bereits bei

EULER, CAUCHY und BOLZANO. Sie wurden jedoch bei der Fundierung der

Analysis im Laufe des vorigen Jahrhunderts durch WEIERSTRASS, CANTOR und

DEDEKIND zunächst abgeschnitten.

3.3 Der Begriff als Hilfsmittel zur Lösung eines Problems

Bei der Betrachtung der Reihen haben wir bereits gesehen, daß ein Begriff bei

der Lösung eines Problems zu einem Schlüsselproblem werden kann, an dessen

Lösung die eigentliche Problemlösung gebunden ist. Die Begriff sbildung

gestattet die Herausarbeitung des Schlüsselproblems und ebnet damit zugleich

den Weg zu einer Lösung.
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Bei der Umformung von linearen Gleichungssystemen erfand LEIBNIZ die

Determinanten, die er 1693 L'HOSPITAL in einem Brief mitteilte. Die Determi-

nanten dienten ihm als Grundlage einer Lösungstechnik. Statt die Gleichungen

umzuformen, berechnete man nun Determinanten. LEIBNIZ gab auch die nach

CRAMER benannte Regel an (TROPFKE).

Begriffe können völli g neue Methoden eröffnen, durch die eine Fülle von

neuen Problemen aufgeworfen und gelöst werden kann. Für NEWTON war die

Ableitung als Fluxion einer Weg-Zeit-Funktion (Fluente) eine Methode zur

Lösung des Geschwindigkeitsproblems. (Er spricht von der „Methode der

Fluxionen“ ) Bei LEIBNIZ lieferte die Ableitung einen Weg zur Lösung des

„Tangentenproblems“ . Das bestimmte Integral führte schließlich zu einer

Lösung des „Flächenproblems“. Im Verlaufe der weiteren Entwicklung wurden

diese Begriffe dann als Lösungen dieser Probleme betrachtet.

Als 1830 GALOIS erkannte, daß man die Auflösbarkeit einer Gleichung über

die Auflösbarkeit der Gruppe dieser Gleichung entscheiden kann, diente ihm

der Begriff der Gruppe zunächst als Mittel zur Problemtransformation. Der

anfangs umgangssprachlich benutzte Ausdruck „ le groupe“ begann sich unter

der Behandlung der Problemstellung zu einem mathematischen Begriff zu

verdichten (WUSSING 1969).

3.4 Der Begriff als Lösung eines Problems

Bei Problemstellungen ergeben sich häufig bisher unbekannte Objekte als

Lösungen, die ihrerseits zu neuen Untersuchungen Anlaß geben. Bestimmte

Kurven wurden Z.B. durch Ortsaufgaben oder durch Konstruktionsvorschriften

entdeckt, man denke etwa an die von GALILEI gefundene Zykloide, an die

Radlinien oder an Kurven, die als Lösungen von Differentialgleichungen (z.B.

die Kettenlinie und die Traktrix) gefunden worden sind, bis hin zu Minimal-

flächen, die dadurch charakterisiert sind, daß ihr Flächeninhalt kleiner oder

gleich dem Flächeninhalt jeder Fläche mit gleicher Randkurve ist.
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Ein typisches Beispiel scheint mir auch EULER's Entdeckung der Gamma-

funktion zu sein. Er suchte eine einigermaßen vernünftige Funktion f mit der

Eigenschaft f(k+l) = k! und fand die Funktion, die dann später von LEGENDRE

als EULERsche Gammafunktion bezeichnet wurde. Hier führte eine Problem-

stellung auf einen neuen Begriff , der dann Quelle für weitere Problemstel-

lungen wurde.

Ist es schwierig, die Lösung eines Problems zu bestimmen, dann ist es häufig

üblich, eine definitorische Lösung des Problems zu geben. Man denke etwa an

die Definition der imaginären Zahl i als Lösung von x2 + l = 0. Häufig werden

auch neue Begriffe zunächst durch Eigenschaften charakterisiert, die sich aus

Wunschvorstellungen über die Lösung eines Problems ergeben. Man denke

etwa an die axiomatische Einführung der Wahrscheinlichkeit durch KOLMOGO-

ROW (1933). In der Regel setzen solche Begriff sbildungen Untersuchungen

über die so definierten Begriffe in Gang, die darauf zielen, Vorstellungen und

Kenntnisse über den neuen Begriff zu gewinnen. Historisch war es meist

schwierig, solche Begriff sbildungen durchzusetzen.

Mit der Entwicklung der Strenge in der Analysis wurden häufig Probleme

gestellt , bei denen an einen Begriff Zusatzbedingungen gestellt wurden. Man

denke etwa an überall stetige und nirgends differenzierbare Funktionen, wie sie

z.B. von WEIERSTRASS und BOLZANO gefunden wurden. Die dabei gefundenen

Funktionen dienten im wesentlichen dazu, Beziehungen zwischen Begriffen zu

klären.

3.5 Der Begriff als Hilfsmittel zur Sicherung einer Methode

Als man das Differenzieren und Integrieren als wirksame Methode zur Lösung

von Problemen erkannte, ging man zunächst unbedenklich mit diesen Verfah-

ren um, bis man erkannte, daß sie keineswegs immer anwendbar sind, sondern

in bestimmten „pathologischen“ Fällen versagen. Als einfacher Ausweg aus

dieser Situation bot sich an, zunächst einmal formal den Gültigkeitsbereich
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einzuschränken. Dies geschah mit Begriffen wie „konvergent“ , „ differen-

zierbar“ , „ integrierbar“ . Häufig signalisierte die Nachsilbe „bar“ diese Inten-

tion der Begriff sbildung. In allen diesen Fällen ging es um die Sicherung eines

Lösungsverfahrens.

Bei Beweisen können bestimmte Schlüsse nur unter Zusatzvoraussetzungen

durchgeführt werden. Tut man dies nicht, so lassen sich Gegenbeispiele an-

geben, der Beweis ist nicht schlüssig. Auch für die Sicherung von Schluß-

weisen werden also häufig Begriffe gebildet. Man denke etwa an den Begriff

der Stetigkeit. Ein Schluß, bei dem aus wechselnden Vorzeichen der Funktion

auf eine Nullstelle geschlossen wird, wie es in dem von BOLZANO 1817

gefundenen Nullstellensatz geschieht, ist unter der Voraussetzung der Stetig-

keit zulässig. OSTROWSKI (1952) spricht hier von dem „Ausschließen pa-

thologischer Fälle“ , LAKA TOS (1979) von „Monster-sperre“ .

Begriffe werden schließlich auch zur Verallgemeinerung von Schlußweisen

gebildet. Man denke etwa an den Begriff des metrischen Raumes, mit dem

FRECHET 1906 typische Schlußweisen bei der Konvergenz von Folgen auf

andere Räume übertragen wollte. Er fand seine Axiome durch Beweisanalyse.

Sie antworten also auf die Frage: „Was wird immer wieder gebraucht?“ (PIK-

KERT 1984).

Nachdem wir gezeigt haben, wie Begriffe aus Problemlöseprozessen erwach-

sen und wie sie ihrerseits auf Problemlöseprozesse einwirken, wollen wir nun

einige Konsequenzen aus diesen Überlegungen für den Mathematikunterricht

ziehen.

4. Die Bedeutung der Betrachtung von Rollen des Begr iff s für den

Mathematikunterr icht

4.1 Einbettung des Begriffs in Problemkontexte

Von einen problemorientierten genetischen Mathematikunterricht erwartet
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man, daß Begriffe in Problemkontexte eingebettet werden. Unsere Überlegun-

gen sollten deutlich machen, daß dies nur im Sinne von Wechselwirkungen

fruchtbar werden kann.

Das bedeutet zunächst, daß Begriffe aus Problemstellungen entstehen, daß aber

auch umgekehrt aus den Begriffen wiederum neue Problemstellungen erwach-

sen sollten.

So kann man etwa den Begriff der Elli pse in der Sekundarstufe 1 gewinnen,

wenn man mögliche Schnitte eines Zylinders mit einer Ebene untersucht. Dabei

können dann die Schüler die Elli pse entdecken. Haben sie die Elli pse als Figur

erkannt, so wird man fragen, wie man eine Elli pse zeichnen kann. Damit hat

man eine neue Problemstellung gewonnen.

Wir haben bei der Entwicklung der Reihen gesehen, wie sich Begriffe unter

Problemstellungen wandelten und wie umgekehrt sich verändernde Begriffe zu

veränderten Problemstellungen führten. Auch diesen Prozeß kann man im

Unterricht deutlich werden lassen. Wachsen und Fallen sind in der Sekund-

arstufe 1 Begriffe, die Eigenschaften von Funktionen bezeichnen. Sie ergeben

sich aus der Frage, ob eine Vergrößerung der ersten Größe eine Vergrößerung

oder eine Verkleinerung der zweiten Größe ergibt. Dies Verhalten wird dabei

aus dem Kontext des Sachrechnens hier global betrachtet. In der Sekundarstufe

2 ändern sich die Fragestellungen und sind nun auch auf das Verhalten in der

Umgebung eines Punktes gerichtet. Wachsen und Fallen einer Funktion werden

nun differenzierter betrachtet.

Begriff sentwicklungen vollziehen sich in der Regel auf natürliche Weise über

längere Zeiträume im Unterricht. Man denke etwa an die Entwicklung des

Zahlbegriff s, des Funktionsbegriff s und der geometrischen Grundbegriffe.

Dabei sollte man es nicht versäumen, bei der Erarbeitung einer neuen Stufe des

Verständnisses auch auf die Entwicklung der Problemstellungen hinzuweisen.

Schließlich besteht eine Wechselwirkung zwischen dem Arbeiten mit dem

Begriff und dem Reflektieren über den Begriff . Arbeitet man zunächst „naiv“
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mit dem Begriff und macht sich mit ihm vertraut, so führt eine Reflektion über

den Begriff zu tieferer Einsicht, die dann ihrerseits das weitere Arbeiten mit

dem Begriff beeinflußt.

So kann man z.B. die Symmetrien einer Figur anschaulich erfassen. Bei einer

Analyse entdeckt man dann als Kern einer solchen Symmetrie die Existenz

einer Deckabbildung. Deren Eigenschaften wiederum lassen neue Eigenschaf-

ten der Figur erkennen.

Behandelt man zunächst Achsensymmetrie, dann entdeckt man als Deck-

abbildung eine Achsenspiegelung. Die Entdeckung der Abbildung kann dann

der Anlaß sein, z.B. auch für Drehungen symmetrische Figuren zu betrachten.

Auch hier wird also deutlich, daß dieses Wechselspiel nicht nur zu einer Ver-

tiefung, sondern auch zu einer Erweiterung führen kann.

4.2 Variation der Rollen im Unterr icht

Begriffe können im Mathematikunterricht unterschiedliche Rollen im Problem-

löseprozeß übernehmen. Am Beispiel des Begriffes „ähnlich“ will i ch zeigen,

wie es möglich ist, zu jeder der angegebenem Rollen eine entsprechende Ein-

führung zu geben.

(1) Man kann mit der Mitteilung der Definition beginnen und dann nach

Eigenschaften ähnlicher Figuren fragen.

(Quelle für Problemstellungen)

(2) Man kann an die umgangssprachliche Verwendung des Wortes „ähn-

lich“  anknüpfen und fragen, was man in der Geometrie unter ähnli -

chen Figuren verstehen soll .

(Hil fsmittel zur Präzisierung einer Problemstellung)

(3) Um die Höhe eines Baumes zu bestimmen, kann man die Ähnlichkeit
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von Dreiecken als nützliche Eigenschaft entdecken. 

(Hil fsmittel zur Lösung eines Problems)

(4) Von einem Dreieck kennt man die drei Winkel. Ist es damit eindeutig

festgelegt? Diese Frage führt auf die Entdeckung der Ähnlichkeit.

(Lösung eines Problems)

(5) Aus einem Foto eines Gebäudes kann man die Maße des Gebäudes

bestimmen, wenn man z.B. eine wahre Länge kennt. Dies gilt aller-

dings nur, wenn Ähnlichkeit gegeben ist. 

(Hil fsmittel zur Sicherung einer Methode)

Sicherlich sind nicht alle Zugänge gleich überzeugend, doch sind sie wohl

möglich und in bestimmten Situationen auch vertretbar.

Durch eine solche Variation der Rolle bleibt der Lehrer davor bewahrt, einen

Inhalt immer wieder in der gleichen Weise zu unterrichten. Man vermeidet

damit eine Erstarrung in Routine. Es kann auch vor einer Dogmatisierung

bewahren, als gäbe es nur jeweils einen Zugang zu einem bestimmten Begriff .

Häufig wird es auch nötig sein, Begriffe in verschiedenen „Anläufen“ (FREU-

DENTHAL) zu erarbeiten, um so die wesentlichen Aspekte anzusprechen. Dabei

kann es sich auch um verschiedene Rollen handeln.

Durch Wechsel der Rolle bei auftretenden Lernschwierigkeiten hat der Lehrer

außerdem die Möglichkeit, von einer „anderen Seite“ zum neuen Begriff zu

kommen.

Wenn sich schließlich bei unterschiedlichen Begriffen auch die Rollen ändern,

kann den Schülern deutlich werden, daß Begriffe unterschiedliche Rollen

spielen können. Sie werden damit zum Nachdenken über Begriff sbildung

angeregt.
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4.3 Das Erkennen der Rolle als Beitrag zur „ Sinnfrage“

Der Mathematikunterricht unterläßt es häufig, dem Schüler die Sinnfrage zu

beantworten (FISCHER 1982). Indem man dem Schüler die Rolle eines Begriff s

im Problemlöseprozeß bewußt macht, kann man ihm eine Antwort auf diese

Frage geben.

Benutzt man den Begriff als Quelle für Problemstellungen, dann wäre es zu

bill ig, wenn man die Sinnfrage nur dadurch beantwortet, daß man auf die

Probleme verweist, die sich aus der Begriff sbildung ergeben. Mindestens in

einer Reflexionsphase müßte herausgearbeitet werden, wie der Begriff wirksam

geworden ist. Man müßte spätestens dann den Schülern auch eine sachgerechte

Bewertung des Begriff s ermöglichen.

Wird der Begriff zur Präzisierung einer Problemstellung benutzt, so sollte den

Schülern zugleich deutlich gemacht werden, wodurch die Präzisierung erreicht

und zu welchem Preis sie erzielt wird.

Dient der Begriff als Lösungshil fe, dann sollte herausgearbeitet werden, worin

die heuristische Bedeutung dieses Begriff s liegt. Daß z.B. durch ihn eine

Problemtransformation geleistet oder eine Konzentration auf den Kern des

Problems bewirkt wurde.

Ergibt sich der Begriff am Ende eines Problemlöseprozesses explizit als Lö-

sung der Problemstellung, dann dürfte dem Schüler der Sinn der Begriff s-

bildung unmittelbar deutlich sein. Andererseits wird man nun dafür sorgen, daß

der neu gebildete Begriff zu einer Quelle für Problemstellungen wird. Es wäre

dabei zu wünschen, daß die Schüler selbst Probleme finden, die sie dann zu

lösen versuchen. Der Mathematikunterricht versäumt es noch weitgehend, den

Schülern diese Fähigkeiten zu vermitteln.

Wird der Begriff dagegen als definitorische Lösung eines Problems eingeführt,

dann empfinden die Schüler in der Regel ein starkes Unbehagen, weil für sie

damit das Problem nicht wirklich gelöst ist. Mindestens ist es dann notwendig,

den Begriff zu erforschen, ihn möglichst explizit zu machen.
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Am schwierigsten ist wohl die Rolle der Sicherung einer Methode den Schü-

lern überzeugend bewußt zu machen. Da der Begriff im Nachhinein eingeführt

wird, neigen sie dazu, diese nachträgliche Sicherung als einen „ faulen Trick“

zu sehen. Außerdem ist ihr Interesse in der Regel auf den „Normalfall “ und

nicht auf die „pathologischen“ Fälle gerichtet, die sie ohnehin als künstlich und

haarspalterisch empfinden. Man wird diese Einstellung sicher erst mit der Zeit

ändern können.

Durch Variation und Reflexion der Rollen kann man so Einsicht in das Wesen

und die Funktion mathematischer Begriffe vermitteln. Mit der Beschreibung

der Rollen erhält man zugleich ein Instrument, über Begriffe adäquat zu spre-

chen. Darauf ist freili ch die Möglichkeit des Redens über Begriff sbildungen

nicht beschränkt. Aber es ist meines Erachtens doch eine wichtige Sichtweise,

die bisher in dieser Form noch nicht angeboten worden ist.

4.4 Vermittlung von Prozeduren des Arbeitens mit Begriffen

Wir hatten gesehen, daß bei den verschiedenen Rollen unterschiedliche Aktivi-

täten ausgelöst werden. Ist ein Begriff neu eingeführt, dann wird er meist zur

Quelle neuer Problemstellungen. Die erzeugten Probleme folgen zunächst

meist bestimmten Routinen. So fragt man etwa, ob bestimmte bekannte Objekte

unter den Begriff f allen, oder man sucht nach neuen Objekten, die unter den

Begriff  fallen. Schließlich untersucht man Zusammenhänge zu bisher bekann-

ten Nachbarbegriffen. Die Schwierigkeit solcher Fragen ist nicht vorhersehbar.

Es ist also falsch, sie als zu billi g abzuquali fizieren. Leider unterläßt es der

Unterricht häufig, solche Routinen bewußt zu machen.

Ich habe z.B. kürzli ch Studierenden in einer Vorlesung den Begrif f

„vollkommene Zahl“ in einer Definition auf einem Arbeitsblatt gegeben und

sie dann schriftlich gefragt, welche Fragen sie jetzt gern beantwortet hätten und

welche Fragen sie selbst beantworten möchten. Dann habe ich sie aufgefordert,

eine der von ihnen gestellten Fragen selbst zu beantworten. Ein großer Teil der
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Studenten meinte, ich wollte mich über sie lustig machen. Einige stellten die

Frage, weshalb diese Zahlen „vollkommen“ heißen. Nur wenige stellten Fragen

wie: Gibt es überhaupt voll kommene Zahlen? Gibt es unendlich viele

vollkommene Zahlen? Gibt es ein Bildungsgesetz für vollkommene Zahlen?

Gibt es vollkommene Primzahlen?

Dieses Verhalten zeigt mir, daß der Mathematikunterricht, offensichtlich aber

auch unsere Vorlesungen und Übungen, derartige Arbeitstechniken den Ler-

nenden nicht genügend bewußt machen. Andererseits sind solche Routinen für

kreatives Arbeiten unverzichtbar. Das Bewußtmachen von Rollen kann auch

solche Arbeitsweisen deutlich machen.

4.5 Bedeutung der Rollenbeschreibung für die Unterr ichtsplanung

Wenn man das Lehren eines Begriff s plant, dann erscheint es nach unseren

Ausführungen notwendig, auch über die Rolle zu entscheiden, die der Begriff

in einem Problemlöseprozeß spielen soll , in den die Einführung des Begriff s

eingebettet wird. Die Rolle des Begriff s wird damit zu einem Bestandteil einer

Strategie des Begriffslehrens. Im Hinblick auf die Bedeutung des Begriff s

innerhalb der Mathematik ist damit sicher ein wichtiger Aspekt des Begriff s

gegeben. Will man also eine Strategie für das Lehren eines Begriff s beschrei-

ben, dann stellt die Angabe der Rolle eine wesentliche Information dar.

Aber auch für die Bewertung einer Strategie kann die Wahl der Rolle ein

wichtiges Kriterium darstellen. Nicht alle denkbaren Zugänge zu einem Begriff

sind angemessen. Man kann Z.B. von der historischen Entwicklung her argu-

mentieren und damit eine bestimmte Rolle propagieren. Andererseits haben wir

gesehen, daß ein Begriff in seiner historischen Entwicklung verschiedene

Rollen spielte, so daß man nicht in jedem Fall derartig argumentieren kann.

Eine solche historische Analyse kann z.B. ergeben, daß eine bestimmte Rolle

eine „Spießumkehr“ (KIRSCH) darstellt .
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Hat man die Wahl einer Rolle zu bewerten, dann kann man etwa fragen:

Läßt sich die gewählte Rolle im historischen Entwicklungsprozeß des

Begriff s nachweisen?

Wird die gewählte Rolle der historischen Intention der Begriff sbildung ge-

recht?

Vor allem geht es aber sicher darum, ob die gewählte Rolle geeignet ist, wichti-

ge Ziele beim Lehren des Begriffes zu erreichen. Das Lernen eines Begriffes

läßt sich durch Leistungen beschreiben, die der Lernende erbringen kann.

Derartige Leistungen beziehen sich auf dem Begriff selbst, seine Beziehungen

zu anderen Begriffen und seine Anwendungsmöglichkeiten.

Man wird also fragen:

Ist die gewählte Rolle geeignet, die wichtigsten Einsichten in den Begriff

zu vermitteln? 

Eröffnen sich durch die gewählte Rolle Beziehungen zu anderen Begriffen?

Ergeben sich durch die gewählte Rolle Möglichkeiten, den Begriff an-

zuwenden?

Umgekehrt soll natürlich der Begriff sbildungsprozeß auch das Problemlösen

beeinflussen.

Folgende Fragen können darauf zielen:

Ist die gewählte Rolle geeignet, das Problem und seine Lösung zu ver-

stehen?

Wird durch die Wahl der Rolle die Selbständigkeit bei der Lösung von

Problemen gefördert?

Ist die Wahl der Rolle geeignet, neue Problemlöseprozesse anzuregen und

in Gang zu setzen?
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Auch hinsichtlich der Rollen von Begriffen muß man damit rechnen, daß unter

Umständen die Schüler ein ganz anderes Rollenverständnis entwickeln, als

vom Lehrer angestrebt wird. In zahlreichen Untersuchungen ist inzwischen der

erhebliche Unterschied zwischen Lehrer-und Lernerkonzepten deutlich gewor-

den (z.B. ANDELFINGER 1984, HART 1981, NÄGERL 1975). Der Lehrende sollte

sich deshalb auch darum bemühen herauszufinden, welches Rollenverständnis

die Schüler nach einem solchen Lernprozeß von dem Begriff gewonnen haben

und von seinen Erwartungen abweichende Auffassungen zumindest reflektie-

ren.

Die aufgeführten Fragen beziehen sich natürlich auf den von uns hier hervor-

gehobenen Aspekt der Beziehung zwischen Begriff und Problem. Wie ich am

anderer Stelle ausführlich dargestellt habe, ist das Lehren von Begriffen we-

sentlich komplexer zu sehen (VOLLRATH 1984). Entsprechend differenzierter

ist deshalb auch die Bewertung einer Strategie zu sehen. Darauf will i ch aber

hier nicht näher eingehen.

Jedes Lehren vom Begriffen ist zugleich auch ein Beitrag zum Lernen über

Begriff sbildung. Auch diese Ziele hängen von der Wahl der Rolle ab.

Dazu wird man fragen:

Erhält der Schüler durch die gewählte Rolle einen Einblick in den Sinn

dieser Begriff sbildung?

Erfährt der Schüler durch die gewählte Rolle etwas über die Bedeutung

dieses Begriff s in der Mathematik?

Wird die gewählte Rolle der Bedeutung des Begriff s für die Mathematik

gerecht? 

Erfährt der Schüler durch die Wahl der Rolle etwas über Rollen, die ein Be-

griff in Problemlöseprozessen spielen kann?

Erlebt der Schüler durch die Wahl der Rolle etwas von dem Wechselspiel

zwischen Problementwicklung und Begriff sentwicklung?
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Jede Bearbeitung eines Problems im Mathematikunterricht sollte zugleich

Einsichten über das Problemlösen vermitteln.

Man wird also fragen:

Hat die gewählte Rolle des Begriff s zu neuen heuristischen Einsichten

geführt?

Wird der Schüler durch die gewählte Rolle angeregt, in anderen

Problemlöseprozessen selbst Begriffe zu bilden?

Wird durch die gewählte Rolle der Schüler angeregt, selbst Begriffe als

Quellen für Problemstellungen zu bilden?

Schließlich werden auch außermathematische Kriterien zu beachten sein. Es ist

wichtig, daß der Unterricht nicht in einem bestimmte Schema erstarrt, sondern

Abwechslung bietet. Auch die Wirkung auf die Motivation der Schüler ist

wichtig. Wir wollen dies unter dem Aspekt der Methodik sehen.

Folgende Fragen beziehen sich hierauf:

Ist die gewählte Rolle geeignet, die Schüler für das Lernen des Begriff s zu

motivieren?

Ist die gewählte Rolle des Begriff s originell?

Läßt sich die gewählte Rolle sinnvoll i n den gesamten Unterrichtsverlauf

einbetten?

Diese Listen von Fragen sind natürlich nicht vollständig, sondern zeigen le-

diglich die Richtung. Man kann sie sowohl zur Bewertung einer Strategie als

auch zum Vergleich verschiedener Strategien verwenden, wenn man sie leicht

modifiziert.

Aus diesen Überlegungen sollte deutlich werden, daß die von uns gegebene

Rollenbeschreibung geeignet ist, dem Lehrer einem Spielraum für Planung und

Gestaltung beim Lehren von Begriffen zu zeigen, und ihm zugleich ein Aus-
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drucksmittel zu bieten, mit dem er über sein Vorgehen sprechen und seine

Entscheidungen begründen kann.

Bemerkung:

Ich danke den Herausgebern, den Gutachtern und Herrn Kollegen Wellstein für wertvolle Hin-

weise.
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