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1. Einleitung

M athematische Begriffe entwickeln sich seit je her in enger Verbindurg mit
Problemen: Problemstell ungen |8sen haufig Begriff shil dungen aus, umgekehrt
erweisen sich Begriffshildungen in der Regel als Quelle neuer Problemstel-
lungen. Ein genetischer Mathematikunterricht wird sich bemiihen, deses
Wedhselspiel fur den Lernenden fruchtbar zu macdhen. Dabei wére es verfehlt,
Begriff shildung auf einen bestimmten Zwed zu reduzieren (OTTE/STEINBRING
1977); umgekehrt wéare es natlirlich auch fragwirdig, beim Lehren von Begrif-
fen die Frage nach dem Sinn einer solchen Begriff shildung auszuklammern
(FIsCHER 1983). Ich habe kiirzlich beschrieben, welche Roll en Begriffefir die
Entwicklung, Beabeitung und Lésung von Problemen haben kénren (VOLL-
RATH 1984). Mein Ziel war es dabei, den Lehrenden bel seiner Unterrichts-
planung fir unterschiedliche Mdglichkeiten der Einbettung von Begriffs-
bil dungen in Probleml 6seprozesse 21 sensibili sieren. Dabei habe ich mich an
Beschreiburngen von Problemldseprozessen angelehnt (z.B. PoLyA 1949.
Damit ist freili ch nur ein Aspekt des vielfalti gen Bezehungsgefliges zwischen
Begriff und Problem angesprochen. Es shien mir daher notwendig, diese
Betrachtungen einer griindi cheren historischen Analyse au urterziehen, umzu
untersuchen, ob sich meine Beschreibung ausweiten undvon der Problem-
geschichte der Mathematik her rechtfertigen lat.

Naturlich hirgt eine solche Betrachtung der Geschichte die Gefahr in sich, dai3
man auf diese Wese von der didaktischen Absicht her gewisse Phdnomene
ausgrenzt, die unter den gewahlten Blickwinkel gar nicht erscheinen.

Andererseitslasen sichin der Mathematik Begriff sentwicklungen fortwéahrend
beobachten. Wenn sich also in der Beziehung zwischen Begriff shildung und
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Problem bel einer historischen Betrachtung Aspekte zegen, de sich immer
wieder beobachten laseen, dann kesteht Anlald zu der Vermutung, dal3 man
durch eine solche Analyse Einsicht in das menschli che Denken gewinnen kann,
aus der sich dann ddaktische Folgerungen ziehen lassen.

Im folgenden werde ich zunadhst aus der Geschichte der unendlichen Reihen
das Verhdtnis zwischen Begriff shildung und Problem in einigen wichtigen
Etappen beschreiben. Dabel soll deutlich werden, dal3 es ganz unterschiedliche
Ausprégungen dieses Verhdtnisses gibt, die ich als ,Rollen” des Begriffs
beschreibe. Damit nehmeich in kauf, dafd der Begriff gegentiber dem Problem
bevorzugt erscheint. Schliellich kénnte die Bezechnurg , Rolle* auch
suggerieren, dald der Begriff fertig ist und abwechselnd bestimnte Rollen
Ubernimmt. Dasist in der Entwicklungsgeschichte der Mathematik sicher nicht
der Fall. Mein ,Rollenversténdnis* schlief3t also ein, dal3 eine Wedtiselbeze-
hung zwischen Begriff und Problem besteht und i3 sich beide im Laufe der
Geschichte in enger Verbindurg zueinander entwickeln.

Nacd der Identifikation solcher Rollen wird dann de Bezehurng zwischen
Begriff shildung und Problem an weiteren historischen Beispielen analysiert.
Schliefdlich werden didaktische Uberlegungen angestellt, die sich aus dieser
Analyse ergeben. Fir den Lernenden bedeutet ein bewul3es Erleben dieses
Wedhselspiels zwischen Begriff und Problem eine wichtige Einsicht in ma-
thematische Begriff shildung undin das Entstehen von Mathematik tberhaupt.

Dem Lehrenden kann der von urs dargestellte Aspekireichtum Gestaltungs-
maAgli chkeiten fir seinen Unterricht aufze gen undgleichzeti g bewul¥ macden,
wo Gefahren fur mégliche Verengungen des Begriff sverstdndnisses liegen,
wenn kestimmte Aspekte vernachldss gt werden.

Didaktische Untersuchurngen zum Lehren von Begriffen bieten haufig Ty-
pologien mathematischer Begriff e, umso zu dff erenzierten Aussagen Uber das
Lehren vonBegriff en zu kommen (z.B. FUHRMANN 1973 FREUDENTHAL 1973
HOLLAND 1975,PiETZSCH 1953, WINTER 1983, WITTMANN 1981). Sieorientie-
ren sich meist an der Art der Begriffe, ihrer Roll e innerhalb einer axiomatisch
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aufgebauten Theorie oder am Begriff shildungsprozel3. Meine Betradhtung der
unterschiedli chen Rollen von Begriff en in Bezehung zu Problemen will einer-
seits die Mdglichkeit zu einer differenzierten Sicht von Begriff shil dungen
off nen, ohre augleich zu einem starren Schema au fihren.

2. Begriff und Problem in der Geschichte der unendlichen Reihen
2.1 Quadraturen mit Hilfe von Reihen

Die urendichen Reihen wurden wohl zuerst bel Quadraturen entdedkt. AR-
CHIMEDES stief3 bei der Quadratur der Parabel auf eine geometrische Reihe. Er
beschrieb dem Parabel segment ein Dreiedk mit dem Flacheninhalt A ein. Den
restlichen Parabelsegmenten beschrieb er dann wiederum Dreiedke én, bei

denen die Summe der Flameninhalte% betrug. Dies stzte & fort underhielt

so fir die Flacheninhalte der einbeschriebenen Vieledke die Summe

Allgemein formuliert er:
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(ARCHIMEDE, S. 192
Dies kann man etwa so lbersetzen:

Wenn Gréf¥en der Reihe nadh in vierfachem Verhéltnis zueinander stehen
und wenn man zu ihrer Summe den dritten Teil der kleinsten Grof%e hin-
zufugt, dann erhélt man vier Drittel der gréfen.
Diese Einsicht ist sprachli ch all gemein formuli ert. Auch die Uberlegungen, de
an dem genannten Beispiel durchgefiihrt werden, lassen sich fortsetzen, so dai3
man davon ausgehen kann, a3 fir ARCHIMEDES dies eine dlgemeingltige
Aussageform war.

Sein Ergebnis benutzt er, um zu zdagen, dal3 de Grofe des Parabelseg-
ments%A. betragt. Der Flacheninhalt

des einbeschriebenen Vieledks nahert sich also beliebig dem Fladheninhalt
An,
3

Bei der Quadratur der Hyperbel fand BROUNCKER 1668 flr den Inhalt der
Fladche unter der Hyperbel zwischen 1 und 2 & Reihe (REIFF, S. 14,15



Die komplementére Flache oberhalb der Hyperbel approximierte & durch de
Reihe

Dasich de beiden Fladchenstiicke a1 einem Quadrat mit dem Flacheninhalt 1
erganzen, fander

Um das Integral

-
1+t

O — x

Zu bestimmen, entwickelte MERCATOR 1668 de Funktionin eine Reihe (REIFF,
S. 17:



1
1+t

= 1-t+t2-t3+t%...

undintegrierte gliedweise. Damit erhielt er:

Man kann dese Reihenentwicklung so interpretieren, dal3 es sch um die
Umformung eines Termsin einen einfacheren handelt. NEwTON erkennt darin
eine Parallele zur Rolle der Dezmalbriiche. Er schreibt (1737):

L~uUponthisacourt | wasvery much surprisd that aMethod d transferring
thelately invented Doctrine of Dedmal Fradionsin like manner to Spedes,
had na been thought of, urlessin the single instance of the Quadrature of
the Hyperbdaby MERCATOR, and the rather so, sinceby thismeansa Way
would have been opened to higher and more astruse Discoveries, as will
by mnd hy appea.“ (NEWTON, S. 1,2.

Er beschreibt dann de Analogie avischen Dezmalbriichen und Reihen wie
folgt:

»And as the alvantage of Dedmals is this, that all vulgar Fradions and
Rmdicda being reduced to them, in some measure agjuire the Nature of
Integers, and may be manag'd as auch, so it is a Convenience dtending
infinite Seriesin Spedesthat all Kinds of complicate Terms (such as Frac
tionswhase Denominators are ampounded, the Roots of compoundQuan-
tities or of affeded Equations, and the like) may be reduced to the Classof
simple Quantities, i.e. to an infinite Series of Fradions whose Numerators
and Denominators are simple Terms, Which will thus be freed from those
Difficulties that in their original Form seem'd almost insuperable”.
(NEWTON. S.2).
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Mit Hilfe der Reihenentwicklungen war esdann NEwTON mdgli ch, zu integrie-
ren, Wurzen zu ziehen undGleichungen zu l6sen.

REeIFF schreibt Uber diese Phase der Geschichte der unendli chen Reihen:

»Hervorzuheben ist Giberdies, dassNEWTON gerade so wie NIC. MERCATOR
die Reihenentwicklung zunéachst nicht als Selbstzwed betrachtet, sondern
sie als Mittel zur Durchfiihrung von Integrationen oder wenn man so will
zur Berechnurg von Flacheninhalten beniitzt.” (ReIFF, S. 33

Reihen erwachsen also aus einer Problemstellung, welche die Mathematiker
Uber viele Jahrhunderte beschéftigte: Die Bestimmung eines Flacheninhaltes
kanninvielen Féllen auf die Bestimmung der Summe eéner unendlichen Reihe
zurtickgefihrt werden. Reihen erweisen sich damit als

Hilf smittel zur Lésungeines Problems.

Diese Entwicklung ist alerdings nicht isoliert zu betrachten. Denn mit der
Integralrechnurg war zugleich eine dlgemeinere Methode aur Lésung des
Flachenproblems entwickelt worden. Diese Beziehungen zwischen
Differential- und Integralrechnurg strahlen nun auch auf die unendichen
Reihen aus.

2.2 Reihen ds Darstellungsform von Funktionen

Wie wir bereits oben gesehen haben, denten Reihenentwicklungen von Funk-
tionen zunadst als Hilfsmittel zur Integrationvon Funktionen: Die aiintegrie-
rende Funktionwurde in eine Potenzreihe entwickelt, die man danngliedweise
integrierte. Bel LEIBNIZ dagegen finden urendliche Reihen ein selbsténdiges
Interesse. Er schreibt Uiber seinen Zugang (1693:

»Friher wurden de unendichen Reihen nadh ihrem ersten Erfinder, dem
Holsteiner NICOLAUSMERCATOR, durch Divisionen und rmc dem bertihm-
ten Geometer IsaAc NEwTON durch Wurzdausziehungen gesucht. Es
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schien mir nun, d3 man zu ihnen bequemer und allgemeiner gelangen
kann, indem man de gesuchte Reihe selbst a's gefunden annimnt, so dal?
die Koeffizienten der Glieder im weiteren Verlauf bestimmt werden."
(LEIBNIZ, S. 19).

So [6st er z.B. die Diff erentialgleichurng

aﬂ+xﬂ—a:0

dx dx

durch den Ansatz

y = bx+cxZ+ex3+fx4+....

Durch Koeffizientenvergleich erhélt er dann

y:

X
1 2a 33° 4a°

Diese Reiheist die gesuchte Losung der Diff erentialgleichung.

Grofl¥ Fortschritte brachten de Formeln von TAYLOR 1716 undVIACLAURIN
1742.Auch EULER hatte 1732 dese Formeln gefunden, mit denen Funktionen
in Potenzreihen entwickelt werden konrten (ReIFF). EULER schreibt tber die
Bedeutung solcher Reihenentwicklungen:

»Dennsowieman de Natur einer ganzen Funktion am leichtesten erkenrt,
wennman sienach deninihr vorkommenden verschiedenen Potestéten von
z entwickelt, undalso auf die Form A + Bz+ CZ? + DZ® usf. bringt: so ist
auch eben dese Form vor allen andern geschickt, der Sede enen deutli-
chen Begriff von der Natur einer jeden andern Funktion zuertheilen, wenn
gleich die Anzahl der darin vorkommenden Glieder unendiichist.” (EULER,
S. 68).

Man sucht also Reihenentwicklungen von Funktionen, weil man duch sie
Erkenntnisse Uiber die Funktionen erwartet. Sie stell en Uberdies ein wirksames
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Hilfsmittel dar, um Funktionswerte nédherungsweise a1 berechnen. So lassen
sich leicht Tafeln fur die Logarithmen und de Winkelfunktionen gewinnen.
Auch 7 unde kénnen mit beli ebiger Genauigkeit bestimmt werden.

Man kann dese Untersuchungen urter dem Aspekt sehen, dal3 hier Reihen
selbst als

Ldsungeiner Problemstellung

gefunden werden.

2.3 Summation von Reihen

Bereits ARCHIMEDES hatte jabei der Quadratur der Parabel gefunden, da3 sich
die Reihe @énem bestimmten Wert ndhert und hette damit den Flacheninhalt der
Parabel bestimmt. Auch de Integration duch MERCATOR und NEWTON er-
forderten die Bestimmung von Summen urendiicher Reihen.

Mit der Entdedkung neuer Reihen ergab sich dannimmer wieder das Problem
ihrer Summation. Dies gellte sich als teilweise sehr schwierig heraus. So be-
mihten sich de Brider JaAcoB und JOHANN BERNOULLI Ende des 17. Jahr-
hunderts z.B. intensiv darum, die Summe der Reihe

1+

Nl
+
©lP
+

Zu bestimmen. Eswar JACOB BERNOULL I nicht mehr vergdnnt, die Lésung des
Problems zu erleben. JOHANN BERNOULLI gelang die Summeation rach 1705,
verdffentlicht 1742 (ReIFF).

Auch EULER erhélt im Rahmen all gemeinerer Summationen die Summe dieser
Reihe als Nebenprodukt. Seine Summationsmethoden sindideenreich, elegant,
leistungsfahig undauf @hnliche Problemstell ungen kertragbar.
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Unendii che Reihen begannen sich damit als ergiebige
Quélle von Problemstellungen

zu erweisen. Dabel zeégte sich dannaber auch, dal3 de bisher benutzten Begrif-
fe nicht scharf genug waren.

2.4Préazisierungen des Begriffs der Sumne éner Reihe

ZENONS bekannte Paradoxie von Achill esund der Schil dkréte kann urter dem
Aspekt des Grenzwertes einer Reihe gesehen werden. Achill es 1éuft 10 mal so
schnell wiedie Schil dkréte. Deshalb gibt er ihr einen Vorsprung vona Metern.

Wenn Achill es diese Stredke aurtickgelegt hat, so ist er immer noch% Meter

hinterher. Hat er auch dese Strecke geschafft, so betrégt sein Rickstandimmer

nochi Meter usw. Die Reihe
100

beschreibt diesen Vorgang. Die Summe néhert sich dem Grenzwert% - q,

ohre ihn zu erreichen. Andererseits ergibt sich deser Wert as Losung der
»Einhdaufgabe”, wenn man sie mit Hilfe von Gleichungen 16st.

Besondkrs deutlich brach das Problem der Summe unendlicher Reihen an der
Reihe

1-1+1-1+1-1..

auf (REIFF). Fur JAcoB BERNOULLI war es ein , paradoxon noninelegans”.
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Nacdh dem Vorschlag von GRANDI 1703sollte man alsSumme% annehmen.

Denn aus der Reihenentwicklung

1
1+Xx

=1 -x+x%-x3..

erhidt erfirx - 1

=1-1+1-1+1..

N

VARIGNON zdgte 1712 de Widerspruichli chkeit solcher Betrachtungen, indem
er unterschiedli ch klammerte:

1-1+1-1..=(1-1)+(1-1)+..=0
=1-(1-1)-(1-1)-.=1

Eine Prazsierung der Problemstellung wurde von CAUCHY in der Unterschei-
durg zwischen der Reihe undihrem Grenzwert gegeben. Er fihrte 1821 de
Llim“-Schreibweise ein undfand auch das nach ihm benannte Konvergenz-
kriterium. Seine Definition der Summe lautet:

»S0it' s, = U, + U, + U, + ...+ U, lasomme des n premiers termes, n &
signant un nanbre entier quelcongue. Si, pou des valeurs de n toujours
croissantes, lasomme s, Sapproache indéfiniment d'une cetainelimites, la
série seradite mnvergente, et lalimite en question Sappelleralasomme de
lasérie” (CAUCHY, S. 123.

Eine weitere Prazsierung erfolgte dann mit der Funderung der redlen Zahlen
gegen Ende des vorigen Jahrhunderts. Unendiche Rethen wurden al's Folgen
von Partialsummen aufgefaldt. Konvergiert eine solche Folge, so ordnet man
der Reihe den Grenzwert der Folge ds Summe zu. Dabei setzte sich zugleich
die Einsicht durch, daR einer solchen Uhereinkunft eine gewisse Wl kiir
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anhaftet. So schreibt z.B. KNOPP(1921)

» 30 naheliegend und @turgeman nun dese Festsetzung auch ist undso eng
sie sich auch an die Entstehung der unendlichen Zahlenfolgen (etwa ds
schrittweise Anngherung an ein Ergebnis, das nicht mit eéinem Schlage
erhalten werden kann) anschli ef3en mag, so ist eine sol che Festsetzung doch
unter alen Umstanden a's eine will kirliche a1 bezéchnen, undsie konrte
auch durch ganz andere asetzt werden. Nur die Zwedkmaidigkeit und der
Erfolgist hier entscheidend, ob de @ne oder andere Festsetzung vorzuzie-
hen ist; in der Natur der Sache selbst, d.h.in dem Symbd (s,) einer un-
endli chen Zahlenfolge, liegt kein hindender Anhalt daf ir vor.“ (KNOPP, S.
476).

Gegen Ende des vorigen Jahrhunderts begannen daher Versuche, auch be-
stimmten divergenten Reihen reelle Zahlen als Summen zuzuordnen. So be-
trachtete z.B. HOLDER 1882zu einer Reihe (s,) die Folgeihrer arithmetischen
Mittel

Konvergiert die Folge dieser Mittel gegen s, so wird der Reihe (s,) der M-
Limes s zugeordnet. Dafir jede konvergente Reihe die Folge der Mittel gegen
die Summe der Reihe konvergiert, verall gemeinert der M-Limes den UHichen
Grenzwert.

Diese Limitierungsverfahren flhren zu einer allgemeineren Fasaung des
Grenzwertbegriff s und damit in einem gewissen Sinnzu einer Begriff sentwick-

lung.

Schliefdlich ist von SCHMIEDEN undLAUGWITZ 1958mit der Omega-Analysis
mit Hilfe der unendich grofien Zahl Q eine nichtarchimedische Analysis
entwickelt worden, in der man die Summe unendli cher Reihen durch Einsetzen
von Q berechnen kann. So gilt z.B.
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Wir kdnren dese Betrachtungen so deuten, dal3 mit Hilfe der unendichen
Reihen der Begriff der ,,unendichen Addition® in urterschiedlicher Weise
prazsiert werden konrte, so dal3 die aindcst vagen Problemstellungen ein-
wandfrei gelost werden konrten. Der Begriff des Limes diente damit als

Hilf smittel zur Prézisierungeiner Problemstellung

2.5Scherung duch Klarungvon Voraussstzungen

Der Begriff der Konvergenz hildet sich in enger Verbindung zur Summation
der Reihen heraus. GREGORY spricht 1668zum ersten Mal von konvergenten
und divergenten Reihen (ReIFF). LEIBNIZ gibt 1705sein Konvergenzkriterium
for aternierende Reihen an. Weitere wichtige K onvergenzkriterien werden von
GAuss CaucHY undABEL gefunden. Dabei geht esin erster Liniewohl darum
zu klé&ren, obeine vorgelegte Reihe Gberhaupt einen Grenzwert besitzt. Mit
Hilfe des Begriffs konren also Bedingungen formuliert werden, urter denen
das Problem der Summation |dsbar ist.

Bei der Bestimmung der Summe ener Reihe tibertrug man weitgehend die
Redenregeln fir das Rechnen mit endlichen Summen auf unendiche Reihen.
Wir hatten bereits oben gesehen, wie BROUNCKER Reihen addierte. Auch hei
EULER finden wir derartige Operationen, obwohl er sich der Problematik
divergenter Reihen bewuf¥ war. Erst mit Hilfe des Konvergenzbegriff s wurde
es mdglich, Regeln fur das Redhnen mit unendichen Rethen zu formulieren
unddie Grenzen deser Regeln deutlich zu macdhen. Wir hatten bereits gesehen,
wie CAUCHY den Begriff der Summe a@ner unendichen Reihe definierte. In der
Definitionwird zugleich der Begriff der konvergenten Reihe @ngefiihrt. Damit
kann er dann fir konvergente Reihen Grenzwertsdtze formulieren, z.B.

»Soient



14

Uy, Uy, Wy, ... Y, &C,...,

Vo Vg, Vy, .0V, &C,..,
deux séries convergentes qui aient respedivement
pour SoOmimes sét s

Uy +V,, U +Vy, b+ V,,... Y +V, &C...,
seraune nowell e serie nvergente, qui aura pou

sommes+S.“ (CAUCHY, S. 147).

Der Begriff der konvergenten Reihe diente dso auch dazu, de Verfahren, de
man fur die Summation der Reihen ben¢tigte, zu sichern. Dabei muf¥e man den
Verlust einiger Regeln in kauf nehmen. Immerhin konrte man nach einige
wichtige Regeln mit Hilfe des Begriff s der absoluten Konvergenz retten.

Bel der Integration rit Hilfe von Reihen wurde lange Zeit ohre Bedenken
gliedweise integriert. Wir erinnern an de gliedweise Integration der Reihe

1-X+X2=X+...

durch MERCATOR. Erst 1847entdedten VON SEIDEL und STOKES unabhangig
voneinander die gleichmélige Konvergenz ds V orausstzung.

Fur vON SEIDEL war der Ansatzpurkt der Beweis des von CAUCHY gegebenen
Satzes: Eine konvergente Reihe stetiger Funktionen ist wiederum stetig.

Er schreibt:

»Wenn man ausgehend von der so erlangten Gewil3heit, dald der Satz nicht
allgemein gelten kann, also seinem Beweise noch irgend eine verstedcte
Voraussetzung zu Grunce liegen mul3, denselben einer genaueren Analyse
unterwirft, so ist es auch nicht schwer, die verborgene Hypothese zu ent-
dedken;..." (SEIDEL, S. 383.
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Allerdings |83t sich deser Satz innerhalb CAucHY s Begriff sgystem durchaus
redhtfertigen, wennman urendlich kleine Gro(3en akzeptiert. Diesgilt i n &hnli-
cher Weise auch fiir die von EULER verwendeten Summationsmethoden (LAUG-
wiTZ 19869.

Der Begriff der gleichméliigen Konvergenz setzte sich vor alem durch de
Vorlesungen von WEIERSTRASS durch.

Auch dieser Begriff diente dso dazu, bestimmte Schltisse undLésungsmetho-
den zu sichern. Man kann de Verwendurg dieser Begriffe unter den Aspekt
sehen, de3 sie ds

Hilf smittel zur Scherungeiner Methode

dienen.

2.6 Begriffsentwicklungin der Geschichte der unendli chen Reihen

Betradhtet man de Geschichte der unendlichen Reithen, dann wird deutlich,
dal3 sich der Begriff der Reihe undmit ihn eine grof¥e Zahl weiterer Begriffe,
die mit ihm vernetzt sind, schrittweise entwickelt haben. Dieser Entwicklungs-
proze3ist vielschichtig und durch urterschiedli che Impul se bewirkt worden. Er
ist sicher auch nach nicht abgeschlossen. Es wére verfehlt, ihnisoliert zu be-
trachten. Denner ist eng verbunden z.B. mit der Entwicklung des Zahlbegriffs
unddes Funktionsbegriffs. Wennwir in den vorangegangenen Abschnitten von
Roll en einzd ner Begriff e sprachen, dann haben wir diesen komplexen Entwick-
lungsprozel3 urter einem bestimmten Blickwinkel betradhtet. Dabel stehen
didaktische Interesseen im Vordergrund,wie sie géwa von TOEPLITZ angespro-
chen worden sind:

»-..dle diese Gegensténde der Infinitesimarechnury, die heute ds kanoni-
sierte Requisiten gelehrt werden, der Mittelwertsatz, die Taylorsche Reihe,
der Konvergenzbegriff, das bestimmte Integral, vor allem der Diff erential-
gudtient selbst, undbei denen nirgends die Frage bertihrt wird: warum so?
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wie kommt man zu ihnen?, all e diese Requisiten aso miisen dach einmal
Objekte eines gpannenden Suchens, einer aufregenden Handlung gewesen
sein, ndmlich damals, a's se geschaffen wurden. Wennman an dese Wur-
zdn der Begriffe aurtickginge, wirde der Staub der Zeiten, de Schrammen
langer Abnuzung vonihnen abfallen, undsie wiirden wieder a's lebens-
volle Wesen vor uns erstehen.”

Fir den Lehrenden ergibt sich:

»--- man konnte fir sich selbst aus lcher historischer Analyse lernen, was
der eigentliche Sinn, der wirkliche Kern jedes Begriffes ist, und kdnrte
daraus Folgerungen fir das Lehren deses Begriffes ziehen...* (TOEPLITZ,
S. 92-93).

Bei unserer Betrachtung wollten wir deutlich madchen, dal3 Begriff shil dungs-
prozesse eng verbunden sind mit mathematischen Problemen, dal3 zwischen
ihnen eine stdndige Wedselwirkung besteht: Probleme |6sen Begriff shildun-
gen aus undsteuern die Begriff shil durgsprozesse, wéhrend umgekehrt Begriffe
Probleme auslésen undProbleml ésungen in eine bestimmte Richtung treiben.

Wenn wir fur einen bestimmien Begriff in einer Phase seiner Entwicklungs-
geschichte eine Rolle identifiziert haben, dannist damit freilich nicht gesagt,
da3 sich in der Entwicklungsgeschichte der Begriff immer auf eine bestimmte
Rolle beschrankt. Vielmehr ist es die Regel, dal3 sich de Rollen und Fufig
auch der Begriff wandeln. Waren de Reihen zunadhst Hil fsmittel zum Losen
von Problemen, so wurden sie bald Quellen fir neue Problemstellungen und
ergaben sich auch als Lésungen von Problemen. Schi efdli ch wurde der Begriff
der Reihe so prazsiert, dald de verwendeten Methoden weitgehend geredht-
fertigt werden konrten.

Schliefdlich sind nach einige Hinweise hinsichtlich der angesprochenen Pro-
blemtypen natwendig. Bel den von urs behandelten Beispielen handelte es sch
vorwiegend um innermathematische Probleme. Man sollte dabel nicht tUiberse-
hen, dal? auch in der Geschichte der Reihen wesentliche Impulse von den
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Anwendungen kamen. Man denke @wa an de Fourier-Reihen, Bes=l-, und
Kugelfunktionen sowie die Gammeaf unktion (LENSE). Nach meiner Auffasaung
lasseen sich auch hier die angesprochenen Roll en im Probleml 8seprozel identi-
fizieren.

Wir wollen urs im folgenden etwas eingehender mit diesen Rollen befassen.
Dazu werden wir urnterschiedliche Aspekte an ,, Momentaufnahmen aus der
Entwicklungsgeschichte anderer Begriff e deutlich machen, ohrejewell sauf die
weitere Entwicklung dieser Begriffe @nzugehen. Auch hier ergibt sich dabei
notwendig eine verkirzte Sicht.

3. Beschreibung der Rollen des Begriffs
3.1 Der Begriff als Quelle von Problemstellungen

Begriff shildungsprozesse sind in der Regel in Problemstellungen eingebettet.
Selbst wenn EUKLID seine , Elemente’ mit der Einfihrung von Begriffen
beginnt underst dann Probleme aufwirft, sind dese Begriff e doch aus Proble-
men erwadsen.

Andererseits |6sen Begriff shildungen in der Regel sogleich neue Problemstel-
lungen aus. Dabel ergeben sich vor alem drel verschiedene Richtungen des
Fragens.

Zunachst ergeben sich Fragestellungen, de direkt auf die Erforschung des
Begriffs gerichtet sind. Es kann sich dabei z.B. um Fragen nach dem Umfang
des Begriff s, nach Wegen zur Bestimmung von Beispielen fiir den Begriff und
Uberlegungen zum Inhalt des Begriffs handeln. Derartige Fragen konren so
einfach zu beantworten sein, dald man sich scheut, von Problemen zu sprechen.
Andererseits kdnnen bereits olche dementaren Fragen sehr schwer zu
beantworten sein. Nachdem z.B. LEIBNIZ 1686den Begriff der transzendenten
Zahl definiert hatte, gelang es erst 1844LI0UVILLE, die Existenz transzendenter
Zahlen nachzuweisen (TROPFKE). Die Beweise fir die Transzendenz von e
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durch HERMITE 1873 undson t duch LINDEMANN 1882waren sehr schwierig
undgalten a's Sensationen. CANTOR konrte 1874 keweisen, dald es Uberabzéhl -
bar viele transzendente Zahlen gibt.

Da Begriffe in einem Problemkontext entstehen, bestehen Bezehurngen zu
anderen Begriffen, de bereits gebil det worden sind, odr es werden welitere
Begriffe gebildet, die 1 ihm in Bezehung stehen. Ein Begriff erzeugt damit
Fragestellungen, de aif die Erforschung des Beziehungsgefiiges gerichtet sind.
Mit der Entwicklung der Begriffe,, stetig” und,, diff erenzierbar” ergab sich z.B.
die Fragestell ung, welche Bezehurg zwischen diesen beiden Begriff en besteht.
Dies wurde bald erkannt. Schwieriger war dann z.B. die Frage, obes,, Gberall
stetige und rirgends diff erenzierbare* Funktionen gibt. Derartige Fragestel-
lungen flhrten auf neue Funktionenklassen, wiesie zB. vonWEIERSTRASSUNd
BoLzaNO gefunden wurden.

Aus dem Problemkontext, aus dem heraus ein Begriff entsteht, ist haufig eine
bestimmte Funktion des Begriffs gegeben, so dald de Begriff shildung von
vornherein auf Anwendurgen zielt. Diesist bei den grundlegenden Begriffen
der Anadysis wie Ableitung und Integral der Fall. Ein dritter Bereich von
Problemen bezeht sich damit auf die Erforschung der inner- und auf¥erma-
thematischen Anwendungen des Begriffs.

Esist deutlich, dal3 dese Problemstellungen auf die Doppelnatur der Begriffe
als Gegenstande undals Werkzeuge zelen.

Der mathematische Wert ener Begriff shildung kann héufig anihrer Fruchtbar-
ket as Quelle von Problemstellungen beurteilt werden. Der besondere Reiz
einer Begriffshildung fir den Mathematiker ergibt sich in der Regel aus der
Schwierigket der Problemstell ungen. Damit sind Mal3stdbe fir die Bewertung
von Begriff shildungen gegeben, de dem Lernenden vermittelt werden konren,
wennman ihm die Roll e des Begriff s als Quell e von Problemstell ungen bewufd
madht.
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3.2Der Begriff als Hilf smittel zur Prézisierungeiner Problemstellung

Der Begriff ist haufig ein Mittel, um eine vage Problemstell ung so scharf zu
fasen, dald sie @ner mathematischen Lésung zuganglich ist.

Als DEDEKIND 1872 en Begriff des, Schnittes® einfihrte, diente ihm dieser
zur Beschreibungeines intuitiv efalden Phanamens. So schreibt er:

»Die obige Vergleichurg des Gebietes R der rationalen Zahlen mit einer
Geraden hat zur Erkenntnis der Liickenhaftigkeit, Unvoll sténdigkeit oder
Unstetigkeit des ersteren geflihrt, wahrend wir der Geraden Voll standigkeit,
L Uckenlosigkeit oder Stetigkeit zuschreiben. Worin besteht nuneigentlich
diese Stetigkeit? Mit vagen Reden Uker den ununterbrochenen Zusammen-
hang in den kleinsten Teilen ist nattrlich nichts erreicht; es komnt darauf
an, ein prazses Merkmal der Stetigkeit anzugeben, welches als Basis fur
wirkliche Deduktionen gebraucht werden kann. (DEDEKIND, S 10).

Er definiert dann den Schnitt.

Eine Begriff sbil dung kann aber auch zur Uberwindungeiner paradaxen Stua-
tionfuhren, de der Anschauurg Schwierigkeiten bereitet. Unter den ,, Parado-
xien des Unendlichen* fuhrt BoLzaNO (1857 folgende Beobachtung auf:

»1ch behaupte namlich: zwei Mengen, de beide unendich sind, kénren in
einem solchen Verhdltnise a1 einander stehen, dasseseinerseits
moglichist, jedes der einen Menge gehérige Ding mit einem der anderen zu
einem Paae verbinden mit dem Erfolge, dasskein einziges Ding in beiden
Mengen ohre Verbindurg zu einem Paare bleibt, undauch kein einzigesin
zwei oder mehreren Paaen vorkommt; und dhbei ist es doch
andrerseits moglich, dassdie ane dieser Mengen de andere ds
einen bosen T h ei | in sich fasd, so dassdie Vielheiten, welche sie
vorstellen, wennwir die Dinge derselben dle ds gleich d.h.als Einheiten
betrachten, demannigfaltigstenVerhaltnis se aieinander
haben." (BoLzANO, 28,29.
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BoLzaNoO st sich bewu(, dal3 de Ursache dieser Paradoxie darin liegt, dal3 de
Mengen unendlich sind. Fiir DEDEKIND ist diese Eigenschaft der unendichen
Mengen charakteristisch, so dal3 er sie aim Anlai3 fiir eine Definition urendii-
cher Mengen nmn. Er definierte (1887%):

»Ein System S heif%t u nen d 1i ¢ h, wenn es einem edten Teile seiner
selbst dhnlichist;... (DEDEKIND, S. 13).

Dabel bedeutet ,, 8hnlich* bel ihm die Existenz @ner umkehrbaren Abbildurg
zwischen den betradchteten Mengen. DEDEKIND bemerkt tiber seine Definition
des Unendli chen:

»Indieser Form habeich de Definition des Unendlichen, welche den Kern
meiner ganzen Untersuchung bildet, im September 1882Herrn G. CANTOR
und schon mehrere Jahre friiher auch den Herren ScHwARz und WEBER
mitgeteilt. Alle axderen mir bekannten Versuche, das Unendiche vom
Endiichen zu urterscheiden, scheinen mir so wenig gelungen zu sein, dal3
ich auf eine Kritik derselben verzichten zu dirfen glaube.” (DEDEKIND, S.
13).

Die mathemati sche Begriff shil dung fuhrte mit dieser Prézsierung zugleich zu
einer , Entmythologisierung” des Unendlichen.

Im Abbil dungsbegriff haben wir schliefdlich ein Beispiel, bei dem durch eine
Prézsierung eine Lésung von physikali schen Vorstellungen erreicht wurde. So
finden sich z.B. bael EUKLID in Kongruenzbeweisen Redewendurgen, de
vermuten lassen, dal3 ihnen de Vorstellung zugrundeliegt, eine Figur werde
bewegt und auf die adere gelegt. HELMHOLTZ betrachtet Bewegungen als
naturliche Grund age des Begriff sder Kongruenz, undfir POINCARE stellensie
den Fundamentalbegriff der Geometrie dar. Andererseits wurde diese Vor-
stellung der Bewegung as etwas der Geometrie Fremdes empfunden. So
schreibt z.B. WEBER-WELLSTEIN (1905:

»Mag man den Begriff der Gleichheit bei materiellen Geraden immerhin
auf die Bewegung grinden, in de Geometrie kanner nicht so ohreweiteres
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tbernommen werden. Die Bewegung muf3auf alle Félle diminiert werden.”
(WEBER-WELLSTEIN, S. 14)

Und RUS<ELL schreibt:

» The apparent use of motion is deceptive; what, in geometry, is cdled a
motion, is merely the transferenceof our attentionfrom onefigure or set of
elementsto anather. Actual superposition,which isnominally employed by
Euclid, isnot required.” (Zit. n.MA-Report, S. 28).

Vor alem durch de Arbeiten von LIE begann sich de Auffasaung durch-
zusetzen, dald es bel der Untersuchung der Abbildungen nur auf die Betrach-
tung des Anfangs-und Endzustandes ankomnt (VOLLRATH 1978§.

Man mul3 jedoch sehen, dal3 in dlen Fallen de Prazsierungen zugleich zu
bestimmten Verengungen flihren. Bestimmte Aspekte werden bewul® ausge-
klammert. Damit kann man unter Umsténden aus dem Blick verlieren, dal3 man
auch ganz anders hétte entscheiden konren. Esist daher reizvoll, an der Pro-
blemstell ung erneut anzusetzen undandere Prazsierungen zu versuchen. Wir
hatten dies ja bereits am Beispiel der Omega-Analysis gesehen, de éne Fun-
dierung der Analysis mit unendich grofen Zahlen versucht. Wie LAUGWITZ
zeigen konrte, finden sich Ansitze a1 solchen Uberlegungen bereits bei
EULER, CAUCHY und BoLzANO. Sie wurden jedoch bei der Funderung der
Analysisim Laufedesvorigen Jahrhunderts durch WEIERSTRASS CANTOR und
DEDEKIND zunddhst abgeschnitten.

3.3Der Begriff als Hilf smittel zur Losungeines Problems

Bel der Betrachtung der Reihen haben wir bereits gesehen, dald ein Begriff bei
der Lésung eines Problems zu einem Schllissel problem werden kann, an dessen
Losung die agentliche Problemlésung gebunden ist. Die Begriffshildung
gestattet die Herausarbeitung des Schlissel problems undebnet damit zugleich
den Weg zu einer Losung.
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Bei der Umformung von lineaen Gleichurgssystemen erfand LEIBNIZ die
Determinanten, de & 1693L'HOSATAL in einem Brief mitteilte. Die Determi-
nanten dienten ihm als Grundage ener Losungstechnik. Statt die Gleichungen
umzuformen, berechnete man nunDeterminanten. LEIBNIZ gab auch de nach
CRAMER benannte Regel an (TROPFKE).

Begriffe konren vdllig neue Methoden eréffnen, duch de ene Fllle von
neuen Problemen aufgeworfen undgel 6st werden kann. Flir NEWTON war die
Ableitung as Fluxion einer Weg-Zeit-Funktion (Fluente) eine Methode aur
Ldsung des Geschwindigkeitsproblems. (Er spricht von der ,,Methode der
Fluxionen*) Bei LEiBNIZ lieferte die Ableitung einen Weg zur Losung des
» Tangentenproblems*. Das bestimmte Integral fiihrte schliefflich zu einer
Ldsung des,, Hadhenproblems®. ImV erlaufe der weiteren Entwicklung wurden
diese Begriffe dann as Lésungen deser Probleme betradhtet.

Als 1830GAL0Is erkannte, dald man de Auflosbarkeit einer Gleichung Uber
die Aufldsbarkeit der Gruppe dieser Gleichurg entscheiden kann, dente ihm
der Begriff der Gruppe aindchst as Mittel zur Problemtransformation. Der
anfangs umgangssorachlich benutzte Ausdruck ,,le groupe®* begannsich urter
der Behandung der Problemstellung zu einem mathematischen Begriff zu
verdichten (WUSSNG 1969.

3.4 Der Begriff als Losungeines Problems

Bei Problemstellungen ergeben sich héufig bisher unbekanrte Objekte as
Losungen, die ihrerseits zu neuen Untersuchurgen Anlal3 geben. Bestimmte
Kurvenwurden Z.B. durch Ortsaufgaben oder durch Konstruktionsvorschriften
entdedkt, man denke dwa ar de von GALILEI gefundene Zykloide, an de
Radlinien oder an Kurven, de ds Ldsungen von Diff erentialgleichungen (z.B.
die Kettenlinie und de Traktrix) gefunden worden sind, s hin zu Minimal-
flachen, die dadurch charakterisiert sind, B3 ihr Fldcheninhalt kleiner oder
gleich dem Flacheninhalt jeder Flache mit gleicher Randkurveist.
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Ein typisches Beispiel scheint mir auch EULER'S Entdedkung der Gammea-
funktion zu sein. Er suchte éne a@nigermal3en verninftige Funktion f mit der
Eigenschaft f(k+l) = k! undfand de Funktion, de dann spéter von LEGENDRE
als EuLERsche Gammafunktion bezechnet wurde. Hier flhrte éne Problem-
stellung auf einen neuen Begriff, der dann Quelle firr weitere Problemstel-
lungen wurde.

Ist es schwierig, die Lésung eines Problems zu bestimmen, dannist es haufig
Ubli ch, eine definitorische Losung des Problems zu geben. Man denke etwa an
die Definition cer imaginaren Zahl i als Losung von X+ | = 0. Haufig werden
auch neue Begriffe aunadhst durch Eigenschaften charakterisiert, die sich aus
Wunschvorstellungen tber die Lésung eines Problems ergeben. Man denke
etwaan de aiomatische Einfuhrung der Wahrscheinli chkeit durch KoLmoGo-
ROW (1933. In der Regel setzen solche Begriff shildungen Untersuchungen
Uber die so definierten Begriffein Gang, die darauf zielen, Vorstellungen und
Kenntnisse Uber den neuen Begriff zu gewinnen. Historisch war es meist
schwierig, solche Begriff shildungen durchzusetzen.

Mit der Entwicklung der Strenge in der Analysis wurden haufig Probleme
gestelt, bei denen an einen Begriff Zusatzbedingungen gestellt wurden. Man
denke etwa an Uikerall stetige und rirgends diff erenzierbare Funktionen, wiesie
z.B. vonWEIERSTRASSUNdBOLZANO gefunden wurden. Diedabei gefundenen
Funktionen denten im wesentli chen dazu, Beziehungen zwischen Begriffen zu
kléren.

3.5 Der Begriff als Hilf smittel zur Scherungeiner Methode

Alsman das Diff erenzieren undIntegrieren alswirksame Methode aur Losung
von Problemen erkannte, ging man zunachst unbedenkli ch mit diesen Verfah-
ren um, bis man erkannte, dal? sie keineswegs immer anwendbar sind, sondern
in bestimmten ,, pathologischen* Féllen versagen. Als einfacher Ausweg aus
dieser Situation bd sich an, zunachst einmal formal den Giiltigkeitsbereich
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einzuschranken. Dies geschah mit Begriffen wie ,konvergent®, , differen-
zierbar*, , integrierbar”. Haufig signalisierte die Nadsilbe ,,bar” diese Inten-
tion der Begriff shildung. In allen diesen Féllen ging esum die Scherungeines
Lésungsverfahrens.

Bei Beweisen kdnren bestimmte Schliise nur unter Zusatzvorausstzungen
durchgefihrt werden. Tut man des nicht, so lassen sich Gegenbeispiele an-
geben, der Beweis ist nicht schliissg. Auch fir die Scherung von Shiufd
weisen werden also haufig Begriff e gebildet. Man denke d@wa an den Begriff
der Stetigkeit. Ein Schlul3, & dem aus wedchselnden Vorzeichen der Funktion
auf eine Nullstelle geschlossen wird, wie es in dem von BoLzaNno 1817
gefundenen Null stellensatz geschieht, ist unter der Voraussetzung der Stetig-
keit zulédssg. OSTROWSKI (1952 spricht hier von dem ,, AusschlieRen pa-
thologischer Félle", LAKATOS (1979 von,, Monster-sperre”.

Begriffe werden schliefdlich auch zur Verallgemeinerung von Shluf3veisen
gebildet. Man denke @wa an den Begriff des metrischen Raumes, mit dem
FRECHET 1906 typische Schlu3weisen bei der Konvergenz von Folgen auf
andere Raume Ubertragen wollte. Er fand seine Axiome durch Beweisanalyse.
Sie antworten also auf die Frage: ,, Was wird immer wieder gebraucht?” (Pik-
KERT 1984.

Nachdem wir gezegt haben, wie Begriffe aus Probleml 8seprozessen erwadh-
sen undwie sieihrerseits auf Probleml 8seprozesse einwirken, wollen wir nun
einige Konsequenzen aus diesen Uberlegungen fiir den Mathematikunterricht
Ziehen.

4. Die Bedeutung der Betrachtung von Rollen des Begriffs fir den
M athematikunterricht

4.1 Einbettung des Begriffsin Problemkontexte

Von einen problemorientierten genetischen Mathematikunterricht erwartet
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man, dald Begriff e in Problemkontexte engebettet werden. Unsere Uberlegun-
gen sollten deutlich machen, dal3 des nur im Sinne von Wechselwirkungen
fruchtbar werden kann.

Das bedeutet zunéchst, dal3 Begriff e aus Problemstell ungen entstehen, dal3 aber
auch umgekehrt aus den Begriff en wiederum neue Problemstell ungen erwadh-
sen sollten.

So kann man etwa den Begriff der Ellipse in der Sekundarstufe 1 gewinnen,
wennman mogliche Schnitte énes Zylinders mit einer Ebene untersucht. Dabei
kénren dann de Schiier die Elli pse entdedken. Haben sie die Elli pse ds Figur
erkannt, so wird man fragen, wie man eine Elli pse zéchnen kann. Damit hat
man eine neue Problemstellung gawonren.

Wir haben bel der Entwicklung der Reihen gesehen, wie sich Begriffe unter
Problemstell ungen wandelten undwie umgekehrt sich verdndernde Begriffe au
verdnderten Problemstellungen fuhrten. Auch diesen Prozeld kann man im
Unterricht deutlich werden lassen. Wadhsen undFallen sind in der Sekund-
arstufe 1 Begriffe, die Eigenschaften von Funktionen bezeichnen. Sie egeben
sich aus der Frage, obeine VergréRerung der ersten Grole éne Vergrolierung
oder eine Verkleinerung der zweiten Grofe egibt. Dies Verhalten wird dabel
aus dem Kontext des Sachrechnens hier global betradhtet. In der Sekundarstufe
2 andern sich de Fragestellungen undsind nunauch auf das Verhalten in der
Umgebung eines Punktes gerichtet. Wacdhsen undFall en einer Funktionwerden
nun dff erenzierter betradhtet.

Begriff sentwicklungen voll ziehen sich in der Regel auf nattirliche Wese tiber
langere Zeitraume im Unterricht. Man denke éwa an de Entwicklung des
Zahlbegriffs, des Funktionsbegriffs und der geometrischen Grundbegriffe.
Dabel sollte man es nicht versdumen, bel der Erarbeitung einer neuen Stufe des
Verstandnisses auch auf die Entwicklung der Problemstell ungen hinzuweisen.

Schliefdlich besteht eine Wedselwirkung zwischen dem Arbeiten mit dem
Begriff und dem Reflektieren tiber den Begriff. Arbeitet man zunadst , naiv*
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mit dem Begriff undmadt sich mit ihm vertraut, so flihrt eine Reflektion tber
den Begriff zu tieferer Einsicht, die dann ihrerseits das weitere Arbeiten mit
dem Begriff beanfluf.

So kann man z.B. die Symmetrien einer Figur anschaulich erfassen. Bei einer
Analyse entdedkt man dann als Kern einer solchen Symmetrie die Existenz
einer Dedkabhil dung. Deren Eigenschaften wiederum lassen neue Eigenschaf -
ten der Figur erkennen.

Behandelt man zundcdhst Achsensymmetrie, dann entdedkt man as Dedk-
abhil dung eine Achsenspiegelung. Die Entdedkung der Abbildung kann dann
der Anlal3 sein, z.B. auch fir Drehungen symmetrische Figuren zu betrachten.

Auch hier wird also deutlich, dal3 deses Wedhselspiel nicht nur zu einer Ver-
tiefung, sondern auch zu einer Erweiterung fihren kann.

4.2Variation cer Rollen im Unterricht

Begriff e kdnren im Mathematikunterricht unterschiedli che Roll enim Problem-
|6seprozel?d tilkernehmen. Am Beispiel des Begriffes,, dhnlich* will i ch zeigen,
wie es moglich ist, zu jeder der angegebenem Roll en eine entsprechende Ein-
fuhrung zu geben.

D Man kann mit der Mitteil ung der Definition beginnen unddann rach
Eigenschaften dhnlicher Figuren fragen.

(Quelle fur Problemstell ungen)

2 Man kannan de umgangssradliche Verwendurg des Wortes,, ahr-
lich* anknipfen undfragen, was man in der Geometrie unter dhnli-
chen Figuren verstehen soll.

(Hilfsmittel zur Préazisierung einer Problemstell ung)

3 Um die Hohe @nes Baumes zu bestimmen, kannman die Ahnli chkeit
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von Dreiedken a's niitzli che Eigenschaft entdedken.
(Hilfsmittel zur Losung eines Problems)

4 Voneinem Dreieck kennt man de drel Winkel. Ist es damit eindeutig
festgelegt? Diese Frage fuihrt auf die Entdedkung der Ahnli chkeit.

(L6sung eines Problems)

5) Aus einem Foto eines Gebaudes kann man de Mal3e des Gebaudes
bestimmen, wenn man z.B. eine wahre Lange kennt. Dies gilt aler-
dings nur, wenn Ahnli chkeit gegeben ist.

(Hilfsmittel zur Sicherung einer Methode)

Sicherlich sind richt alle Zugéange gleich Uberzeugend, dach sind sie wohl
maglich undin bestimmten Situationen auch vertretbar.

Durch eine solche Variation cer Rolle bleibt der Lehrer davor bewahrt, einen
Inhalt immer wieder in der gleichen Weise a1 urterrichten. Man vermeidet
damit eine Erstarrung in Routine. Es kann auch vor einer Dogmatisierung
bewahren, als gébe es nur jewell s einen Zugang zu einem bestimmten Begriff.

Haufig wird es auch n&ig sein, Begriff e in verschiedenen ,, Anlaufen (FREU-
DENTHAL) zu erarbeiten, um so die wesentlichen Aspekte anzusprechen. Dabei
kannes sgch auch um verschiedene Rollen handeln.

Durch Wedhsdl der Rolle bel auftretenden Lernschwierigkeiten hat der Lehrer
auferdem die Moglichkeit, von einer ,,anderen Seite” zum neuen Begriff zu
kommen.

Wennsich schliefdlich bei unterschiedlichen Begriff en auch de Rollen andern,
kann den Schilern deutlich werden, dald Begriffe unterschiedliche Rollen
spielen konren. Sie werden damit zum Nachdenken Uker Begriff sbildurng
angeregt.
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4.3 Das Erkennen der Rolle als Beitrag zur ,, Snnfrage”

Der Mathematikunterricht unterlaiét es haufig, dem Schiler die Sinnfrage au
beantworten (FISCHER 1982. Indem man dem Schiiler die Rolle eénes Begriffs
im Problemldseprozefd bewul¥d madt, kann man ihm eine Antwort auf diese
Frage geben.

Benutzt man den Begriff as Quelle fiir Problemstellungen, dann wére & zu
billig, wenn man die Sinnfrage nur dadurch beantwortet, dal3 man auf die
Probleme verweist, die sich aus der Begriff shildung ergeben. Mindestens in
einer Reflexionsphase miif¥e herausgeabeitet werden, wie der Begriff wirksam
gewordenist. Man miifde spatestens dann den Schillern auch eine sachgerechte
Bewertung des Begriff s ermégli chen.

Wird der Begriff zur Prazsierung einer Problemstell ung benutzt, so sollte den
Schillern zugleich deutlich gemadt werden, wodurch de Préazsierung erreicht
und zu welchem Preis se azielt wird.

Dient der Begriff asLosungshilfe, dann sollte herausgeabeitet werden, worin
die heuristische Bedeutung dieses Begriffs liegt. Dal3 z.B. durch ihn ene
Problemtransformation geleistet oder eine Konzentration auf den Kern des
Problems bewirkt wurde.

Ergibt sich der Begriff am Ende enes Probleml 6seprozesses explizit als L6-
sung der Problemstellung, dann dirfte dem Schiler der Sinn der Begriffs-
bil dung unmittel bar deutli ch sein. Andererseitswird man nun dif Ur sorgen, daf
der neu gebil dete Begriff zu einer Quell e fir Problemstell ungen wird. Es wére
dabei zu wiinschen, dal? de Schiiler selbst Probleme finden, de sie dann zu
[6sen versuchen. Der Mathematikunterricht versdumt es noch weitgehend, cen
Schilern dese Féhigkeiten zu vermitteln.

Wird der Begriff dagegen asdefinitorische Lésung eines Problems eingefihrt,
dann empfinden de Schiler in der Regel ein starkes Unbehagen, weil fir sie
damit das Problem nicht wirklich gel6st ist. Mindestensist es dann ndwendig,
den Begriff zu erforschen, ihn mogli chst expli zit zu machen.
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Am schwierigsten ist wohl die Rolle der Sicherung einer Methode den Schi-
lern tberzeugend bewuf¥ zu machen. Dader Begriff im Nachhinein eingeftihrt
wird, neigen sie daau, dese nachtrégliche Sicherung als einen ,, faulen Trick"

zu sehen. AuRerdem ist ihr Interesse in der Regel auf den ,Normalfall* und
nicht auf die,, pathologischen* Féll e gerichtet, die sieohrehin alskunstlich und
haaspalterisch empfinden. Man wird dese Einstellung sicher erst mit der Zeit

andern konren.

Durch Variation undReflexion der Roll en kann man so Einsicht in das Wesen
und die Funktion mathematischer Begriffe vermitteln. Mit der Beschreiburg
der Rollen erhélt man zugleich ein Instrument, Gber Begriffe alaquat zu spre-
chen. Darauf ist freilich de Moglichkeit des Redens Uiber Begriff shildungen
nicht beschréankt. Aber esist meines Erachtens doch eine wichtige Sichtweise,
die bisher in deser Form noch nicht angeboten worden ist.

4.4 Vermittlungvon Prozeduren des Arbeitens mit Begriffen

Wir hatten gesehen, dal3 bei den verschiedenen Roll en urterschiedliche Aktivi-
téten ausgel Ost werden. Ist ein Begriff neu eingefuihrt, dannwird er meist zur
Quelle neuer Problemstellungen. Die ezeugten Probleme folgen zundchst
meist bestimmten Routinen. So fragt man etwa, ob kestimnite bekannte Obj ekte
unter den Begriff fallen, oder man sucht nach neuen Objekten, de unter den
Begriff fallen. Schliefdlich urtersucht man Zusammenhénge zu bisher bekann-
ten Nacdhbarbegriff en. Die Schwierigkeit solcher Fragenist nicht vorhersehbar.
Esist also falsch, sie ds zu hilli g abzuqualifizieren. Leider unterlafdt es der
Unterricht haufig, solche Routinen bewul® zu madchen.

Ich habe zB. kirzlich Studierenden in einer Vorlesung den Begriff
»Vollkommene Zahl“ in einer Definition auf einem Arbeitsblatt gegeben und
siedannschriftlich gefragt, welche Fragen siejetzt gern beantwortet hétten urd
welche Fragen sie sel bst beantworten mdchten. Dann hebeich sieaufgefordert,
eine der vonihnen gestellten Fragen selbst zu beantworten. Ein grof¥er Tell der
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Studenten meinte, ich wollte mich Uber sie lustig machen. Einige stellten de
Frage, weshab dese Zahlen,, vollkommen* heif3en. Nur wenige stellten Fragen
wie: Gibt es Uberhaupt vollkommene Zahlen? Gibt es unendich viele
vollkommene Zahlen? Gibt es ein Bildungsgesetz fir vollkommene Zahlen?
Gibt es vollkommene Primzahlen?

Dieses Verhalten zeigt mir, dald der Mathematikunterricht, off ensichtli ch aber
auch unsere Vorlesungen urd Ubungen, derartige Arbeitstechniken den Ler-
nenden nicht geniigend bawul® maden. Andererseits sind solche Routinen fr
kredives Arbeiten urverzichtbar. Das Bewul¥maden von Rollen kann auch
solche Arbeitsweisen deutlich maden.

4.5 Bedeutung der Roll enbeschreibungfiir die Unterrichtsplanung

Wenn man das Lehren eines Begriffs plant, dann erscheint es nach urseren
Ausfiihrungen nawendig, auch tber die Rolle 2u entscheiden, de der Begriff
in einem Probleml 8seprozeld spielen soll, in den die Einfihrung des Begriffs
eingebettet wird. Die Rolle des Begriff swird damit zu einem Bestandell einer
Srategie des Begriffslehrens. Im Hinblick auf die Bedeutung des Begriffs
innerhalb der Mathematik ist damit sicher ein wichtiger Aspekt des Begriffs
gegeben. Will man also eine Strategie fir das Lehren eines Begriff s beschrei-
ben, dann stellt die Angabe der Rolle éne wesentli che Information car.

Aber auch fir die Bewertung einer Srategie kann de Wahl der Rolle é@n
wichtiges Kriterium darstell en. Nicht all e denkbaren Zugange a1 einem Begriff
sind angemessen. Man kann Z.B. von cer historischen Entwicklung her argu-
mentieren und damit eine bestimnte Roll e propagieren. Andererseits haben wir
gesehen, dal3 ein Begriff in seiner historischen Entwicklung verschiedene
Rollen spielte, so dal? man nicht in jedem Fall derartig argumentieren kann.

Eine solche historische Analyse kann z.B. ergeben, dal3 eine bestimmte Rolle
eine , SpieBumkehr* (KIRscH) darstellt.
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Hat man de Wahl einer Rolle a1 bewerten, dann kann man etwa fragen:

L&t sich de gewahlte Rolle im historischen Entwicklungsproze3 des
Begriff s nachweisen?

Wird die gewdhlte Roll e der historischen Intention der Begriff shildung ge-
recht?

Vor alem geht es aber sicher darum, ob de gewéhlte Roll e gedgnet ist, wichti-
ge Ziele beim Lehren des Begriffes zu erreichen. Das Lernen eines Begriffes
|&3t sich duch Leistungen beschreiben, de der Lernende erbringen kann.
Derartige Leistungen bezehen sich auf dem Begriff selbst, seine Bezehurgen
zu anderen Begriff en undseine Anwendurgsmogli chkeiten.

Man wird aso fragen:

Ist die gewdhlte Rolle geggnet, die wichtigsten Einsichten in den Begriff
Zu vermitteln?

Eroff nen sich durch de gewahlte Roll e Bez ehungen zu anderen Begriff en?

Ergeben sich duch de gewdhlte Rolle M&glichkeiten, den Begriff an-
zuwenden?

Umgekehrt soll natiirlich der Begriff shildurngsprozefd auch das Probleml6sen
beanflusen.

Folgende Fragen kdnren darauf zilen:

Ist die gewéhlte Rolle gedgnet, das Problem und seine Losung zu ver-
stehen?

Wird durch de Wahl der Rolle die Selbstandigkeit bei der Lésung von
Problemen gefordert?

Ist die Wahl der Roll e geggnet, neue Probleml 6seprozesse anzuregen und
in Gang zu setzen?
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Auch hinsichtlich der Roll en von Begriffen mufZman damit redhnen, daf3 urter
Umsténden die Schiler ein ganz anderes Rollenversténdnis entwickeln, als
vom Lehrer angestrebt wird. In zahlreichen Untersuchungen ist inzwischen der
erhebli che Unterschied zwischen L ehrer-undLernerkonzepten deutli ch gewor-
den (z.B. ANDELFINGER 1984, HART 1981, ,NAGERL 1979. Der Lehrende sollte
sich deshalb auch darum bemiihen herauszufinden, welches Roll enversténdnis
die Schiler nach einem solchen Lernprozeld von dem Begriff gewonnen haben
undvon seinen Erwartungen abweichende Auff assungen zumindest reflektie-
ren.

Die aufgefiihrten Fragen bezehen sich natiirlich auf den von urs hier hervor-
gehobenen Aspekt der Beziehurng zwischen Begriff undProblem. Wieich am
anderer Stelle ausfuhrlich dargestellt habe, ist das Lehren von Begriffen we-
sentlich komplexer zu sehen (VOLLRATH 1984. Entsprechend diff erenzierter
ist deshalb auch de Bewertung einer Strategie a1 sehen. Darauf will i ch aber
hier nicht néher eingehen.

Jedes Lehren vom Begriffen ist zugleich auch ein Beitrag zum Lernen Gber
Begriff shildung. Auch dese Ziele hdngen von der Wahl der Rolle a.

Dazu wird man fragen:

Erhélt der Schiler durch de gewahite Rolle énen Einblick in den Sinn
dieser Begriff shildung?

Erféhrt der Schiler durch de gewdhlte Rolle @was Uber die Bedeutung
dieses Begriffsin der Mathematik?

Wird die gewdhlte Rolle der Bedeutung des Begriffs fur die Mathematik
geredht?

Erfahrt der Schiler durch de Wahl der Roll e dwas tiber Rollen, de én Be-
griff in Problemlseprozessen spielen kann?

Erlebt der Schiler durch die Wahl der Rolle gwas von dem Wechselspiel
zwischen Problementwicklung und Begriff sentwicklung?
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Jede Beabeitung eines Problems im Mathematikunterricht sollte aigleich
Einsichten Uker das Probleml6sen vermitteln.

Man wird aso fragen:

Hat die gewéhlte Rolle des Begriffs zu neuen heuristischen Einsichten
geflihrt?

Wird der Schiler durch de gewédhlte Rolle angeregt, in anderen
Probleml 6seprozessen selbst Begriffe au bilden?

Wird durch de gewéhlte Rolle der Schiler angeregt, selbst Begriffe ds
Quéllen fir Problemstell ungen zu hil den?

Schli efdli ch werden auch auffermathemati sche Kriterien zu beadten sein. Esist
wichtig, dal3 der Unterricht nicht in einem bestimmte Schema estarrt, sondern
Abwedhslung bietet. Auch die Wirkung auf die Motivation der Schiler ist
wichtig. Wir wollen dies unter dem Aspekt der Methodk sehen.

Folgende Fragen bezehen sich hierauf:

Ist die gewdhlte Roll e geeignet, die Schiiler fir das Lernen des Begriffszu
motivieren?

Ist die gewahlte Roll e des Begriffs originell ?

L&kt sich de gewahlte Rolle sinnvall in den gesamten Unterrichtsverlauf
einbetten?

Diese Listen von Fragen sind retrlich nicht vollsténdig, sondern zeigen le-
diglich die Richtung. Man kann sie sowohl zur Bewertung einer Strategie ds
auch zum Vergleich verschiedener Strategien verwenden, wennman sie leicht
modifiziert.

Aus diesen Uberlegungen sollte deutlich werden, daR de von urs gegebene
Rollenbeschreibung geagnet ist, dem Lehrer einem Spielraum fr Planung und
Gestaltung beim Lehren von Begriffen zu zeigen, undihm zugleich ein Aus-
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drucksmittel zu bieten, mit dem er tber sein Vorgehen sprechen undseine
Entscheidungen begriinden kann.

Bemerkung:

Ich danke den Herausgebern, den Gutachtern undHerrn Kollegen Wellstein fur wertvolle Hin-
weise.
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