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1. Zur Einführung

Bis zum Ende der sechziger Jahre wurden geometrische Fragestellungen in der

Hauptschule unter dem Etikett „Raumlehre“ behandelt. Bei dieser Bezeichnung

handelte es sich nicht etwa um eine bloße Übersetzung des Fremdwortes

„Geometrie“ , sondern damit wurde zugleich ein Programm beschrieben: Der

Unterricht in der Hauptschule sollte einerseits über die vorwiegend auf das

Konkrete beschränkte „Raumkunde“ (BREIDENBACH) der Grundschule hinaus-

wachsen, ohne andererseits bereits so vorwiegend theoretisch orientiert zu sein

wie der Geometrieunterricht am Gymnasium.

Die KMK-Richtlinien von 1968 verwischten diese konzeptionellen Unter-

schiede völli g. Nun sollten sich Hauptschul- und Gymnasialunterricht in Geo-

metrie im wesentlichen dadurch unterscheiden, daß in der Hauptschule gegen-

über dem Gymnasium einiges weggelassen wird. So verzichtete man z.B. für

die Hauptschule auf das Verketten von Kongruenzabbildungen, auf Vektoren,

auf Gruppen- und auf Kongruenzsätze. Auch die im Gefolge dieser Rahmen-

richtlinien erarbeiteten Richtlinien der Bundesländer zeigten hauptsächlich

solche „additiven“ Unterschiede bei den Schularten. Die relativ offenen und

allgemeinen Formulierungen, die sich im wesentlichen auf Inhalte und Themen

bezogen, hätten durchaus noch Spielraum für unterschiedliche Unterrichts-

konzeptionen in der Hauptschule und am Gymnasium zugelassen. Die detail -

lierten Länderrichtlinien lassen dann jedoch weitgehend gymnasiale Lehr-

gangsmuster für die Hauptschule erkennen, die gegenüber dem Gymnasium

lediglich „ausgedünnt“ sind. Spätestens in den Klassen 8 und 9 mußten dann

die Lehrgänge nahezu utopisch werden. Bayern z.B. zog daraus die Konse-

quenzen, von der 8. Jahrgangsstufe ab die Themen „Figuren“ und „Abbil -

dungen“  fallen zu lassen und nur noch Inhaltslehre weiter zu behandeln. Geo-

metrie wird so zu einem Torso.
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Die starke Reglementierung durch detailli erte Richtlinien mit ausufernden

Lernzielsequenzen, die jedes Lernziel starr den einzelnen Jahrgangsstufen

zuordneten, läßt praktisch keinen Spielraum zur Verwirklichung abweichender

Konzeptionen in Schulbüchern oder in der Unterrichtspraxis. Andererseits

scheint allgemein das Interesse an spezifischen Unterrichtskonzeptionen für die

Hauptschule zu wachsen. Es erscheint daher sinnvoll , derartige Überlegungen

für den Geometrieunterricht der Hauptschule anzustellen. Im folgenden soll

gezeigt werden, wie aus lerntheoretischen Überlegungen und Zielvorstellungen

für die Hauptschule ein solches Unterrichtskonzept gewonnen werden kann.

Wir beginnen unabhängig von einem bestimmten Schultyp mit einigen all -

gemeineren Überlegungen zum Geometrielernen. 

2. Aspekte des Geometr ielernens

Geometrie wird gelernt, indem man geometrische Begriffe bildet, mit diesen

Begriffen arbeitet, über sie nachdenkt, neue Begriffe bildet, neue Verfahrens-

weisen entwickelt usw. Es ist für die Planung von Unterricht zweckmäßig, in

diesem komplexen Geschehen einige Aspekte des Lernens hervorzuheben,

durch die dieser Prozeß durchsichtiger gemacht werden kann.

2.1 Stufen des Erkennens

Ein geometrisches Objekt, wie z.B. der Begriff Rechteck, kann auf unter-

schiedlichen Niveaus Objekt des Betrachtens sein. Man kann es als eine ein-

prägsame Form sehen, die man „auf den ersten Blick“ als Rechteck erkennt,

oder als einen Träger von Eigenschaften, die typisch für diese Figur sind, oder

schließlich als ein Objekt, an dem man Überlegungen über die logischen Bezie-

hungen zwischen Eigenschaften anstellt . Das Hervorheben derartiger Stufen

des Erkennens im Lernprozeß hat pädagogische Tradition.

HERBART beschreibt das Lernen als einen Prozeß, bei dem der Lernende in

Stufen voranschreitet. Er beginnt damit, daß er sich zunächst in einen Gegen-

stand „vertieft“ , sich auf ein Phänomen konzentriert. Dabei gewinnt er Klar-
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heit. Der Lernende gewinnt nach und nach Klarheit über verschiedene Objekte.

Eine Folge von Vertiefungen führt zur Assoziation von Vorstellungen. Durch

eine „Besinnung“  werden die Vorstellungen zu einem System verbunden. Das

„Fortschreiten in der Besinnung“ führt zur Methode. Nach HERBARTS Vorstel-

lungen stellen diese Stufen ein allgemeines Lernprozeßmodell dar, das als

Grundlage zur Lehrgangsentwicklung dienen kann. HERBART hat dies in der

Forderung zusammengefaßt: „Allgemein soll der Unterricht zeigen, verknüp-

fen, lehren, philosophieren“ .

In neuerer Zeit wurde eine ähnliche Konzeption von VAN HIELE (1967) für den

Geometrieunterricht entwickelt, die international Beachtung gefunden hat.

Auch bei ihm wird das Geometrielernen als ein gestufter Prozeß dargestellt .

Dieser Prozeß läßt sich dadurch charakterisieren, daß man von einem Denkni-

veau zu einem höheren gelangt, indem man sich mit der inneren Ordnung des

bisherigen Denkniveaus beschäftigt. Für die Geometrie bedeutet das: „Auf dem

Grundniveau betrachtet man den Raum, wie er sich uns darbietet. Wir können

von einem räumlichen Denken sprechen. Auf dem ersten Niveau hat man das

geometrisch räumliche Denken. Auf dem zweiten Niveau hat man das mathe-

matisch geometrische Denken. Man untersucht da, was mit einem geometri-

schen Denken gemeint ist. Auf dem dritten Niveau studiert man das logisch-

mathematische Denken. Jetzt handelt es sich um die Frage, wann geometrische

Denkarten zur Mathematik gehören“ (VAN HIELE 1967, S.220).

Diese Stufen kann man sich an den unterschiedlichen Betrachtungsweisen des

Rechtecks klarmachen: Auf dem Grundniveau („ räumliches Denken“ ) betrach-

tet man das Rechteck als „einprägsame“ Figur. Man erkennt ein Rechteck, wie

man eine Eiche oder eine Maus erkennt.

Auf dem ersten Niveau („geometrisch räumliches Denken“ ) betrachtet man das

Rechteck mit seinen Eigenschaften. Es wird an seinen Eigenschaften erkannt.

Auf dem zweiten Niveau („mathematisch geometrisches Denken“ ) werden

Beziehungen zwischen den Eigenschaften erkannt. Man entdeckt hier, daß bei

einem Viereck das Vorhandensein von drei rechten Winkeln zur Folge hat, daß
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auch der vierte Winkel ein rechter ist.

Das dritte Niveau („ logisch mathematisches Denken“ ) befaßt sich mit den

logischen Beziehungen zwischen Sätzen – etwa, ob zu einem Satz auch die

Umkehrung gilt . Geometrielernen kann also als Prozeß verstanden werden, in

dem man schrittweise immer höhere Niveaus des Erkennens erreicht.

Derartige Vorstellungen haben Unterrichtskonzeptionen beeinflußt. Z.B.

beschreibt FLADT (1955, S.10) eine gestufte Konzeption für den Geometrie-

unterricht des Gymnasiums wie folgt: „So hebt, um mit Kant zu reden, der

geometrische Unterricht (auf der Unterstufe) mit der Anschauung an, steigt von

da (von der Mittel- und Oberstufe) zu Begriffen und endet (auf der Oberstufe)

mit Ideen“ .

Eine ähnlich gestufte Unterrichtskonzeption wurde für den Geometrieunterricht

z.B. auch in England in den zwanziger Jahren entwickelt (MA-Report 1923).

Ausgehend von einer experimentellen Stufe A sollten die Schüler über eine

deduktive Stufe B zu einer systematischen Stufe C geführt werden.

Für den Bereich des Gymnasiums ist eine sehr überzeugende Konzeption eines

derartig gestuften Geometrielehrgangs von WITTENBERG (1963) dargestellt

worden. Bei ihm führt der Unterricht von einer Phase der Erschließung geome-

trischer Phänomene über Phasen der Vertiefung und kritischen Besinnung hin

zu einer Phase des Rückblicks, aus der sich die Axiomatik ergibt. Mit seinem

Ansatz kann die starre Trennung überwunden werden zwischen einer Propä-

deutik in den Klassen 5 und 6 und der eigentlichen, systematischen Geometrie

der Klasse 7, wie sie am Gymnasium weitgehend üblich war und in vielen

Lehrgängen bis heute vorherrscht. 

Raumlehre in der Volksschule orientierte sich traditionell an praktisch-nützli -

chen Zielen. Ihr Vorbild war die Geometrie der Babylonier und Ägypter. Vom

Modell  VAN HIELES her gesehen beschränkte man sich auf den Übergang vom

Grundniveau zum Ersten Niveau. Geometrie wurde weitgehend „experimen-

tell “  betrieben. Breidenbach sah in der Abbildungsgeometrie die Möglichkeit,
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die Volksschüler auf das nächsthöhere Niveau zu führen, auf dem sie mit Hil fe

von Symmetrien Beziehungen zwischen den Eigenschaften von Figuren erfor-

schen. Zugleich treten damit Überlegungen an Stelle des reinen Experimentie-

rens. Es können theoretisch Einsichten gewonnen werden, ohne daß man die

Überlegungen in die starre Form des euklidischen Beweisschemas pressen

muß.

2.2 Netz von Kenntnissen

Der Schüler erwirbt Kenntnisse im Geometrieunterricht. Er lernt Begriffe,

Eigenschaften von Objekten und Relationen, Verfahren zum Lösen von Proble-

men. Dabei stößt er einerseits immer wieder in Neuland vor, andererseits

werden die neuen Kenntnisse eingegliedert in das bisherige Wissen. Das

Wissen des Schülers ist also beim Geometrielernen ständigen Wandlungen

unterworfen. Dieser Prozeß wird häufig mit dem Knüpfen eines Netzes vergli -

chen. Mit diesem Bild wird ein zweiter wichtiger Aspekt des Geometrielernens

hervorgehoben. Es beschreibt den fortschreitenden Wissenserwerb durch das

Wachsen des Netzes und die Eingliederung des neuen Wissens durch das

Herstellen von Verbindungen.

Verbindungen zwischen Begriffen können logische Abhängigkeiten sein, wie

Oberbegriff  – Unterbegriff – Nebenbegriff (z.B. das Parallelogramm als Ober-

begriff  für das Rechteck: Jedes Rechteck ist ein Parallelogramm; Rechteck und

Raute als Nebenbegriffe, die Oberbegriffe für das Quadrat, aber Unterbegriffe

für das Parallelogramm sind).

Verbindungen können aber auch zwischen verschiedenen Gebieten hergestellt

werden; so stellt etwa die formelmäßige Flächeninhaltsberechnung eine Ver-

bindung zwischen Geometrie und Algebra her.

Verbindungen sind vor allem zwischen Umwelt und Geometrie herzustellen.

Wenn derartige Verbindungen von der Umwelt zur Geometrie hin entwickelt

werden, dann spricht man von Mathematisieren (FREUDENTHAL). Der umge-

kehrte Weg wird als Anwenden der Geometrie bezeichnet.
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Querverbindungen können auch durch übergreifende Methoden geschaffen

werden. So kann man etwa Beziehungen zwischen Figuren durch Abbildungen

beschreiben, man spricht hier seit MÖBIUS von Verwandtschaften. Die Sche-

rung kann man als flächentreue Abbildung auffassen, bei der man z.B. erkennt,

daß Dreiecke mit gleicher Grundseite und Höhe flächengleich sind.

Von LIETZMANN (1911) ist z.B. für den Satz des Pythagoras ein derartiges Netz

von Beziehungen zwischen verschiedenen mathematischen Begriffen, Fra-

gestellungen und Gebieten entfaltet worden.

Wie eine Spinne ihr Netz von einem Leitfaden her spinnt, so kann dieser Lern-

prozeß effektiv gestaltet werden, wenn er Leitideen folgt. Für KLEIN war der

Funktionsbegriff  ein solcher Leitbegriff , der eine Verbindung zwischen Geo-

metrie und Algebra herstellen sollte. Im Bereich des Gymnasiums kann es

vielleicht auch der Gruppenbegriff sein.

Der Aspekt des Netzes von Kenntnissen findet ebenfalls seinen Niederschlag

in Unterrichtskonzeptionen. Mit dem exemplarischen Lehren will WAGEN-

SCHEIN von einem „geeigneten Knotenpunkt“ aus Geometrie entdecken lassen:

„Die Mathematik scheint, so erschlossen, nicht mehr als ein Turm (die kalte

Pracht des euklidischen Marmorturms), sondern als ein bunter Teppich, dessen

Muster man von diesem oder jenem Punkt des Gewebes aus nachgehen kann“

(WAGENSCHEIN 1970, S.410). FREUDENTHAL fordert, daß der Mathematik-

unterricht beziehungshaltig sein soll und spricht damit ebenfalls diesen Aspekt

des Lernens an.

2.3 Profile von Fähigkeiten

Die Schüler lernen im Geometrieunterricht Fertigkeiten, mit denen sie wichtige

Handlungen ausführen, wie Zeichnen, Konstruieren, Darstellen und Berech-

nen. Darüber hinaus erwerben sie Fähigkeiten, mit Begriffen zu operieren,

Kenntnisse über Eigenschaften zur Lösung von Problemen einzusetzen; sie

lernen Methoden, bestimmte Aufgaben adäquat zu behandeln. Im Geometrie-

unterricht werden z.B. Freihandzeichnungen von Figuren angefertigt, wenn
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man eine Figur skizzieren will; es wird mit Zirkel und Lineal konstruiert,

Schnellkonstruktionen werden mit dem Geo-Dreieck ausgeführt; in der Dar-

stellenden Geometrie wird mit der Zeichenmaschine gearbeitet, beim Tech-

nischen Zeichnen verwendet man häufig auch Schablonen. Beim Zeichnen

eines Parallelogramms stützt sich der Schüler auf bestimmte Eigenschaften

dieser Figur, bei der Halbierung eines Winkels mit Zirkel und Lineal kann er

z.B. an die Achse eines gleichschenkligen Dreiecks denken. Der Schüler

benötigt also Fertigkeiten im Umgang mit Geräten und Fähigkeiten zur Lösung

von bestimmten Problemstellungen.

Die Fähigkeit, einen bestimmten Aufgabentyp zu lösen, setzt häufig andere

Fähigkeiten voraus, die z.B. zur Bewältigung von Teilaufgaben erforderlich

sind. Untersuchungen von GAGNE (1969) haben gezeigt, daß in vielen Berei-

chen Hierarchien von Fähigkeiten erforderlich sind, um bestimmte Aufgaben

zu bewältigen. Dabei wurde deutlich, daß die Schüler praktisch keine Chance

haben eine Aufgabe zu lösen, wenn sie nicht über bestimmte Fähigkeiten verfü-

gen, die in der Hierarchie niedriger angeordnet sind. Soll der Schüler z.B. ein

Rechteck aus den Seiten a und b mit dem Geo-Dreieck zeichnen, dann muß er

wissen, daß ein Rechteck ein Viereck mit vier rechten Winkeln ist. Er wird nur

dann ohne viele Fehlversuche zeichnen können, wenn er sich ein solches

Rechteck vorstellen kann. Dann wird er vielleicht mit der Seite a beginnen. Er

muß also eine Strecke mit gegebener Länge zeichnen können. Nun wird er an

einem Ende rechtwinklig eine Strecke der Länge b antragen. Hierzu muß er

zugleich die Forderung eines rechten Winkels und der gegebenen Länge einer

Strecke berücksichtigen können. Seine Vorstellung sagt ihm nun, daß es zweck-

mäßig ist, am anderen Ende, zur gleichen Seite hin, ebenfalls eine Strecke der

Länge b rechtwinklig anzutragen. Dann braucht er nur noch die Endpunkte zu

verbinden, er muß also die Verbindungsstrecke zweier Punkte zeichnen kön-

nen. Ein Diagramm gibt eine Übersicht über die Hierarchie der erforderlichen

Fähigkeiten:
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Schaubild 1

Für die unterschiedlichen Problemstellungen sind also vielfältige Hierarchien

von Anforderungen gegeben. Es erscheint zweckmäßig, allgemein das Bild von

einem Profil  von Fähigkeiten zu gebrauchen. Die einzelnen Erhebungen in

einem solchen Profil stehen für Hierarchien von Fähigkeiten, während die

Vielfalt der Erhebungen auf die unterschiedlichen Fähigkeitshierarchien hin-

weist. Das angestrebte Fähigkeitsprofil i st bei den Schülern bezogen auf be-

stimmte Anforderungen im Unterricht und über den Unterricht hinaus auf die

berufliche oder schulische Zukunft der Schüler. Was für ein Profil überhaupt

erreicht werden kann, hängt einerseits von den Befähigungen und Neigungen

des Schülers ab, andererseits aber auch wesentlich vom Unterrichtsangebot.

Die starke Orientierung des Hauptschulunterrichts am Gymnasium führt in der

Praxis dazu, daß Gymnasiasten in der Regel einfach „mehr wissen“ und „mehr

können“ . Es sollte das Ziel des Mathematikunterrichts der Hauptschule sein,

ein Fähigkeitsprofil bei den Hauptschülern zu entwickeln, das auf ihre Bedürf-

nisse ausgerichtet ist, bei dem also durchaus Bereiche ausgeprägt sind, in

denen sie Gymnasiasten überlegen sind. Es liegt in der Tradition unserer
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Gesellschaft, daß in der Regel intellektuelle Fähigkeiten besonders hoch einge-

schätzt werden. Das Bemühen um „Chancengleichheit“ führt dazu, bei Haupt-

schülern ebenfalls ein Profil i ntellektueller Fähigkeiten anzustreben, bei dem

abzusehen ist, daß sie den Gymnasiasten unterlegen sein werden. Statt dessen

wäre es für Hauptschüler und ihre Lehrer viel befriedigender, ein Profil an-

zustreben, bei dem die Hauptschüler ihre Stärken zeigen können. Auch für den

Bereich praktischer Fähigkeiten, des konkreten Handelns kann ein hohes

Niveau an Können, Einsicht („Know how“) und Originalität erzielt werden, das

Erfolgserlebnisse vermitteln kann.

Derartige Überlegungen können sich ebenfalls auf eine lange pädagogische

Tradition berufen. Man denke etwa an die Idee der „allgemeinen Menschen-

bildung“  von PESTALOZZI oder an die Konzeptionen der „Arbeitschulbewe-

gung“ , wenn z.B. KERSCHENSTEINER die Einbeziehung des praktischen Han-

delns in den Unterricht fordert, um dem Schüler die Möglichkeit zu geben, sich

selbständig das „Bildungsgut“ zu erarbeiten. Es wird also das Ziel eines Geo-

metrielehrganges für die Hauptschule sein, ein dem Hauptschüler adäquates

Profil von Fähigkeiten zu entwickeln.

3. Geometr ie in der Hauptschule

Mit der Forderung nach „Geometrie“ in der Hauptschule ist scheinbar die

Frage beantwortet, welche Mathematik Hauptschülern unterrichtet werden soll .

Das Etikett Geometrie beschreibt im Bewußtsein vieler Lehrer eine wohl-

bestimmte Art von Mathematik, die es mit Objekten wie Punkten, Geraden,

Vielecken, Kreisen und Relationen, wie „ liegt auf“ , „parallel“ , „zueinander

senkrecht“ , „ flächengleich“ , „kongruent“ , „ähnlich“ zu tun hat. Geometrie ist

also ein festumrissenes Gebiet mathematischen Wissens. Für die Schule stellt

sich damit zunächst das Problem der Stoff auswahl. Darauf haben die KMK-

Richtlinien eine Antwort gegeben. Wenn in einer Kritik an den Richtlinien und

an den Schulbüchern gefragt wird: „Wieviel Mathematik braucht ein Haupt-

schüler?“ (DAMEROW 1980) so wird das Problem des Mathematikunterrichts an
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der Hauptschule ebenfalls auf das Auswahlproblem eingeschränkt. Tatsächlich

ist das Problem vielschichtiger. Man kann Geometrie auf vielfältige Weise

betreiben. Ich habe an anderer Stelle dargestellt , wie im Unterricht Geometrie

unter ganz verschiedenen Aspekten erschlossen werden kann (VOLLRATH

1981). Es erscheint mir daher sinnvoller zu fragen, welcher Aspekt (oder

welche Aspekte) von Geometrie für die Hauptschule betont werden sollten.

Im folgenden gehe ich von der Konzeption eines dreigegliederten Schulsystems

in der Sekundarstufe 1 aus, in der man dem Mathematikunterricht der Haupt-

schule einen „spezifischen“ Bildungsauftrag zuweist, der sich an Interessen,

Bedürfnissen und Möglichkeiten dieser Schülergruppe orientiert. Die Proble-

me, die bei anderen Organisationsformen des Schulsystems auftreten, sollen

hier nicht behandelt werden. Als Kurzformel scheint mir folgende Formulie-

rung für den Geometrieunterricht der Hauptschule hil freich zu sein:

Geometrie in der Hauptschule als Theorie des Handelns im eukli -

dischen Raum.

Bestimmte Phänomene des uns umgebenden Raumes können nur mit der

Sprache der euklidischen Geometrie adäquat beschrieben werden: Durch ein

Loch im Vorhang fällt Licht ein; der Staub markiert den geradlinigen Licht-

strahl. Die Gerade ist die kürzeste Verbindung zweier Punkte. Ein Stein fällt

geradlinig nach unten. Kristalle sind geradlinig begrenzt, häufig sind sie sym-

metrisch gebaut. Die Wasseroberfläche auf einem Teich ist eben; Gegenstände

spiegeln sich im Wasser. Derartige Entdeckungen führen zu Einsichten, die uns

helfen, unsere Umwelt zu verstehen: Wir können nun erklären, wie es zur

Schattenbildung kommt, weshalb der Spiegel rechts und links aber nicht oben

und unten vertauscht, weshalb beim Schnitt einer Kugel in einer Ebene die

Schnittfläche stets ein Kreis ist.

Auf geometrische Phänomene stoßen wir auch bei Handlungen, die wir selbst

ausführen:

Beim Papierfalten entstehen Geraden, beim Falten eines Tintenkleckses ent-



11

steht eine bizarre, achsensymmetrische Form, beim Rodeln entstehen parallele

Spuren im Schnee, beim Durchschneiden eines Apfels entsteht eine kreisförmi-

ge Schnittfläche. Derartige Entdeckungen ließen den Menschen Techniken

erfinden, bei denen er sich geometrischer Gesetzmäßigkeiten bedient: Mit dem

Zirkel werden Kreise gezeichnet, eine Fläche wird mit Rechtecken gepflastert,

mit der Rolle wird ein Muster auf die Wand gerollt , mit der Wasserwaage und

dem Senkblei gewinnt man zueinander senkrechte Richtungen, mit einem

geschickt geknoteten Seil (Abstände 3 in, 4 m, 5 m) kann man einen rechten

Winkel legen. Den Kreis teilt man in 6 gleiche Teile, indem man den Radius

auf der Kreislinie 6 mal abträgt.

Geometrie in der Hauptschule sollte dem Schüler helfen, seine Umwelt besser

zu verstehen und ihm Hil fen für sein Handeln in dieser Umwelt zu geben.

Geometrische Gesetzmäßigkeiten eröff nen ihm einerseits Möglichkeiten,

bestimmen häufig aber auch Grenzen seines Handelns.

Typische Merkmale eines solchen Geometrieunterrichts sind:

• Geometrie wird aus Umweltphänomenen erschlossen;

• Geometrie liefert die erforderliche Sprache, um adäquat bestimmte

Umweltphänomene zu beschreiben;

• die Erforschung geometrischer Beziehungen dient dazu, Umweltphä-

nomene verständlich zu machen;

• im Handeln sammeln die Schüler selbst geometrische Erfahrungen

und wenden sie an.

Wesentliche Elemente einer axiomatisch aufgebauten Theorie treten in einem

solchen Geometrieunterricht in den Hintergrund. Der Unterschied zwischen

Axiomen und Sätzen ist hier irrelevant. Statt dessen werden Einsichten gewon-

nen: Faltli nien sind gerade Linien, Würfel werden von Quadraten begrenzt; ein

Dreieck mit einer Symmetrieachse ist gleichschenklig; die Winkelsumme im

Dreieck beträgt 180
�

. Die Mittelsenkrechten eines Dreiecks schneiden sich in
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einem Punkt. Derartige Einsichten werden in der Regel empirisch gewonnen.

Sie ergeben sich häufig aus Problemstellungen, die auf bestimmte Handlungen

zielen. Dabei eröffnen sie Handlungsmöglichkeiten, indem sie ein bestimmtes

Lösungsmuster liefern. Man möchte z.B. einen Kreis zeichnen, der durch die

drei Ecken eines Dreiecks hindurchgeht. Der gesuchte Mittelpunkt des Kreises

ist der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten des Dreiecks. Man braucht also nur

zwei Mittelsenkrechte zu zeichnen und hat das Problem gelöst. Solche Ein-

sichten können jedoch auch Sachzwänge aufzeigen. Wenn man z.B. ein Drei-

eck mit drei gleich langen Seiten haben will , dann muß man drei gleich große

Winkel in Kauf nehmen. Wenn man ein Dreieck zeichnen will , das zugleich

rechtwinklig und gleichschenklig ist, dann muß man in Kauf nehmen, daß die

beiden anderen Winkel je 45
�

 haben. In Zielkonflikte kann man geraten, wenn

man Forderungen aufstellt , die sich gegenseitig ausschließen. So kann man z.B.

kein Dreieck angeben, das zugleich gleichseitig und rechtwinklig ist.

In einer axiomatisch aufgebauten Theorie werden Sätze bewiesen; in dem von

uns intendierten Unterricht gibt es entsprechende Überlegungen in der Regel

als

• Hinführung zu Einsichten

(z.B. zur Entdeckung des Satzes von Pythagoras);

• Aufzeigen von Sachzwängen

(z.B. Achsensymmetrien erzwingen die Gleichheit entsprechender

Winkel und Seiten);

• Diskussion von Handlungsmöglichkeiten

(z.B. Verwandlung eines Dreiecks in ein flächengleiches Rechteck).

Argumentationen zur „Wahrheitssicherung“ treten allenfalls bei Vermutungen

auf, die noch zu vage sind, um bereits als Einsicht zu gelten. Derartige „Be-

weise“  dienen dann aber eher dazu, durch Aufklären von Zusammenhängen

eine bloße Vermutung in eine Einsicht überzuführen. In diesem Sinne ist
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„Beweisen“  eher ein Verständlichmachen. Es wird also deutlich, daß man wohl

ohne größere Verluste in der Hauptschule auf den Terminus „Beweis“ verzich-

ten kann.

Begriffe sind in einer axiomatischen Theorie entweder Grundbegriffe, die

lediglich implizit durch die Axiome definiert sind, oder sie werden in De-

finitionen eingeführt. Solche Definitionen sind in der Regel so knapp formu-

liert, daß Übereinstimmungen wie „der weiße Schimmel“ (in der Geometrie

z.B. ein Rechteck ist ein Viereck mit vier rechten Winkeln) vermieden werden.

In einer axiomatischen Theorie formuliert man also eine Definition möglichst

knapp, um möglichst viel beweisen zu können.

Auch in der Hauptschule ist es natürlich wichtig, daß die Schüler klare Vorstel-

lungen und genaue Kenntnisse über die benutzten Begriffe besitzen. Das ist um

so wichtiger, als viele geometrische Begriffe in der Umgangssprache eine im

Vergleich zur Geometrie verschwommene Bedeutung haben. Man denke etwa

an Begriffe wie Winkel, Gerade, Kreis, usw. (VOLLRATH 1978).

Wichtiger als die Mitteilung knapper Definitionen ist aber das Vermitteln von

tragfähigen Erfahrungen im Umgang mit den Begriffen. Das kann das Be-

obachten einer besonders auffälli gen Eigenschaft sein (wie z.B. das Auftreten

von 4 rechten Winkeln beim Rechteck; die 6 Quadrate als Seitenflächen des

Würfels), es kann aber auch ein Katalog von Eigenschaften sein (z.B. gleich

große Gegenwinkel, gleich große Gegenseiten; parallele Gegenseiten beim

Parallelogramm). Häufig ergibt sich ein solcher Katalog von Eigenschaften

unmittelbar als Liste von Sachzwängen (z.B. ergeben sich beim Parallelo-

gramm die Parallelogrammeigenschaften unmittelbar an der Punktsymmetrie).

Wenn wir diese Überlegungen im Blick auf die unterschiedlichen Aspekte des

Geometrielernens betrachten, die wir im 2. Abschnitt dargestellt haben, dann

wird deutlich, daß die Schüler Eigenschaften von geometrischen Begriffen und

Zusammenhänge zwischen den Eigenschaften erkennen sollen. Es geht also

entsprechend dem Modell der Stufen des Erkennens von VAN HIELE darum, die

Schüler vom Grundniveau über das erste Niveau des „geometrisch räumlichen
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Denkens“  auf das zweite Niveau des „mathematisch geometrischen Denkens“

zu führen, ohne die logischen Zusammenhänge zu reflektieren, wie das auf der

folgenden Stufe (im Gymnasium) geschehen würde.

Das angestrebte Netz von Kenntnissen wollen wir zunächst grob durch die

inhaltli chen Angaben der KMK-Richtlinien umreißen. Wie eng es im einzelnen

geknüpft werden soll , wird hier nicht näher erläutert. Wichtig ist jedoch das

Knüpfen von Verbindungen zur Umwelt und zu anderen Gebieten. Einstiege in

geometrische Themen sollten in der Regel an Umweltproblemen erfolgen, um

so Mathematisierungen in Gang zu setzen. Anwendungen führen dann von der

Geometrie zurück zur Umwelt. Verbindungen werden aber auch hergestellt zur

Arithmetik, zum Sachrechnen, zur Algebra. Der Hauptschulunterricht sollte

nach alten Forderungen stets fächerübergreifend und integrierend wirken. Es

sollten also auch Beziehungen zu anderen Gebieten wie Physik, Biologie, Geo-

graphie oder Wirtschaft hergestellt werden. Dies kann man sich besonders an

der Inhaltslehre klarmachen. Probleme der Flächenberechnung erwachsen aus

der Umwelt, wenn man etwa fragt, wieviel Farbe man für das Anstreichen einer

Fläche, wieviel Blech man für den Zuschnitt von Werkstücken, wieviel Saatgut

man für das Einsäen einer Ackerfläche benötigt. Flächeninhaltsbetrachtungen

stellen in der Geometrie Verbindungen her zwischen verschiedenen Figuren

wie Rechtecken, Vielecken, Kreisen. Die Ausdehnung des Wissens wird er-

gänzt durch integrierende Betrachtungen. Das Berechnen nach Formeln stellt

Verbindungen zur Algebra und zur Arithmetik her. Anwendungsprobleme

lassen sich in das Sachrechnen integrieren. Überlegungen zum Messen stellen

Verbindungen zur Physik her. Betrachtungen über Oberfläche und Volumen

bei der Wärmeabstrahlung von Tierkörpern können Verbindungen zur Biologie

herstellen.

Das Profil  von Fähigkeiten wird systematisch durch Handlungen entwickelt.

Die Schüler falten, formen, bauen Modelle, experimentieren mit Formen und

Körpern. Sie zeichnen freihändig, mit Schablonen, benutzen das Geo-Dreieck,

den Zirkel, das Zeichenbrett. Sie übertragen Muster mit Transparentpapier,

vergrößern und verkleinern Muster mit zentrischen Streckungen, die sie mit
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dem Gummiband oder dem Pantographen ausführen. Sie stellen Körper in

verschiedenen Ansichten dar und bauen umgekehrt Körper nach vorgegebenen

Zeichnungen.

Dies Handeln ist nicht bloßes Tun, sondern es ist bestimmt durch Einsichten,

erzeugt wiederum Einsichten, ist auf den Erwerb und die Verbindung von

Kenntnissen gerichtet und entwickelt Fähigkeiten. Das Schwergewicht der

Lehrgangsentwicklung liegt also auf Überlegungen, wie man diese Verbindung

von Erkennen, Wissen und Können organisch gestaltet.

4. Organisation eines Geometr ielehrganges für die Hauptschule

Unterrichten hat eine ausgeprägte Tendenz zur Linearisierung. Dem Schüler

wird Wissen nacheinander dargeboten und soll von ihm nach und nach an-

geeignet werden. Daraus ergibt sich eine scheinbar paradoxe Situation: Wäh-

rend das Unterrichten ein in der Zeit ablaufender linearer Prozeß ist, hat das

angestrebte Ziel des Lehrens Netzcharakter. Für die Geometrie verschärft sich

die Situation noch dadurch, daß in der Mathematik zahlreiche linear geordnete

Theorien vorliegen (angefangen bei den „Elementen“ des EUKLID bis hin zu

den „Grundlagen der Geometrie“ von HILBERT), die sich als „Hintergrundtheo-

rien“  für den Unterricht aufdrängen. Tatsächlich ist die didaktische Diskussion

des Geometrieunterrichts am Gymnasium stark geprägt vom Bemühen um die

Suche nach einer „optimalen“ Hintergrundtheorie , die ein Organisations-

schema für den Geometrieunterricht liefern könnte. Mit der Anlehnung des

Hauptschulunterrichts an gymnasiale Muster besteht zugleich die Gefahr

solcher Linearisierungen des Lernprozesses, bei denen ein ausreichendes Netz

nicht aufgebaut werden kann.

Andererseits wird aber immer wieder darauf hingewiesen, daß eine deduktiv

aufgebaute Theorie kein Organisationsschema für den Unterricht liefern kann

(z.B. WITTMANN 1981). Ein Organisationsmuster, das ein Fortschreiten in

Stufen des Erkennens, das Knüpfen eines Netzes von Kenntnissen und den
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Aufbau eines Profils von Fähigkeiten ermöglicht, ist die von BRUNER (1980)

bezeichnete Curr iculumspirale.

An bestimmten Themen wird im Lehrgang immer wieder gearbeitet. Große

Themen für den Geometrieunterricht sind sicher „Figuren“ , „Abbildungen“ ,

„ Inhalte“ . Sie sollten durchgängig in allen Jahrgangsstufen behandelt werden.

Bestehen im Gymnasium traditionell starke Linearisierungstendenzen, so ist

andererseits für die Hauptschule traditionell eine Neigung zu im wesentlichen

zirkularen Vorgehen gegeben: Die gleichen Inhalte werden von Klassenstufe

zu Klassenstufe wiederholt, um durch fortgesetztes Üben Sicherheit zu erzie-

len. Das Modell der Curriculumspirale berücksichtigt die Notwendigkeit von

Wiederholungen, weist aber gleichzeitig auf die Möglichkeit von Erweiterun-

gen und Vertiefungen hin. Wie man die drei Kernthemen des Geometrieunter-

richts spiralig in einem Curriculum organisieren kann, ist ausführlich von

WEIDIG dargestellt .

Beziehen sich diese Überlegungen auf die Anlage des Lehrganges im großen,

so wird man das ergänzen müssen durch Hinweise auf lokale Probleme wie

z.B. die Gestaltung von Unterrichtseinheiten. Hier bieten sich vor allem trag-

fähige Themen an, die als Projekte behandelt werden können. Dafür einige

Beispiele. Kreatives Handeln zur Erzeugung geometrischer Formen läßt sich

z.B. beim Arbeiten mit Legematerialien (Parkettierungen), beim Falten, beim

Zeichnen mit dem Spiegelli neal, mit dem Parallelzeichner, mit dem Spirogra-

phen hervorrufen.

Beschreibende und analysierende Überlegungen ergeben sich z.B. bei der

Betrachtung von Tapetenmustern, Teppichmustern, Gardinenmustern, beim

Studium von Architektur. Sie drehen sich in der Regel um die Frage, wie man

so etwas herstellt , zeichnet, plant. Das Arbeiten mit Instrumenten dient zu-

nächst zur Lösung bestimmter Aufgaben, wird dann aber vertieft durch die

Frage, wie eigentlich ein solches Gerät (z.B. ein Pantograph) arbeitet.

Ein interessanter Themenbereich ist das Messen. Wie kann man Winkel im
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Freien messen? Wie kann man Flächeninhalte ungleichmäßiger Flächen be-

stimmen? (Vgl. zu diesem Thema auch VOLLRATH 1980). Wie kann man

schwer zugängliche Größen (z.B. die Stärke des Flaschenbodens) messen? Mit

geometrischen Überlegungen kann man dabei häufig die Grenzen von Meß-

instrumenten oder Hindernissen an den zu messenden Objekten überwinden.

Aus bestimmten Aufgaben der Arbeitswelt lassen sich geometrische Themen

gewinnen. Es soll z.B. der Bauplan für ein Haus, der Plan für einen Garten, ein

Stadtplan, ein Streckenplan für die Straßenbahn gezeichnet werden. Derartige

Projekte fordern zum Handeln, zum Überlegen, zum Entwickeln und zum

Lösen von Problemen heraus. Sie können zu neuen Einsichten führen, und sie

können dazu dienen, erworbene Kenntnisse und Fähigkeiten anzuwenden. Sie

sind also unverzichtbar für den Geometrieunterricht der Hauptschule.

5. Geometr ie in der Hauptschule – Geometr ie am Gymnasium

Wir haben eine Konzeption für den Geometrieunterricht der Hauptschule

angeregt, die sich bewußt an den Bedürfnissen von Hauptschülern orientiert,

also von Schülern, die eine häufig abwertend so bezeichnete „Restschule“

besuchen. Ein Geometrieunterricht in der Hauptschule, dem diese Konzeption

zugrunde liegt, weicht erheblich von dem Geometrieunterricht ab, wie er zur

Zeit überwiegend am Gymnasium erteilt wird. Dort wird Geometrie in den

Klassen 7-10 weitgehend linear unterrichtet, orientiert an einer axiomatisch

aufgebauten Hintergrundtheorie , der sich manche Autoren auch noch rühmen.

Als Konzession an die kindliche Entwicklung wird lediglich seit TREUTLEIN

(1911) eine Propädeutik in den Klassen 5 und 6 vorgeschaltet.

Es ist unverständlich, daß diese Tradition ungebrochen fortbesteht, denn die

Ergebnisse dieses Geometrieunterrichts sind erschütternd. Studenten in den

Anfangssemestern erinnern sich allenfalls noch an den Satz von Pythagoras,

die meisten anderen Sätze sind vergessen. Beweise haben in der Regel nur als

schreckliche Erinnerungen an unverstandene Anforderungen ihre Spuren
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hinterlassen. Kaum ein Student ist in der Lage derartige Beweise zu reprodu-

zieren, ja die wenigsten Studenten verfügen über Beweistechniken, die ange-

sichts des gymnasialen Anspruchs längst angeeignet sein müßten. (So fangen

viele Studienanfänger in Mathematik Beweise mit der Behauptung an und

meinen, sie hätten einen Beweis geführt, wenn sie etwas Richtiges als Folge-

rung herausbekommen.)

Diese Mängel werden seit langem gesehen. WAGENSCHEIN hat wiederholt auf

solche Mängel hingewiesen, ihre Ursachen aufgezeigt und Unterrichtsvor-

schläge gemacht, wie man sie beseitigen kann. WITTENBERG (1963) hat eine

gründlich ausgearbeitete Konzeption eines entwickelnden Geometrieunterrichts

am Gymnasium vorgelegt, der gestuft von Raumbetrachtungen zur Theorie

führt. Derartige Überlegungen haben bisher jedoch wenig Resonanz gefunden

(weder in den Richtlinien noch in den Schulbüchern), weil im gymnasialen

Bereich die Fachsystematik offensichtlich dominiert. (Dafür ist sicher die

bisher auf das Fachstudium beschränkte Gymnasiallehrerausbildung mit

verantwortlich.)

Wenn man also feststellt , daß bei dem von uns konzipierten Geometrielehrgang

ein deutlicher Unterschied zum Gymnasialunterricht besteht, so sollte man das

weniger dem Hauptschulunterricht anlasten als vielmehr der Starrheit des

Geometrieunterrichts am Gymnasium. Der von uns konzipierte Geometrie-

lehrgang entwickelt traditionelle Konzeptionen des Hauptschulunterrichts

sinnvoll  weiter. Ein solcher Unterricht ist auch offen für Vertiefungen an

verschiedenen Stellen. Übergänge und Fortsetzungen müßten also möglich

sein, wenn das Gymnasium bereit wäre, zum Vorteil seiner Schüler das Curri-

culum ebenfalls spiralig und genetisch zu organisieren.
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