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1. Zur Einfuhrung

Bis zum Ende der sechziger Jahre wurden geometrische Fragestell ungen in der
Hauptschule unter dem Etikett , Raumlehre” behandelt. Bel dieser Bezeéchnung
handelte es sch nicht etwa um eine bloRe Ubersetzung des Fremdwortes
»Geometrie*, sondern damit wurde zaugleich ein Programm beschrieben: Der
Unterricht in der Hauptschule sollte @nerseits tber die vorwiegend auf das
Konkrete beschrankte,, Raumkunde* (BREIDENBACH) der Grundschule hinaus-
wadsen, ohre andererseits bereits © vorwiegendtheoretisch arientiert zu sein
wie der Geometrieunterricht am Gymnasium.

Die KMK-Richtlinien von 1968verwischten diese konzeptionellen Unter-
schiede volli g. Nun sollten sich Hauptschul- und Gymnasialunterricht in Geo-
metrie im wesentlichen dadurch urterscheiden, dal3in der Hauptschule gegen-
Uber dem Gymnasium einiges weggelassen wird. So verzichtete man z.B. fir
die Hauptschule auf das Verketten von Kongruenzabhil dungen, auf V ektoren,
auf Gruppen- undauf Kongruenzsdtze Auch de im Gefolge dieser Rahmen-
richtlinien erarbeiteten Richtlinien der Bundesldnder zeigten hauptsachlich
solche ,, additiven” Unterschiede bei den Schularten. Die relativ offenen und
allgemeinen Formuli erungen, die sichimwesentli chen auf Inhalte undThemen
bezogen, hétten durchaus noch Spielraum fir unterschiedliche Unterrichts-
konzeptionen in der Hauptschule und am Gymnasium zugelassen. Die detail -
lierten Landerrichtlinien lasen dann jedoch weitgehend gymnasiale Lehr-
gangsmuster fir die Hauptschule ekennen, de gegenliber dem Gymnasium
lediglich ,ausgediinrt* sind. Spétestens in den Klassen 8 und 9muf¥en dann
die Lehrgange nahezu utopisch werden. Bayern z.B. zog daraus die Konse-
guenzen, von der 8. Jahrgangsdufe & de Themen , Figuren“ und , Abbil-
durgen” fallen zu lassen und nu noch Inhaltslehre weiter zu behandeln. Geo-
metrie wird so zu einem Torso.
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Die starke Reglementierung durch detailli erte Richtlinien mit ausufernden
Lernzielsequenzen, die jedes Lernziel starr den einzdnen Jahrgangsdufen
zuordneten, |1t praktisch keinen Spielraum zur V erwirkli chungabweichender
Konzeptionen in Schulbiichern oder in der Unterrichtspraxis. Andererseits
scheint all gemein das Interesse an spezfischen Unterrichtskornzeptionen fir die
Hauptschule zu wadhsen. Es erscheint daher sinnvoll, derartige Uberlegungen
fur den Geometrieunterricht der Hauptschule anzustellen. Im folgenden soll
gezegt werden, wie auslerntheoretischen Uberlegungen undZielvorstell ungen
fur die Hauptschule @n solches Unterrichtskonzept gewonren werden kann.
Wir beginnen urebhéngig von einem bestimmten Schultyp mit einigen all-
gemeineren Uberlegungen zum Geometrielernen.

2. Aspekte des Geometrielernens

Geometrie wird gelernt, indem man geometrische Begriff e bil det, mit diesen
Begriffen arbeitet, Gber sie nachdenkt, neue Begriff e bil det, neue Verfahrens-
weisen entwickelt usw. Esist fur die Planung von Unterricht zwedkmaliig, in
diesem komplexen Geschehen einige Aspekte des Lernens hervorzuheben,
durch dedieser Prozef3 duchsichtiger gemadt werden kann.

2.1 Sufen des Erkennens

Ein geometrisches Objekt, wie zB. der Begriff Redhted, kann auf unter-
schiedlichen Niveaus Objekt des Betrachtens =in. Man kann es als eine en-
pragsame Form sehen, de man ,auf den ersten Blick* as Redhtedk erkenrt,
oder als einen Tréager von Eigenschaften, detypisch fir diese Figur sind, oder
schli efflich al's ein Objekt, an dem man Uberlegungen (iker dielogischen Beze-
hungen zwischen Eigenschaften anstellt. Das Hervorheben derartiger Sufen
des Erkennensim Lernprozef3 het padagogische Tradition.

HERBART beschreibt das Lernen als einen Prozef3, kei dem der Lernende in
Stufen voranschreitet. Er beginnt damit, dal3 er sich zunéacdhst in einen Gegen-
stand , vertieft*, sich auf ein Phénomen konzentriert. Dabei gewinnt er Klar-
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heit. Der Lernende gewinnt nach und rach Klarheit Giber verschiedene Objekte.
Eine Folge von Vertiefungen fuhrt zur Assoziation von Vorstellungen. Durch
eine, Besinnurg" werden de Vorstellungen zu einem System verbunden. Das
»Fortschreitenin der Besinnurg” fuhrt zur Methode. Nach HERBARTS V orstel-
lungen stellen dese Stufen ein allgemeines Lernprozel3modell dar, das as
Grundage zur Lehrgangsentwicklung dienen kann. HERBART hat dies in der
Forderung zusammengefaldt: , Allgemein soll der Unterricht zeigen, verknip-
fen, lehren, philosophieren”.

In neuerer Zeit wurde @ne &nliche KonzeptionvonvAN HIELE (1967) fir den
Geometrieunterricht entwickelt, die international Beachtung gefunden hat.
Auch bel ihm wird das Geometrielernen als ein gestufter Prozef3 dargestellt.
Dieser Prozel3 1803t sich dadurch charakterisieren, dal3 man von einem Denkni-
veau zu einem hdheren gelangt, indem man sich mit der inneren Ordnurg des
bisherigen Denkniveaus beschéftigt. Flr die Geometrie bedeutet das: ,, Auf dem
Grundriveau betrachtet man den Raum, wie & sich urs darbietet. Wir kdnren
von einem réaumli chen Denken sprechen. Auf dem ersten Niveau hat man das
geometrisch rdumliche Denken. Auf dem zweiten Niveau hat man das mathe-
matisch geometrische Denken. Man urtersucht da, was mit einem geometri-
schen Denken gemeint ist. Auf dem dritten Niveau studiert man das logisch-
mathematische Denken. Jetzt handelt es gch um die Frage, wann geometrische
Denkarten zur Mathematik gehdren” (VAN HIELE 1967,S.220).

Diese Stufen kann man sich an den urterschiedli chen Betrachtungsweisen des
Redtedsklarmachen: Auf dem Grundriveau (, rdumliches Denken*) betrach-
tet man das Redhtedk als ,, einprédgsame” Figur. Man erkennt ein Rechtedk, wie
man eine Eiche oder eine Maus erkennt.

Auf dem ersten Niveau (,, geometrisch réumli ches Denken®) betrachtet man das
Redtedk mit seinen Eigenschaften. Es wird an seinen Eigenschaften erkannt.

Auf dem zweiten Niveau (, mathematisch geometrisches Denken*) werden
Bezehungen zwischen den Eigenschaften erkannt. Man entdeckt hier, dal3 bei
einem Viered das Vorhandensein von dei rechten Winkeln zur Folge hat, daf3



auch der vierte Winkdl ein rechter ist.

Das dritte Niveau (,logisch mathematisches Denken®) befaldt sich mit den
logischen Beziehungen zwischen Sétzen — etwa, ob zu einem Satz auch de
Umkehrung glt. Geometrielernen kann also als Prozel3 verstanden werden, in
dem man schrittweise immer hohere Niveaus des Erkennens erreicht.

Derartige Vorstellungen haben Unterrichtskonzeptionen bednflufdt. Z.B.
beschreibt FLADT (1955, S.10) eine gestufte Konzeption fir den Geometrie-
unterricht des Gymnasiums wie folgt: ,,So hebt, um mit Kant zu reden, cer
geometrische Unterricht (auf der Unterstufe) mit der Anschauung an, steigt von
da(von der Mittel- und Oberstufe) zu Begriffen undendet (auf der Oberstufe)
mit [deen”.

Eine ahnli ch gestufte Unterrichtskonzeptionwurdefir den Geometrieunterricht
z.B. auch in England in den zwanziger Jahren entwickelt (MA-Report 1923.
Ausgehend von einer experimentellen Stufe A sollten die Schiller tber eine
deduktive Stufe B zu einer systematischen Stufe C gefuihrt werden.

Fir den Bereich des Gymnasiumsist eine sehr (iberzeugende Konzeption eines
derartig gestuften Geometrielehrgangs von WITTENBERG (1963 dargestellt
worden. Bel ihmfihrt der Unterricht von einer Phase der Erschlief3ung geome-
trischer Phanomene Uber Phasen der Vertiefung undkriti schen Besinnurg hin
zu einer Phase des Ruickblicks, aus der sich de Axiomatik ergibt. Mit seinem
Ansatz kann de starre Trennurg Gberwunden werden zwischen einer Propé
deutik in den Klassen 5und 6 und &r eigentli chen, systematischen Geometrie
der Klase 7, wie sie an Gymnasium weitgehend (Hich war und in vielen
Lehrgangen his heute vorherrscht.

Raumlehre in der Volksschule orientierte sich traditionell an praktisch-nitzli-
chen Zielen. Ihr VVorbild war die Geometrie der Babylonier undAgypter. Vom
Modell VAN HIELES her gesehen beschrénkte man sich auf den Ubergang vom
Grundriveau zum Ersten Niveau. Geometrie wurde weitgehend ,, experimen-
tell* betrieben. Breidenbach sah in der Abbil dungsgeometrie die M&gli chkeit,
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dieVolksschiler auf das nadhsthohere Niveau zu fiihren, auf dem siemit Hilfe
von Symmetrien Bezehurgen zwischen den Eigenschaften von Figuren erfor-
schen. Zugleich treten damit Uberlegungen an Stell e des reinen Experimentie-
rens. Es kénren theoretisch Einsichten gewonnen werden, ohre dal3 man de
Uberlegungen in de starre Form des euklidischen Beweisschemas pressen
muf3.

2.2 Netz von Kenntnissen

Der Schiler erwirbt Kenntnisse im Geometrieunterricht. Er lernt Begriffe,
Eigenschaften von Objekten und Relationen, Verfahren zum Lésen von Proble-
men. Dabei stofY er einerseits immer wieder in Neuland vor, andererseits
werden die neuen Kenntnise d@ngegliedert in das bisherige Wisen. Das
Wissen des Schilers ist aso beim Geometrielernen standigen Wandlungen
unterworfen. Dieser Prozel3 wird haufig mit dem Kniipfen eines Netzes vergli-
chen. Mit diesem Bild wird ein zweiter wichtiger Aspekt des Geometriel ernens
hervorgehoben. Es beschreibt den fortschreitenden Wissenserwerb duch das
Wacdhsen des Netzes und de Eingliederung des neuen Wissens durch das
Herstellen von Verbindurgen.

Verbindurgen zwischen Begriff en kdnren logische Abhéngigkeiten sein, wie
Oberbegriff —Unterbegriff — Nebenbegriff (z.B. das Parall elogrammals Ober-
begriff fir das Rechtedk: Jedes Rechtedk ist ein Parall elogramm; Rechtedk und
Raute als Nebenbegriff e, die Oberbegriff e fur das Quadrat, aber Unterbegriffe
fir das Parall elogramm sind).

V erbindurgen kénnen aber auch zwischen verschiedenen Gebieten hergestellt
werden; so stellt etwa die formelmaliige Flacheninhaltsberechnung eine Ver-
bindurg zwischen Geometrie und Algebra her.

Verbindurgen sind vor alem zwischen Umwelt und Geometrie herzustellen.
Wenn derartige Verbindurgen von der Umwelt zur Geometrie hin entwickelt
werden, dann spricht man von Mathematisieren (FREUDENTHAL). Der umge-
kehrte Weg wird als Anwenden der Geometrie bezechnet.
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Querverbindurgen kdnren auch duch Ubergreifende Methoden geschaffen
werden. So kann man etwa Bezehungen zwischen Figuren durch Abbildungen
beschreiben, man spricht hier seit M6BIUs von Verwandschaften. Die Sche-
rung kannman as flachentreue Abbil dung auff assen, bei der man z.B. erkenrt,
dal3 Dreiedke mit gleicher Grundseite undHohe fladchengleich sind.

VonLIETZMANN (1911) ist z.B. fUrr den Satz des Pythagoras ein derartiges Netz
von Bezehungen zwischen verschiedenen mathematischen Begriffen, Fra-
gestellungen undGebieten entfaltet worden.

Wieeine Spinneihr Netz voneinem Leitfaden her spinnt, so kanndieser Lern-
prozef eff ektiv gestaltet werden, wenn er Leitideen folgt. Fir KLEIN war der
Funktionsbegriff ein solcher Leitbegriff, der eine Verbindurg zwischen Geo-
metrie und Algebra herstellen sollte. Im Bereich des Gymnasiums kann es
vielleicht auch der Gruppenbegriff sein.

Der Aspekt des Netzes von Kenntnissen findet ebenfalls ssinen Niederschlag
in Unterrichtskonzeptionen. Mit dem exemplarischen Lehren will WAGEN-
SCHEIN voneinem ,,gedégneten Knatenpurkt aus Geometrie entdedken lassen:
»Die Mathematik scheint, so erschlossen, richt mehr als ein Turm (die kalte
Pracht des eukli dischen Marmorturms), sondern alsein burter Teppich, dessen
Muster man von desem oder jenem Punkt des Gewebes aus nachgehen kann
(WAGENSCHEIN 1970, S.410. FREUDENTHAL fordert, dal3 der Mathematik-
unterricht bez ehungshalti g sein soll undspricht damit ebenfall s diesen Aspekt
des Lernens an.

2.3 Profile von Fahigkdten

Die Schiler lernen im Geometrieunterricht Fertigkeiten, mit denen siewichtige
Handungen ausfiihren, wie Zeichnen, Konstruieren, Darstellen undBeredh-
nen. Darliber hinaus erwerben sie Fahigkeiten, mit Begriffen zu operieren,
Kenntnisse Uber Eigenschaften zur Losung von Problemen einzusetzen; sie
lernen Methoden, bestimmte Aufgaben adéquat zu behandeln. Im Geometrie-
unterricht werden z.B. Freihandzeichnungen von Figuren angefertigt, wenn
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man eine Figur skizzieren will; es wird mit Zirkel und Lined konstruiert,
Schnell konstruktionen werden mit dem Geo-Dreiedk ausgefiihrt; in der Dar-
stellenden Geometrie wird mit der Zeichenmaschine gearbeitet, beim Ted-
nischen Zeichnen verwendet man haufig auch Schablonen. Beim Zeichnen
eines Parallelogramms giitzt sich der Schiller auf bestimmte Eigenschaften
dieser Figur, bei der Halbierung eines Winkels mit Zirkel undLined kann er
z.B. an die Achse énes gleichschenkligen Dreiecks denken. Der Schiiler
bendtigt also Fertigkeiten im Umgang mit Gerdten undrFahigkeiten zur Lésung
von lestimmien Problemstell ungen.

Die Fahigkeit, einen bestimmten Aufgabentyp zu 16sen, setzt haufig andere
Fahigkeiten voraus, die zB. zur Bewdltigung von Teilaufgaben erforderlich
sind. Untersuchungen von GAGNE (1969 haben gezegt, dal3 in vielen Berei-
chen Hierarchien von Fahigkdten erforderlich sind, um bestimmte Aufgaben
zu bewdltigen. Dabei wurde deutlich, dal3 de Schiler praktisch keine Chance
haben eine Aufgabe a116sen, wennsie nicht Uiber bestimmte Fahigkeiten verfi-
gen, diein der Hierarchie niedriger angeordnet sind. Soll der Schiiler z.B. ein
Redted aus den Seiten aund bmit dem Geo-Dreiedk zeichnen, dann muf3er
wissen, dald ein Redhtedk ein Vieredk mit vier rechten Winkelnist. Er wird nur
dann ohne viele Fehlversuche zeéchnen kénren, wenn er sich ein solches
Redted vorstellen kann. Dannwird er vielleicht mit der Seite abeginnen. Er
muf3 aso eine Stredke mit gegebener Lange zaechnen kdnren. Nunwird er an
einem Ende rechtwinklig eine Stredke der Lange b antragen. Hierzu mufl3 er
zugleich die Forderung eines rechten Winkels und der gegebenen Lange aner
Strecdke berticksichtigen kdnren. Seine Vorstell ung sagt ihm nun, éi3 es zwedk-
méldig ist, am anderen Ende, zur gleichen Seite hin, ebenfall s eine Stredke der
Lange b rechtwinkli g anzutragen. Dann kraucht er nur noch die Endpurkte au
verbinden, er muRalso de Verbindungsdredke aveier Punkte zechnen kdn-
nen. Ein Diagramm gibt eine Ubersicht (iber die Hierarchie der erforderlichen

Fahigkeiten:



Schaubild 1
Rechteck aus aund b
zeichnen kénnen.
Wissen, daf ein Recht- Verbindungsstrecke Eine Strecke gege-
eck ein Viereck mit 4 zweier Punkte bener Lange an eine
rechten Winkeln ist. zeichnen konnen. andere rechtwinklig
antragen konnen.
Sich ein Rechteck :
mit den Seiten a und b E;n:bse izﬁlfﬁn o Rechten Winkel
vorstellen kénnen. 8eg ang antragen konnen.
zeichnen kénnen.
Eine Strecke zeichnen
kdnnen.

Fur die unterschiedlichen Problemstell ungen sind also vielféltige Hierarchien
vonAnforderungen gegeben. Es erscheint zwedkmaiiig, al gemein dasBild von
einem Profil von Fahigkeaten zu gebrauchen. Die @nzdnen Erhebungen in
einem solchen Profil stehen fir Hierarchien von Fdhigkeiten, wahrend de
Vidfalt der Erhebungen auf die unterschiedlichen Fahigkeitshierarchien hin-
weist. Das angestrebte Fahigkeitsprofil ist bei den Schilern bezogen auf be-
stimmte Anforderungen im Unterricht und Gker den Unterricht hinaus auf die
berufliche oder schuli sche Zukunift der Schiler. Was fur ein Profil Gberhaupt
erreicht werden kann, hangt einerseits von den Beféhigungen undNeigungen
des Schilers ab, andererseits aber auch wesentlich vom Unterrichtsangebat.
Die starke Orientierung des Hauptschulunterrichts am Gymnasium fihrt in der
Praxis dazu, daf3 Gymnasiasten in der Regel einfach ,, mehr wissen* und,, mehr
kdonren®. Es gllte das Ziel des Mathematikunterrichts der Hauptschule sein,
ein Fahigkeitsprofil bei den Hauptschilern zu entwickeln, das auf ihre Bedrf-
nisse ausgerichtet ist, bei dem also duchaus Bereiche aisgepragt sind, in
denen sie Gymnasiasten Ukerlegen sind. Es liegt in der Tradition urserer
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Gesell schaft, dal3in der Regel intell ektuell e Fahigkeiten besondershoch einge-
schétzt werden. Das Bemiihen um ,, Chancengleichheit” fiihrt dazau, bei Haupt-
schilern ebenfall s ein Profil i ntell ektuell er Fahigkeiten anzustreben, bei dem
abzusehen ist, dal? sie den Gymnasiasten urterlegen sein werden. Statt dessen
wére es fur Hauptschiler undihre Lehrer viel befriedigender, ein Profil an-
zustreben, bel dem die Hauptschiler ihre Stérken zeigen konren. Auch fir den
Bereich praktischer Fahigkeiten, des konkreten Handelns kann ein hokes
Niveau an Koénren, Einsicht (, Know how*) undOriginalit &t erzielt werden, das
Erfolgserlebnisse vermitteln kann.

Derartige Uberlegungen konren sich ebenfalls auf eine lange padagogische
Tradition berufen. Man denke éwa an de Ideeder , al gemeinen Menschen-
bildung® von PESTALOZZI oder an de Konzeptionen der ,, Arbeitschulbewe-
gung*, wenn z.B. KERSCHENSTEINER die Einbezehung des praktischen Han-
delnsin den Unterricht fordert, um dem Schiler die M dgli chkeit zu geben, sich
selbsténdig das ,, Bildungsgut* zu erarbeiten. Eswird also das Ziel eines Geo-
metrielehrganges fir die Hauptschule sein, ein dem Hauptschiler adaquates
Profil von Fahigkeiten zu entwickeln.

3. Geometriein der Hauptschule

Mit der Forderung nach , Geometrie* in der Hauptschule ist scheinbar die
Frage beantwortet, wel che Mathematik Hauptschilern unterrichtet werden soll .
Das Etikett Geometrie beschreibt im Bewul¥sein vieler Lehrer eine wohl-
bestimmte Art von Mathematik, die es mit Objekten wie Punkten, Geraden,
Videden, Kreisen und Relationen, wie ,liegt auf*, ,parale”, , zueinander
senkredt”, , flachengleich®, ,kongruent® , ,,@hnlich® zu tun hat. Geometrie ist
also ein festumrissenes Gebiet mathematischen Wissens. Fur die Schule stellt
sich damit zunachst das Problem der Stoffauswahl. Darauf haben de KMK-
Richtli nien eine Antwort gegeben. Wennin einer Kritik an den Richtlinien urd
an den Schulbiichern gefragt wird: ,, Wieviel Mathematik braucht ein Haupt-
schiler?* (DAMEROW 1980 sowird das Problem des Mathematikunterrichts an



10

der Hauptschule ébenfall s auf das Auswahlproblem eingeschrénkt. Tatsacdlich
ist das Problem vielschichtiger. Man kann Geometrie auf vielféltige Wese
betreiben. Ich habe an anderer Stell e dargestellt, wie im Unterricht Geometrie
unter ganz verschiedenen Aspekten erschlossen werden kann (VOLLRATH
1981). Es erscheint mir daher sinnvoller zu fragen, welcher Aspekt (oder
welche Aspekte) von Geometrie fir die Hauptschule betont werden sollten.

Imfolgenden geheich von der Konzeption eines dreigegli ederten Schulsystems
in der Sekundarstufe 1 aus, in der man dem Mathematikunterricht der Haupt-
schule einen , spezfischen” Bildungsauftrag zuweist, der sich an Interessen,
Bedirfnissen und M églichkeiten dieser Schillergruppe orientiert. Die Proble-
me, die bel anderen Organisationsformen des Schulsystems auftreten, sollen
hier nicht behandelt werden. Als Kurzformel scheint mir folgende Formulie-
rung fir den Geometrieunterricht der Hauptschule hilfreich zu sein:

Geometrie in der Hauptschule als Theorie des Handelns im eukli-
dischen Raum.

Bestimmte Phanomene des uns umgebenden Raumes kénren nu mit der
Spradche der euklidischen Geometrie alaquat beschrieben werden: Durch ein
Loch im Vorhang félt Licht ein; der Staub markiert den geradlinigen Licht-
strahl. Die Gerade ist die kirzeste Verbindurg zweier Punkte. Ein Stein féllt
geradlinig nach urten. Kristall e sind geradlinig begrenzt, haufig sind sie sym-
metrisch gebaut. Die Wasseroberfladche auf einem Teichist eben; Gegenstande
spiegeln sichimWasger. Derartige Entdedkungen fiihren zu Einsichten, deuns
helfen, unsere Umwelt zu verstehen: Wir kénren nun erkldren, wie es zur
Schattenbil dung kommt, weshalb der Spiegel rechts undlinks aber nicht oben
und urten vertauscht, weshalb beim Schnitt einer Kugel in einer Ebene die
Schnittfladhe stets ein Kreis ist.

Auf geometrische Phanomene stol¥en wir auch bei Handlungen, de wir selbst
ausfuhren:

Beim Papierfalten entstehen Geraden, beim Falten eines Tintenkledkses ent-



11

steht eine bizarre, achsensymmetrische Form, beim Rodeln entstehen peralele
Spurenim Schnee beim Durchschnei den eines Apfels entsteht eine kreisformi-
ge Schnittflache. Derartige Entdedkungen lief3en den Menschen Tedhniken
erfinden, bei denen er sich geometrischer Gesetzmaliigkeiten bedient: Mit dem
Zirkel werden Kreise gezachnet, eine Flache wird mit Rechtedken gepflastert,
mit der Rolle wird ein Muster auf die Wand gerollt, mit der Wasserwaage und
dem Senkblel gewinnt man zueinander senkrechte Richtungen, mit einem
geschickt geknoteten Seil (Absténde 3 in, 4m, 5m) kann man einen rechten
Winkel legen. Den Kreis teilt man in 6 gleiche Teile, indem man den Radius
auf der Kreislinie 6 mal abtragt.

Geometriein der Hauptschule sollte dem Schiiler helfen, seine Umwelt besser
zu verstehen undihm Hilfen fur sein Handeln in dieser Umwelt zu geben.
Geometrische Gesetzméaliigkeiten erdffnen ihm einerseits Mogli chkeiten,
bestimmen haufig aber auch Grenzen seines Handelns.

Typische Merkmale @nes lchen Geometrieunterrichts snd:
. Geometrie wird aus Umweltphédnomenen erschlossen;

. Geometrie liefert die eforderliche Spradche, um adaquat bestimmte
Umweltphédnomene zu beschreiben;

. die Erforschung geometrischer Bezehungen dent dazu, Umweltphé
nomene versténdli ch zu maden;

. im Handeln sammeln die Schiiler selbst geometrische Erfahrungen
undwenden sie an.

Wesentli che Elemente @ner axiomatisch aufgebauten Theorie treten in einem
solchen Geometrieunterricht in den Hintergrund Der Unterschied zwischen
Axiomen undS&zen ist hier irrelevant. Statt dessen werden Einsichten gewon-
nen: Faltli nien sind gerade Linien, Wirfel werden von Quadraten begrenzt; ein
Dreiedk mit einer Symmetrieatise ist gleichschenklig; die Winkelsumme im
Dreied betragt 180°. Die Mittelsenkrechten eines Dreiedks hneiden sich in
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einem Punkt. Derartige Einsichten werden in der Regel empirisch gewonren.
Sie ergeben sich haufig aus Problemstell ungen, de auf bestimmte Handlungen
zielen. Dabel ertff nen sie Handungsmbgli chketen, indem sie én bestimmtes
Losungsmuster liefern. Man méchte zB. einen Kreis zeichnen, der durch de
drei Ecken eines Dreiedcks hindurchgeht. Der gesuchte Mittel purkt desKreises
ist der Schnittpurkt der Mittel senkredhten des Dreiedks. Man braucht also nur
zwel Mittelsenkredhte a1 zeichnen und fat das Problem geldst. Solche Ein-
sichten kdnren jedoch auch Sachawéange aufzegen. Wenn man z.B. ein Drei-
edk mit drei gleich langen Seiten haben will, dann mufZ man drei gleich grofe
Winkel in Kauf nehmen. Wenn man ein Dreied zechnen will, das zugleich
rechtwinklig und gleichschenklig ist, dann muf3 man in Kauf nehmen, dai3 de
beiden anderen Winkel je 45° haben. In Zielkonflikte kann man geraten, wenn
man Forderungen aufstellt, die sich gegenseiti g aus<chli eflen. So kannman z.B.
kein Dreiedk angeben, das zugleich gleichseitig undrechtwinkligist.

In einer axiomatisch aufgebauten Theorie werden Sétze bewiesen; in dem von
uns intendierten Unterricht gibt es entsprechende Uberlegungen in der Regel
as

. Hinflhrung zu Einsichten
(z.B. zur Entdedkung des Satzes von Pythagoras);
. Aufzeigen von Sachzwangen

(z.B. Achsensymmetrien erzwingen de Gleichheit entsprechender
Winkd und Seiten);

. Diskusson von Hand ungsmagli chkeiten
(z.B. Verwandung eines Dreieds in ein flachengleiches Redhte).

Argumentationen zur ,, Wahrheitsscherung” treten allenfalsbel Vermutungen
auf, die noch zu vage sind, um bereits a's Einsicht zu gelten. Derartige ,, Be-
weise" dienen dann aber eher dazu, duch Aufkldren von Zusammenhéngen
eine blole Vermutung in eine Einsicht Uberzufiihren. In desem Sinne ist
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»Beweisen* eher ein Verstandi chmaden. Eswird a'so deutlich, dald manwohl
ohregrolereVerlustein der Hauptschule auf den Terminus,, Beweis* verzich-
ten kann.

Begriffe sind in einer axiomatischen Theorie entweder Grundlegriffe, die
lediglich implizit durch de Axiome definiert sind, oder sie werden in De-
finitionen eingeftihrt. Solche Definitionen sindin der Regel so knapp formu-
liert, dal? Ubereinstimmungen wie , der weiRe Schimmel* (in der Geometrie
z.B. einRethted ist ein Vieredk mit vier rechten Winkeln) vermieden werden.
In einer axiomatischen Theorie formuli ert man also eine Definition mogli chst
knapp, um miglichst viel beweisen zu kdnren.

Auchin der Hauptschuleist es nattirlich wichtig, dal3 de Schiiler klareVorstel-
lungen undgenaue Kenntnisse tiber die benutzten Begriff e besitzen. Dasist um
so wichtiger, als viele geometrische Begriffe in der Umgangsgrache eneim
Vergleich zur Geometrie verschwommene Bedeutung haben. Man denke dwa
an Begriffewie Winkel, Gerade, Kreis, usw. (VOLLRATH 1978.

Wichtiger als die Mitteilung knapper Definitionen ist aber das Vermitteln von
tragfahigen Erfahrungen im Umgang mit den Begriffen. Das kann das Be-
obacdten einer besonders auff dlli gen Eigenschaft sein (wie zB. das Auftreten
von 4 rechten Winkeln beim Redhted; die 6 Quadrate ds Seitenflachen des
Wiirfels), es kann aber auch ein Katalog von Eigenschaften sein (z.B. gleich
grol’e Gegenwinkel, gleich grofe Gegenseiten; parallele Gegenseiten beim
Parallelogramm). Haufig ergibt sich ein solcher Katalog von Eigenschaften
unmittelbar als Liste von Sachzwangen (z.B. ergeben sich beim Parallelo-
gramm die Parall elogrammeigenschaften urmittelbar an der Punktsymmetrie).

Wennwir diese Uberlegungen im Blick auf die unterschiedli chen Aspekte des
Geometrielernens betradhten, de wir im 2. Abschnitt dargestellt haben, dann
wird deutlich, dal’ de Schiller Eigenschaften von geometrischen Begriffen und
Zusammenhénge zwischen den Eigenschaften erkennen sollen. Es geht also
entsprechend dem Modell der Stufen des Erkennensvon VAN HIELE darum, die
Schiler vom Grundriveau Ulker das erste Niveau des,,geometrisch réumlichen
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Denkens* auf das zweite Niveau des ,, mathematisch geometrischen Denkens®
zu fuhren, ohre dielogischen Zusammenhénge zu reflektieren, wie das auf der
folgenden Stufe (im Gymnasium) geschehen wiirde.

Das angestrebte Netz von Kenntnissen wollen wir zunéchst grob duch de
inhaltli chen Angaben der KM K-Richtlinien umreif3en. Wie engesimeinzenen
geknlpft werden soll, wird hier nicht ndher erlautert. Wichtig ist jedoch das
Knugfen vonVerbindurgen zur Umwelt undzu anderen Gebieten. Einstiegein
geometrische Themen sollten in der Regel an Umweltproblemen erfolgen, um
so Mathematisierungen in Gang zu setzen. Anwendurgen fiihren dannvon cer
Geometrie zurtick zur Umwelt. V erbindurgen werden aber auch hergestellt zur
Arithmetik, zum Sachrechnen, zur Algebra. Der Hauptschulunterricht sollte
nach alten Forderungen stets facheriibergreifend undintegrierend wirken. Es
sollten a so auch Bezehungen zu anderen Gebieten wie Physik, Biologie, Geo-
graphie oder Wirtschaft hergestellt werden. Dies kann man sich besonders an
der Inhaltslehre klarmachen. Probleme der Flachenberechnurg erwachsen aus
der Umwelt, wennman etwafragt, wieviel Farbe man fir das Anstreichen einer
Flade, wieviel Blech man fir den Zuschnitt von Werkstiicken, wieviel Saagut
man fUr das Einsaen einer Ackerfladche bendétigt. Fladcheninhaltsbetrachtungen
stellen in der Geometrie Verbindurgen her zwischen verschiedenen Figuren
wie Redhtedken, Vieledken, Kreisen. Die Ausdehnurg des Wissens wird er-
géanzt durch integrierende Betrachtungen. Das Berechnen nach Formeln stellt
Verbindurgen zur Algebra und zur Arithmetik her. Anwendurgsprobleme
lassen sich in das Sadhredhnen integrieren. Uberlegungen zum Messen stellen
Verbindurgen zur Physik her. Betrachtungen Uber Oberfléddhe und Volumen
bei der Wérmeabstrahlung von Tierkdrpern kdnren Verbindurgen zur Biologie
herstellen.

Das Profil von Fahigkeiten wird systematisch durch Handlungen entwickelt.
Die Schiler falten, formen, bauen Modelle, experimentieren mit Formen urd
Koérpern. Sie zaéchnen freihandig, mit Schablonen, benutzen das Geo-Dreied,
den Zirkel, das Zeichenhrett. Sie Ubertragen Muster mit Transparentpapier,
vergréf¥ern und verkleinern Muster mit zentrischen Stredkungen, de sie mit
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dem Gummiband oder dem Pantographen ausfiihren. Sie stellen Korper in
verschiedenen Ansichten dar und bauen umgekehrt Kdrper nach vorgegebenen
Zeichnurgen.

Dies Handeln ist nicht blofes Tun, sondern esist bestimmt durch Einsichten,
erzeugt wiederum Einsichten, ist auf den Erwerb und de Verbindurg von
Kenntnissen gerichtet und entwickelt Fahigkeiten. Das Schwergewicht der
Lehrgangsentwicklung li egt also auf Uberlegungen, wie man diese Verbindung
von Erkennen, Wissen undKonren organisch gestaltet.

4. Organisation eines Geometrielehrganges fur die Hauptschule

Unterrichten hat eine ausgepragte Tendenz zur Lineaisierung. Dem Schiler
wird Wissen nacheinander dargeboten undsoll von ihm nach und rach an-
gedgnet werden. Daraus ergibt sich eine scheinbar paradoxe Situation: Wéh-
rend das Unterrichten ein in der Zeit ablaufender linearer Proze3 ist, hat das
angestrebte Ziel des Lehrens Netzcharakter. Fir die Geometrie verschéarft sich
die Situation nach dadurch, dal3 in der Mathematik zahireiche linea geordnete
Theorien vorliegen (angefangen bel den ,, Elementen” des EUKLID bis hin zu
den,, Grundagen der Geometrie" vonHILBERT), diesich als,, Hintergrundtheo-
rien“ fUr den Unterricht aufdréngen. Tatsachli chist die didaktische Diskusson
des Geometrieunterrichts am Gymnasium stark gepragt vom Bemiihen um die
Suche nach einer ,optimalen* Hintergrundtheorie , die én Organisations-
schema fur den Geometrieunterricht liefern konrte. Mit der Anlehnurg des
Hauptschulunterrichts an gymnasiale Muster besteht zugleich de Gefahr
solcher Lineaisierungen des Lernprozesses, bei denen ein ausreichendes Netz
nicht aufgebaut werden kann.

Andererseits wird aber immer wieder darauf hingewiesen, dal3 eine deduktiv
aufgebaute Theorie kein Organisationsschema fir den Unterricht liefern kann
(z.B. WITTMANN 1987). Ein Organisationsmuster, das ein Fortschreiten in
Stufen des Erkennens, das Knipfen eines Netzes von Kenntnisen und an
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Aufbau eines Profil s von Fahigkeiten ermdgli cht, ist die von BRUNER (1980
bezachnete Curriculumspirale.

An bestimmten Themen wird im Lehrgang immer wieder geabeitet. Grole
Themen fir den Geometrieunterricht sind sicher , Figuren“, ,, Abbildungen*,
»Inhalte". Sie sollten durchgéngig in all en Jahrgangssufen behandelt werden.

Bestehen im Gymnasium traditionell starke Lineaisierungstendenzen, so ist
andererseits fir die Hauptschule traditionell eine Neigung zu im wesentlichen
zirkularen V orgehen gegeben: Die gleichen Inhalte werden von Klasenstufe
zu Klassnstufe wiederhalt, um durch fortgesetztes Uben Sicherheit zu erzie-
len. Das Modell der Curriculumspirale berticksichtigt die Notwendigkeit von
Wiederholungen, weist aber gleichzdtig auf die Mdglichkeit von Erweiterun-
gen undVertiefungen hin. Wie man de drei Kernthemen des Geometrieunter-
richts spiralig in einem Curriculum organisieren kann, ist ausfihrlich von
WEIDIG dargestellt.

Bezehen sich dese Uberlegungen auf die Anlage des Lehrganges im grofen,
so wird man das erganzen missen duch Hinweise auf lokale Probleme wie
z.B. die Gestaltung von Unterrichtseinheiten. Hier bieten sich vor allem trag-
fahige Themen an, de ds Projekte behandelt werden kénren. Daflr einige
Beispiele. Kreaives Handeln zur Erzeugung geometrischer Formen &3 sich
z.B. beim Arbeiten mit Legematerialien (Parkettierungen), beim Falten, beim
Zeichnen mit dem Spiegelli ned, mit dem Parall elzeichner, mit dem Spirogra-
phen hervorrufen.

Beschreibende und analysierende Uberlegungen ergeben sich z.B. bei der
Betrachtung von Tapetenmustern, Teppichmustern, Gardinenmustern, beim
Studium von Architektur. Sie drehen sich in der Regel um die Frage, wie man
so etwas herstellt, zeichnet, plant. Das Arbeiten mit Instrumenten dient zu-
nachst zur Ldsung bestimmter Aufgaben, wird dann aber vertieft durch de
Frage, wie agentlich ein solches Gerét (z.B. ein Pantograph) arbeitet.

Ein interessanter Themenbereich ist das Messn. Wie kann man Winkel im
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Freien messen? Wie kann man Flécheninhalte ungleichmaliger Flachen be-
stimmen? (Vgl. zu desem Thema aich VOLLRATH 1980. Wie kann man
schwer zugangli che Gréf3en (z.B. die Stérke des Flaschenbodens) messen? Mit
geometrischen Uberlegungen kann man dabei haufig die Grenzen von Mef3-
instrumenten oder Hindernissen an den zu messenden Objekten Gberwinden.

Aus bestimmten Aufgaben der Arbeitswelt lassen sich geometrische Themen
gewinnen. Es ll z.B. der Bauplan fur ein Haus, der Plan fir einen Garten, ein
Stadtplan, ein Streckenplan fir die Stral3enbahn gezechnet werden. Derartige
Projekte fordern zum Handeln, zum Uberlegen, zum Entwickeln und zum
Ldsen von Problemen heraus. Sie kdnren zu neuen Einsichten flihren, undsie
kénren dazu denen, erworbene Kenntnisse und Fahigkeiten anzuwenden. Sie
sind also urverzichtbar fir den Geometrieunterricht der Hauptschule.

5. Geometriein der Hauptschule — Geometrie am Gymnasium

Wir haben eine Konzeption fir den Geometrieunterricht der Hauptschule
angeregt, die sich bewul an den Bedirfnissen von Hauptschilern orientiert,
also von Schilern, de éne haufig abwertend so bezachnete , Restschule’
besuchen. Ein Geometrieunterricht in der Hauptschule, dem diese Konzeption
zugrundce liegt, weicht erheblich von dem Geometrieunterricht ab, wie & zur
Zeit Uberwiegend am Gymnasium erteilt wird. Dort wird Geometrie in den
Klassn 7-10 weitgehend linea unterrichtet, orientiert an einer axiomatisch
aufgebauten Hintergrunctheorie , der sich manche Autoren auch nach rihmen.
Als Konzesson an de kindiche Entwicklung wird lediglich seit TREUTLEIN
(1911 eine Propadeutik in den Klassen 5 und 6vorgeschaltet.

Es ist unverstdndlich, dal3 dese Tradition urgebrochen fortbesteht, denn de
Ergebnisse dieses Geometrieunterrichts snd erschiitternd. Studenten in den
Anfangssemestern erinnern sich alenfalls noch an den Satz von Pythagoras,
die meisten anderen Sétze sind vergessen. Beweise haben in der Regel nur als
schredkliche Erinnerungen an unverstandene Anforderungen ihre Spuren
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hinterlassen. Kaum ein Student ist in der Lage derartige Beweise a1 reprodu
zieren, ja die wenigsten Studenten verfiigen tiber Beweistechniken, de age-
sichts des gymnasialen Anspruchs langst angeggnet sein mifden. (So fangen
viele Studienanfanger in Mathematik Beweise mit der Behauptung an und
meinen, sie hétten einen Beweis gefiihrt, wenn sie @was Richtiges as Folge-
rung herausbekommen.)

Diese Méangel werden seit langem gesehen. WAGENSCHEIN hat wiederholt auf
solche Mangel hingewiesen, ihre Ursachen aufgezegt und Unterrichtsvor-
schldge gemadt, wie man sie beseitigen kann. WITTENBERG (1963 hat eine
grindich ausgeabeitete K onzeption e nes entwickel nden Geometrieunterrichts
am Gymnasium vorgelegt, der gestuft von Raumbetrachtungen zur Theorie
fuhrt. Derartige Uberlegungen haben hisher jedoch wenig Resonanz gefunden
(weder in den Richtlinien nach in den Schulbiichern), weil im gymnasialen
Bereich die Fachsystematik offensichtlich dominiert. (Daflr ist sicher die
bisher auf das Fachstudium beschrankte Gymnasiall ehrerausbildung mit
verantwortlich.)

Wennman also feststellt, dal? bei dem von uns konzipierten Geometrielehrgang
ein deutli cher Unterschied zum Gymnasia unterricht besteht, so sollte man das
weniger dem Hauptschulunterricht anlasten als vielmehr der Starrheit des
Geometrieunterrichts am Gymnasium. Der von urs konzipierte Geometrie-
lehrgang entwickelt traditionelle Konzeptionen des Hauptschulunterrichts
sinnvoll weiter. Ein solcher Unterricht ist auch dfen fir Vertiefungen an
verschiedenen Stellen. Ubergange und Fortsetzungen miilen also moglich
sein, wenn das Gymnasium bereit wére, zum Vorteil seiner Schiler das Curri-
culum ebenfall s spiralig und genetisch zu arganisieren.
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