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Ich gehe von der Annahme aus, dal3 heutzutage fast alle Menschen gewisse
geometrische Kenntnisse und Fahigkeiten benétigen, damit sie die sie umge-
bende Natur undihre technisch geprégte Umwelt besser verstehen undBerufs-
anforderungen besser erkennen und ewdlti gen kdnren. In Diskussonen uler
Geometrieunterricht sollten deshalb Didaktiker die grofie Vielfalt geometri-
schen Denkens und Handelns sehen, die unterschiedlich veranlagten und
interesgerten Schilern vermittelt werden muR3. Esist deshalb ndwendig, ein
diff erenziertes Curriculum fir den Geometrieunterricht zu entwickeln, das die
verschiedenen Bedirfnisse und Fahigkeiten der Schiiler berlicksichtigt.

These 1. Fir die Entwicklung eines diff erenzierten Curriculums ol -
ten die Bedirfnisee und Fahigkeiten der Schiler Vorrang
haben gegeniiber den Interesen und @n Geschmadk der
Lehrer.

Diese Feststellung sollte selbstverstdndlich sein. Aber wenn man didaktische
V orschlage zum Geometrieurnterricht sichtet, dann erscheint es doch nawen-
dig, sie an den Anfang dieser Uberlegungen zu stell en. So wird man etwa den
Vorschlag, Gymnasiasten in der Trigonametrie des Poincaré-Modells der
nichteuklidischen Geometrie a1 urterrichten, als ein Beispiel dominierender
Interessen des Lehrers anfuhren konren.

Esist eine Erfahrung, dal’ besonders in der Geometrie Begeisterung fir eine
Theorie, spezelle Vorliebe fur trickreiche Probleme, fanatische Strenge oder
phil osophische Ideen den Lehrer blind sein lassen kénnen fir die Bedirfnisse
undFahigkeiten der Schler. Curriculasollten entwickelt werden, defir jeden
Schiler ein Programmvorsehen, das mathematisch bedeutsame Inhalte li efert,
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dem Schiiler Freude macdt undmégli chst seinen Fahigkeiten undBedirfnissen
angemes®n ist. Als ein Beispiel fur diese Bestreburgen nenneich KAUFMANS
Ausfiihrungen auf der Carbondile-K onferenz iber die Ziel setzung des CSMP.

Das CSMPversucht, ein ,individudisiertes* Curriculumdadurch zu organisie-
ren, dal3 verschiedene geometrische Zugénge wie Topdogie, Kongruenz-
Geometrieg, lineae Algebra, projektive Geometrie, Kombinatorische Geometrie
und allgemeine Tétigkeiten wie Mathematisierung, Algebraisierung, experi-
mentell e Zugénge und der Gebrauch der geometrischen Spradche gelehrt werden
(KAUFMAN). Ahnliche Uberlegungen finden sich auch in anderen Geometrie-
lehrplénen.

Man beginnt mit einem experimentell en, intuitiv orientierten Lehrgang in den
frihen Klassen (Propadeutik) und fahrt in den mittleren Klassen mit einem
Kurs in geometrischen Teilgebieten fort, die a einer der oben genannten
Theorien as Hintergrunctheorie organisiert sind undin den algemeinen Ma-
thematikunterricht integriert werden.

Didaktische Diskussonen ker den Geometrieunterricht zielen bisher haupt-
sachlich darauf hin, de an besten gedgnete mathematische Hintergrunatheorie
zufinden. Dasist kein sehr fruchtbarer Ansatz, um ein dff erenziertes Curricu-
lum fir die Schule 2u entwickeln.

These 2; Ein diff erenziertes Curriculum, das die verschiedenen Be-
dirfnisse und Fahigkeiten der Schiller befriedigt, kann richt
dadurch entwickelt werden, dal3 man die geometrische Hin-
tergrundtheorie ds Organisationsprinzip varii ert.

Ahnli ch duRert sich KAUFMAN (iber individuali sierte Curricula: ,, Um ein wirk-
lich individualisiertes Curriculum zu haben, muf3 man de verschiedenen Ge-
sichtspurkte verschiedener Menschen beziglich Mathematik im Auge haben.
Jeder hat BedUrfniss, die éne bestimmte FormvonMathematik erfill en kann.
Jeder kann seinen Dienst an der Gesell schaft dadurch erfiillen, dafi3 er einen
gedgneten Hintergrundvon Mathematik erhdt.” (Kaufman)
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Obwohl man de Notwendigkeit einsieht, die Aspekte des krediven Arbeitens,
des Geometrisierens und des Problemldsens in den Vordergrund zu stellen,
dominieren bis heute doch mehr oder weniger systemorientierte Kurse im
Geometrie-Unterricht. Das ist wohl deswegen der Fall, well bis jetzt keine
Uiberzeugenden Organisationsprinzipien entwickelt worden sind, de den ver-
schiedenen Aspekten von Geometrie angemessen sind.

These 3: Diff erenzierte Curricula kénren dadurch gefunden werden,
da3 man de Leitlinien entsprechend den verschiedenen
Sichtweisen von Geometrie &ndert.

In diesem Vortrag sollen verschiedene Betrachtungsweisen von Geometrie
hervorgehoben undfir jede dieser Betrachtungswel sen adéquate L eitli nien zur
Konstruktion dff erenzierter Curricula entwickelt werden.

These 4: Nur wenn es gelingt, fir den Geometrieunterricht diff eren-
zierte Curricula 2u entwickeln, wird man es rechtfertigen
kénren, alen Schilern Geometrieunterricht im Rahmen
eines al gemeinen mathematischen Unterrichts zu erteilen.

Imfolgenden werden verschiedene Sichtwei sen von Geometrie hervorgehoben
und Leitprinzipien zur Gestaltung adéquater L ernsequenzen entwickelt.

1. Geometrieals ein Vorr at mathematischer Theorien

Diesist ein Gesichtspurkt, urter dem stérker rezeptiv eingestellte Mathema-
tiklehrer Geometrie sehen. Ohne Diskussonen wurde Geometrie unter diesem
Aspekt wahrend vieler Generationen urterrichtet. Andere Aspekte, wie An-
wendurg (z.B. Balli stik, Fortifikation), Problemldsen (z.B. Dreiedkskonstruk-
tionen) und de Eigenschaft des Raumes (z.B. Optik und Medhanik) wurden
unter diesen Gesichtspurkt subsumiert. Wéhrend der vergangenen Jahre wur-
den viele Vorschlage gemadt, die verschiedenen geometrischen Theorien a's
Prinzip fUr den Unterricht heranzuziehen.
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Diskussonen Uler verschiedene Zugénge waren ausgerichtet auf

formale Ziele: Welche Theorie kann am besten mathematisches
Denken darstellen?

Zidle, die sich au den Inhdt beziehen: Welche Gegenstdnde sind
in der Geometrie an wichtigsten?

auf Fahigketen der Schiler: Welche geometrische Theorie elaubt
den leichtesten Zugang zur Geometrie?

Unter den vielen konkurrierenden Angebaten mochte ich einige besonders
eff ektive und erprobte hervorheben, de mir fir zukinftiges Unterrichten
wichtig zu sein scheinen. Die Ideen der Abhbil dungsgeometrie haben sich as
sehr bedeutsam fir die Klassen 7 und 8 krausgestellt. Nach Vorschldgen von
WILLERS, FLADT, JEGER und FABER in Deutschland wurden Kurse entwickelt
und praktiziert. Die meisten Lehrgénge heben heute in desen Klassen Kon-
gruenzebbil dungen undihre Eigenschaften zu Beginn hervor. Subtile Diskus-
sionen, ob Spiegelungen (WILLERS, FABER) oder konkurrierend, affine Ab-
bil dungen (PRADE) grund egend im Geometrieunterricht sein sollten, scheinen
mir vorwiegendan den personlichen Interessen der Geometer orientiert zu sein,
denn die Schiler sind an einem axiomatischen Aufbau in dieser Altersdufe
nicht interessert (FREUDENTHAL). JEGERS konstruktive Abbll dungsgeometrie
und STEINERS Vorschlag auf den Carbondale-Konferenz, allgemein
Kongruenz-Abbil dungen firr die Grundegung der Geometrie zu wahlen, stellen
eine gute Zusammenfasaung der Ideen der Abhil dungsgeometriedar. Man wird
mehr oder weniger experimentell durch Arbeiten mit Transparentpapier, Spie-
gel, Schere undPapier, Zirkel undLined zu Kongruenzabbil dungen hinfihren
undihre Eigenschaften studieren. Daraus ergibt sich ein VVorrat fundamental er
Einsichten, auf den man einen Geometriekurs aufbauen kann.

Der Gruppenbegriff ist zu einer Leitlinie fir einige fruchtbare Tétigkeiten
empfohlen worden (z.B. duch de "Synopsis' der OEEC und duch de
Carbondile-Konferenz). Uberzeugende Beispiele fiir eine Anwendurg des
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Erlanger-Programms sind de Systematik der Vieredslehre mit Hilfe von
Symmetrie-Gruppen (BAUERSFELD) und DIENES' Aktivit&ten.

Eine breite Diskusson fand Uker die lineare Algebra statt. DIEUDONNE, SER-
VAIS, CHOQUET und PAPY machten teil weise mit grof®em Elan vertretene Vor-
schldge aur Betonurg dieses Aspekts bereits in den mittleren Klassen. Fir die
Oberstufewird in der linearen Algebra ene M 6gli chkeit gesehen, einen Beitrag
zur Axiomatisierung zu liefern (z.B. PICKERT). Spezielle Geometrien wie
Inversions-Geometrie (COXETER) , Geometrie der Polygone (BACHMANN),
Inzidenz-Geometrie (ZEITLER) und endli che Geometrie scheinen hauptsdlich
dem formalen Training mathematischer Denkweisen zu denen. Wenn man
diese Zugange bewertet, dann muf3man die kostbare Zeit der Schiler im Auge
haben. Es sllte diskutiert werden, ob dese Ziele nicht gleichwertig mit Ubun-
gen an wichtigeren Objekten erreicht werden konren.

Schli efdli ch sindviele V orschlage gemacdht worden, topol ogische [deen fir den
Geometrieunterricht fruchtbar zu maden. Ich verweise aif die Arbeiten von
HiLTON, KELLY, PAPY, WALLRABENSTEIN und WEIDIG. Viele von ihnen sind
erfolgreich erprobt worden fur eine problemorientierte Einfilhrung in den
Geometrieunterricht. Teilweise werden diese Uberlegungen mit PIAGETS
Theorie von der Entwicklung geometrischen Denkens begriindet.

Allediese Zugange leiden darunter, entweder zentrale Begriff edieser Theorien
nur naiv zu benutzen, ohre aich nu anndhernd ihre Tragweite au erfassen,
oder Geometrie ds ein an einer Hintergrundtheorie orientiertes Fertigprodukt
zu unterrichten, deseen Zusammenhéange von den Schilern nicht erfaldt werden.

2. Geometrie als ein Vorr at von Begriffen und Sétzen zur Theorienbil -
dung

Dies ist eine Betrachtungsweise, unter der kredive Mathematiker Geometrie
sehen konren. Kritik gegen einen Unterricht, der Mathematik als ein Fertig-
produkt unterrichtet, flihrte a1 neuen Organisationsprinzipien. KLEIN, TOEPLITZ
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und WAGENSCHEIN gaben wichtige Anregungen mit der Ideedes genetischen
Lehrens.

Wenn man sie aif die Aufgabe der Theorienbildung bezeht, so kann man
einen Unterricht erhalten, der

an der Tatigkdt des Axiomatisierens

orientiertist. Ein frihes Beispiel ist FLADTS Parall elenlehre (1922). FREUDEN-
THALS Idee des lokalen Ordnens hat die didaktische Diskusgon wesentlich
angeregt. Auf der Oberwolfach-Tagung 1962 taben GRIESEL, KIRSCH und
STEINER interessante V orschlage fur Ubungen in Axiomatisierung gemadht.

Bedeutende Tétigkeiten sind: Begriffe definieren, nadch primitiven Begriffen
suchen, Sétze formulieren, Beweise geben, Beweise analysieren, rach logi-
schen Bezehungen suchen, verschiedene Definitionen des Begriffs verglei-
chen, einen Vorrat von Sdtzen zusammenstell en, verallgemeinern undMetho-
den diskutieren. Gedgnet sind Sachverhalte, die ausreichend viele Varianten
gestatten. Ein praktikables Beispiel ist die Charakterisierung von geometri-
schen Objekten mit Hilfe von Eigenschaften (z.B. der Raute, WITTMANN
1974). Man ermittelt zunachst eine Zusammenstell ung von Eigenschaften, aus
der man nunTeil eigenschaften aussondern kann, de das Objekt charakterisie-
ren. Sowohl in der Suche nach Eigenschaften als auch nach charakterisierenden
Systemen von Eigenschaften haben de Schiler ausreichend Spielraum zu
selbstandiger Tétigkeit. Motivieren 143t sich dese Uberlegung vom Problem
des , Stedkbriefes* her. Freilich ist es shwer, fur die Entwicklung eines -
chen Unterrichts ein Schulbuch zu schreiben, das einerseits gedgnete Impulse
und Informationen gibt, ohre andererseits die moglichen Ldsungen vorweg-
zunehmen. Es besteht deshalb de Gefahr, dald de ldeedes|okalen Ordnensals
eine Begrindurg genommen wird, eine lokal geordnete Geometrie ds ein
Fertigprodukt anzubieten.
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3. Geometriealsein Vorr at von Ldsungsdrategien fir Probleme

Diesist ein weiterer Gesichtspurkt, urter dem kreaive Mathematiker Geome-
trie sehen kénren. Gerade die Anregungen duch geometrische Probleme
haben immer wieder auch Nichtmathematiker zu Freunden der Mathematik
gemadht. In der padagogischen Diskusgonist heute problemorientierter Unter-
richt sehr wichtig. Probleme werden benutzt zur Motivation, Anwendurg und
auch als zentrale Gegenstande des Unterrichts. Wenn man verschiedene Vor-
schldge analysiert, Geometrie problemorientiert zu urterrichten, dann findet
man hauptsédlich Kurse, die

an mathematischer Hintergrundtheorie orientiert

sind. Die Probleme werden benutzt, um zur Entdedkung von Sdtzen hinzufiih-
ren, die dann selbst wieder als Ldsungsdrategien fir weitere Probleme dienen
kénren. Esist klar, dal3 man damit keinen substantiell neuen Zugang findet.

Im traditi onellen Unterricht wurden Felder von Problemsammiungen benutzt,
wie zB. Dreiedskonstruktionen undgeometrische Orter. Diese waren

orientiert an der Systematik des Gegenstandes,

indem man z.B. die verschiedenen gegebenen Stiicke varii erte; Konstruiere én
Dreied aus 3 Seiten, 2 Seiten und dem eingeschlossenen Winkel, 2 Seiten und
dem Winkel, der der groferen gegeniberliegt, 1 Seite und 2 anliegenden
Winkeln usw.

Man weil3, dal3 dbs ein sehr wichtiges formales Prinzip ist. Denn es kann cazu
dienen, sich besser zu erinnern und einen roten Faden zu finden. Aber im
traditionellen Unterricht ist dieses Prinzip Uberstrapazert worden. Esist mog-
lich, dal3 Probleme, die schwieriger zu 16sen sind als gétere Probleme, eher
behandelt werden. So kann mdgli cherwei se diese Orientierung eher einengen.

Neuere V orschlége fr anregende Problemsequenzen, z.B. von WAGENSCHEIN,
WITTENBERG UNdENGEL, sind dt
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orientiert an einem Themenkreis.

So behandelt ENGEL die Problemsequenzen,, Optimierung” oder ,, Einteil ungen
der Ebene" nach wachsendem Schwierigkeitsgrad.

Mir scheint der Problemkreis Optimierung besonders giinstig zu sein, da & sich
Uber mehrere Stufen hinziehen kann. Man beginnt etwa mit dem Problem,
einen Punkt zu finden, der minimale Abstandssumme von de anderen hat.
Eine Losungsdrategie ehalt man mit Hilfe der Dreiedksungleichung. Uber
Schnitte von Halbebenen erhélt man einen Zugang zur linearen Optimierungim
2-dimensionalen Fall. Bei der Behandlung von Parabeln kann man Optimie-
rungsaufgaben behandeln, de mit der Bestimmung des Scheitels gelost wer-
den. Diese Betrachtungen konren in der Analysis vertieft werden. Dabe
besteht jedoch in jeder Phase die Gefahr, dal3d man de Methoden einer Stufe
Uberstrapazert. Es scheint mir deshalb sehr wichtig zu sein, dal3 solche The-
menkrei se Uber mehrere method sche Stufen fiihren, um zu einer Vertiefung zu
kommen.

Fur die ausfuhrliche Diskusson der Themenkreismethode verweiseich auf die
Arbeit vonWITTMANN (1974). Dieseldeedes Themenkreisesist ein wertvoll er
Beitrag fur einen Geometrieunterricht, der von Problemen beherrscht ist. Man
sollte solche Themenkreise auch an Projekten des taglichen Lebens, des Beru-
fes oder einer Wissenschaft orientieren.

Beispielsweise sind de mdgli chen Parkettierungen mit Fliesen oder das Féarben
von Karten mdgli che Projekte. Heute werden solche Fragestellungen meist in
den Lehrgang eingestreut, um,, Oasen” zu schaff en. So kann man etwadas Par-
kettierungsproblem al's Anwendurg des Satzes von der Winkelsummein Viel-
e behandeln. Man beraubt sich damit jedoch der M6gli chkeit, diesen The-
menkreisaseine Leitidee 21 verwenden, mit der die Schiler den Formenreich-
tum von Mustern in Eigentétigkeit erfassen konrten, und duch de sie éwas
vom Reiz der Tatigkeit eines Designers erfahren konrten. Am Anfang sténden
also Vidfalt, Formenreichtum und Tun, wahrend z.B. die énengende Frage
nach mogli chen reguléren Parkettierungen erst am Ende zau einer mathemati-



schen Vertiefung fuhrte.

Nach den Erfahrungen mit Kursen, de Schiler fir einen Abschlufest trainie-
ren, z.B. fUr das Zentralabitur, oder einen Wettbewerb, z.B. Olympiade, sind
Problemsequenzen entwickelt worden, de

an Lésungsdrategien arientiert

sind, bei denen der Grad der Schwierigkeit zunimmt. Dieses Prinzip hette den
traditi onellen Algebra-Unterricht tiberwuchert (LENNE). Die Kompliziertheit
einer Aufgabenstellung kann damit zu einem falschen Mal3stab fUr mathemati-
sches Niveau werden. Man weil3 aulferdem, dal3 ein solches Training sehr
schnell urwirksam wird, wenn man nicht in der Uburg bleibt. AuRerdem
besteht die Gefahr, dal3 mathematische Ideen in den Hintergrundtreten, wah-
rend Techniken, heute hdufig vornehmer Strategien genannt, Uberbewertet
werden. Dies Prinzip ist all enfall s fir lokale Organisation fruchtbar.

Ein interessanter, auf Probleme bezogener Unterricht ist moglich mit Kursen,
die

an Spelen orientiert

sind. Ein anregendes Beispiel ist in ScHuPPsM iihle-Geometrie gegeben. Er
erhdlt eine Sammlung von Problemen, indem er die Muhle-Konfiguration als
eine endliche Geometrie betradchtet. Geometrische Einsichten fuhren zu L6-
sungsdrategien. Insbesondere sollte man nach solchen Spielen suchen, bei
denen man Gewinnstrategien auf der Grundage geometrischer Sétze ehdlt.

Problemorientierter Unterricht ist hauptsécdlich motiviert durch das Interese
an formalen Zielen. Wichtige Aktivitéten sind: Transformation des Problems,
Suche nach dhnlichen Problemen mit bekannter Lésung, Finden einer An-
nahme, Entwicklung von Losungsdrategien fir Typen von Problemen, Ver-
gleich verschiedener Lsungen undEntwicklung neuer Probleme mit Hilfe des
Problemldsens. Problemorientiertes Unterrichten kann kredives Denken
fordern undfir Mathematik im all gemeinen motivieren. Aber man muf3 auch
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den m6gli chen entmutigenden Eff ekt auf erfolglose Schiler durch schwierige
Probleme sehen ocer den abstumpfenden Eff ekt bloRer Ubungen auf begabte
Studenten.

4. Geometriealsein Vorr at von Theorie fir Handlungen

Viele Menschen brauchen Geometrie ds einen Hintergrund fur Techniken,
Konstruktionen, den Umgang mit Instrumenten, zum Treff en von Entscheidun
gen usw. Auch fur Schiler mit solchen Bedirfnissen ist Geometrie bisheutein
einem mehr oder weniger deduktiven, systemorientierten Weg unterrichtet
worden. Praktische Probleme oder Aktivitdten werden nur zur Motivation oder
als Anwendurg benutzt. Esist erschredkend, wenn z.B. ein Geometriebuch fur
technische Berufe heute immer noch im wesentlichen eine Sequenz von De-
finitionen, Satzen undBeweisen darstellt, in der technische Problemelediglich
in den Ubungsaufgaben auftreten.

Die Autoren sehen dabei off ensichtlich nicht die Mdgli chkeiten, Geometrie-
unterricht von praktischen, technischen Aufgaben her zu arganisieren. Es glite
unser Ziel sein, de Praxisbesser zuintegrieren. Man kannz.B. Lernsequenzen
entwickeln, de

an cem Gebrauch von I nstrumenten

orientiert sind. Das klasgsche Problem der mdglichen Konstruktionen mit
Zirkel undLined hat dadurch einen etwas itzfindigen Zug bekommen, dal3
man die elaubten Konstruktionen nur auf diese | nstrumente beschrénkte. Aber
es scheint doch netiirlich zu sein, am Anfang eines Lehrganges zunadhst die
M dgli chkeiten dieser Instrumente a1 erforschen. Man kann auch die verschie-
denen Konstruktionen mit der Zeichenmaschine @nes Architekten betracten
und ihre Arbeitsweise a1 ergriinden suchen. Es erscheint sinnvoll, frih de
Konstruktionsmdgli chkeiten mit Zirkel undGeodreiedk zu erfasen. Man erhélt
so ein praktikables Zeichengerdt und eine ausreichende geometrische Basis.
V ersuche scheinen auch zu zeigen, dald Schiler in Klasse 8 durchaus fir geo-
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metrisches Arbeiten mit eingeschrénkten Mitteln zu gewinnen sind. So kann
man etwa &fine Geometrie mit den Parall elenlined erhalten (PRADE). Arbeiten
mit Spiegeln (WALTER, PROKSCH) kénren zu einem Aufbau der Geometrie aus
dem Spiegelungsbegriff f lihren. Man kann Unterricht auch an spezellen Typen
von Instrumenten orientieren wie zB. Langenmef3instrumenten. Im Hinblick
auf berufsorientierten Unterricht ist es zwedméldig, Unterrichtseinheiten zu
finden, de

aneinem Projelt orientiert sind.

So kannz.B. in dem Projekt: Planung undBau eines Hauses eine Fill e geome-
trischer Aktivitdten angesprochen werden. Bereits in der Planung werden
Fragen des Mal3stabs, der Ahnlichkeit, Teilungen von Stredken, Zeichnen von
Winkeln, Messen von Winkeln, Bestimmen von Fladchen- und Rauminhalten,
Zeichnen von Grund- und Aufrif3, Lesen von Planen usw. angesprochen. Das
kann bis zu tiefli egenden Fragen der projektiven Geometrie fiihren (z.B. FLET-
CHERS "Architeds geometry"). Fur den praktischen Teil sind Geréte wie Wes-
serwaage, Senkblei undSpannleine ds praktische Weakzeuge fiir geometrische
Konstruktionen zu entwickeln. Ein anderes Beispiel kann de Konstruktionvon
Stral3en sein: Diekirzeste Verbindurg zwischen zwei Dorfern zu finden, einen
Punkt mit minimaler Abstandssumme von dei anderen Punkten zu finden,
Kurven und Tangenten zu konstruieren, Kurven planen, de éne bestimmte
Maximalgeschwindigkeit erlauben, usw. Diese Téatigkeiten kdnren bald von
sehr elementaren Fragen zu schwierigeren fihren. Vor einiger Zeit konrte man
in den Nadrichten héren, dai’ all e unsere Landkarten ideologisch sind, well
unterentwickelte Teile der Erde au klein gezechnet werden im Vergleich zu
entwickelten Teil en. Eswurde gesagt, dal3jetzt eineredi stische Landkarte ent-
wickelt worden sei. Solch eine Feststellung kann eine Motivation fir die
Betrachtung kartographische Fragen sein.

Esist leicht, verschiedene Typen von Projektionen einer Kugel auf eine Ebene
z.B. Uber eine Tangentialebene, einen Kegel oder einen Zylinder) zu entwik-
keln. Sie kdnren zuerst konstruktiv beschrieben werden. Fragen nach den
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Invarianten der verwendeten Abbildurgen wie Lénge, Fladheninhalt und
Winkel kénnen mit Hilfe dementarer Betrachtungen fiir wichtige Typen beant-
wortet werden. Man kann dann diese Probleme auf einer h6heren Ebene mit
Hilfe analytischer Mittel behandeln. Die notwendigen Werkzeuge ehélt man
leicht nach einer Einflihrung in de Parameterdarstell ungen von Kugel, Ebene
und Abbildungen. In einem Projekt kann man mit dem Problem beginnen,
einen Stadtplan zu entwickeln. Hier werden Fragen der Ahnlichkeit angespro-
chen. Daskann dannzur Konstruktionvon Erdkarten fiihren. Der Themenkreis
der Kartenfarbungen |&f3t sich fruchtbar integrieren.

Ein anderes Beispidl i st das Studium von Dadchkonstruktionen. Die Vielfalt der
bei Dadhern auf Hausern undKirchen in Europa auftretenden Formen kann
analysiert werden mit Hil fe der auftretenden Flachen undKdrper. Man beginnt
mit ebenen Fladchen und kann spéter Regelflachen betrachten, de auch bei
Dadhkonstruktionen in der modernen Architektur gefunden werden kénren.
Dieses Projekt 183t sich erweitern, indem man nach der Statik von Dachern
fragt. Das kann ein interessanter Zugang zu Vektoren sein.

Anwendurgen von Geometrie in der Wirtschaft wie zB. lineare Optimierung
oder Methoden der linearen Algebrain der Theorie des Marktes snd brauchbar
fur Kurse, die orientiert sind

an der Swche nach Entscheidungshilfen.

Die angefuihrten Theorien sollten nicht als Anwendurgen dargestellt werden,
soncern sollten in einem Prozel3 der Mathematisierung gewonren werden.
PapY s Erfahrungen mit Einkauf svektorraumen zeigen eine solche M 6gli chkeit.

Durch die Néhe der Praxis ist eine intensive Motivation flr praxisorientierte
Studenten moglich. Siekdnren fir das gétere Berufsleben vorbereitet werden,
undman kanneinen Unterricht durch Tun praktizieren. Andererseits llteman
die Gefahr sehen, auf einer blof3technischen Stufe stehenzubleiben, ohre dai3
die geometrischen Ideen verstanden werden.
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5.Geometriealsein Vorr at flir Theorien des Raumes

FREUDENTHAL und WAGENSCHEIN haben hervorgehoben, dal? Studenten fun-
damentale Einsichten geometrischer Natur in den Raum benétigen. WAGEN-
SCHEIN erinnert an degriedchische Vorstellung von Geometrie ds,, Mathematik
aus der Erde". FREUDENTHAL gibt viele Beispiele fundamentaler anregender
Fragen wie zB. ,Warumwird ein Stlick Papier |angs einer Geraden gefaltet?,
Warum ist die gerade Linie die kirzeste Verbindurg?, Was ist die Beziehurg
zwischen der wirklichen und ar scheinbaren Gréfe eénes Korpers?, Was ist
eine starre Bewegung auf der Kugel ?* M dgli che Lernsequenzen konren arien-
tiert werden an der Mathematisierung der Umgeburg der Schiiler.

Es geht darum, geometrische Objekteim Klassenraum zu entdedken, Bezehun
gen zwischen ihnen zu suchen undExperimente mit Kdrpern vorzunehmen, um
Erfahrungen mit Formen, Flachen und Kérpern zu gewinnen. Ansétze dazu
kénren in alen modernen Grundschull ehrgangen gefunden werden. Pioniere
waren TREUTLEIN undvan HIELE.

Aber nicht nur die mehr oder weniger technische Umgebung der Kinder sollte
analysiert werden. Wie WAGENSCHEIN empfiehlt, sollten wir versuchen, ursere
natiirliche Umgebung mit Hil fe geometrischer Mittel zu verstehen. Die Schiiler
sollten einen Blick fur die Vielfalt geometrischer Formen in der Natur gewin-
nen. Das Betrachten vonKristall en, Bienenwaben, Spinnenweben, oder mikro-
skopische Aufnahmen von Zell en undGeweben kénren eine Erlebnisgrunda-
ge verschaffen, aus der geometrisches Denken undHandeln erwadhsen kann.
Dies kann seinen Ausdruck finden in Kursen, de orientiert sind

an physikalischen Erfahrungen.

Bedeutende physikali sche Theorien, de Geometrie benutzen, sind Medanik,
Optik und de Relativitatstheorie. In Physik wird Geometrie ds eine passende
Theorie auf Beobadhtungen angewendet. Fir den Geometrieunterricht ist es
wichtig, eine Theorie durch Geometrisierung der Natur zu erhalten. Darin
unterscheidet sich urser Zugang von dem der Physiklehrer, undwir kénren
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vom Physiklehrer nicht verlangen, den Prozel3 der M athematisierung der Natur
zu unterrichten. Man sollte aer auch de Gefahr sehen, da? bei einer Uber-
betonurg von Experimenten durch ihre Uberzeugungskraft das Entwickeln
eines Beweisbedirfnisses erschwert werden kann. Solche Fragen kdnren auf
das all gemeinere Problem des Raumes fiihren. Damit lassen sich Schiler mit
phil osophischen Interessen anspredhen. Deswegen méchteich Kurse hervorhe-
ben, de

am Problem des Raumes

orientiert sind. Das beginnt mit fundamentalen Erfahrungen, wie sie FREU-
DENTHAL beschreibt, undkann schliefdlich zu Fragen um konkurrierende Mo-
delle der Wirklichkeit fuhren. In den Diskussonen dber den Unterricht in
nichteukli discher Geometrie wird neben dem A spekt des axiomatischen Arbei-
tensimmer wieder der Gedanke hervorgehoben, dald man damit die Bezehurg
von Geometrie undWirkli chkeit diskutieren kann.Die Zugange, die dasKlein-
Modell oder das Poincare-Modell benutzen, sind richt besonders fruchtbar,
denndiese Modell e sind zu weit von der Reditét entfernt. Dagegen erhélt man
einen fruchtbaren Zugang zum Problem der mathemati schen Beschreibung des
Raumes durch die Minkowski-Geometrie, wie esvonLAUGWITZ 1968empfoh-
len worden ist. PICKERTS Vorschlag, eine Metrik mit Hilfe von Kegelschnitten
einzufuhren, kann ebenfals zu solchen Betrachtungen fiihren. Schliefllich
mochte ich darauf hinweisen, dal3 in einer Zeit, in der Raumfahrt aktuell ist,
sphérische Geometrie weitgehend in Vergessenheit geraten ist. Ich mdchte
nicht den auf gabenorientierten Unterricht in sphérischer Trigonametrie aurtick-
bringen, sondern de Pflege der traditi onell guten Beziehungen zur Astronamie
empfehlen. Ein geometrischer Kurs unter dem Aspekt der Theorie des Raumes
kann die Schiler zu einem besseren Verstandns ihrer Umgebung fihren und
ihnen klare Vorstellungen von der Wirklichkeit li efern.
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6. Geometrie als ein Ergebnis geloster Probleme

Das ist eine Betrachtungsweise a@nes an der Geistesgeschichte interesgerten
Menschen. In Diskusgonen Uber genetisches Lehren wurde die Idee aentwik-
kelt, Kurse

an der historischen Entwicklungeines Problems undseiner Lésung

zu organisieren. TOePLITZ empfahl das as direkte genetische Methode. Er
hoffte damit in der Lage a1 sein, Menschen fir Mathematik zu motivieren, de
durch steril dargestellte Mathematik frustriert waren. Gute Beispiele fur frucht-
bare Anwendurgen dieser Ideesind de Entwicklung des Problems der mégli-
chen Konstruktionen mit Zirkel undLined oder die Bestimmung des Flachen-
inhaltes.

Man kann Kurse auch arientieren
an cen Betragen einer wichtigen Epoche
der menschlichen Kultur.

Beispiele kénren sein die Propationen und és Raumproblem im 19. Jahr-
hundert. Diese Orientierungen geben die M 6gli chkeit, nach soziol ogischen und
phil osophischen Bezehungen zu suchen.

Fir Studenten auf einer hoheren Stufe konrte ich mir Studien denken, de
orientiert sind

an geometrischen Beitragen eines bedeutenden Mathematikers.
Mogliche Beispiele sind DESCARTES, RIEMANN, HILBERT, KLEIN.

Bel dieser Sichtweise von Geometrie sind sinnvoll e Aktivitéten: Einen Origi-
naltext lesen, alte Redewendurgen in moderne mathematische Spradche tiberset-
zen, Kommentare lesen, Darstellungen Uker Mathematiker lesen, philosophi-
scheoder soziale Bedingungen analysieren, verschiedene L 6sungen betrachten,
Anderungen der Problemformulierung diskutieren, das Problem von einem
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modernen Standpurkt aus diskutieren, nach Einflissen auf spezelle Problem-
formulierungen in neuerer Forschung suchen.

Der Lehrer kann Mathematik einfiihren als das Ergebnis des Ringens nach
einer Lésung von Problemen. So kann Mathematik al's einelebendige Wisen-
schaft gesehen werden.

V on einem soziologischen Standpurkt aus kann Mathematik studiert werden
alsein Ergebnisvon Forschurgen in einer spezell en Zeit undUmgeburg. Aber
man muf3sehen, dal3 es sch umeine alfwendige Methode handelt, die nicht fir
die ganze Geometrie undauch nicht fir all e Schiler fruchtbar ist. Bis heuteist
sietrotz wiederhdter Ansdtzenoch nicht als liberzeugende Unterrichtsdrategie
entwickelt worden.

7.Geometriealsein Vorr at an Formen

Heute sind vidle Kinstler von geometrischen Formen fasziniert. Wir wissen
Uber geometrische Studien von kerlihmten Kiinstlern in der Geschichte. Diese
Beispiele konren zeigen, dal3 wir die Notwendigkeit kiinstlerisch orientierter
Kurse in Geometrie sehen sollten. Man kann sie organisieren

an Beobachtungen undAnalyse von Formen

in der Natur (z.B. Netze, Gewebe, Kristalle), in der Architektur (z.B. Symme-
trien von Gebaduden) undKunst (z.B. Ornamente). |ch mdchte auch erinnernan
die historischen Diskussonen (ker die Rolle des goldenen Schnitts und s
perspektivischen Zeichnens.

Fragen, de sich auf
Erzeugen von Formen

beziehen, erlauben einen breit angelegten auf Tun ausgerichteten Unterricht.
Forschendes, kritisches Analysieren des eigenen Tuns kann von elementaren
Fragen der Beschreibung von Konstruktionen zu Analysen von duch kom-
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plizierte Techniken erzeugten Formen fihren, wie sie dwa in der Kinematik
behandelt werden. Die meisten Elementarkurse bemiihen sich darum, schonin
der Primarerziehung Kinder mit der Vielfalt geometrischer Formen undBeze-
hungen bekannt zu machen. Aber man sollte auch versuchen, dese Ideen fir
Schiler einer hdheren Stufe fruchtbar zu maden.

SchluZbemerkungen

Die diskutierten Betrachtungsweisen von Geometrie sind sicher nicht ale
madglichen. Aber ich halte sie firr wichtig in der didaktischen Diskusgon. Es
wird schwer sein, eindeutig jede heute im Geometrieunterricht verwendete
Aktivitat einem solchen Aspekt zuzuordnen. Das war auch nicht das Ziel mei-
ner Uberlegungen. Vielmehr sollte dadurch die Suche nach neuen Aktivitéten
angeregt werden.

Eswurden einige dl gemeine Prinzipien, Mathematikunterricht zu organisieren,
angesprochen. Soweit ich sehe, sind sie konsistent mit diesen Uberlegungen.

Die Darstellung verschiedener Organisationsmdglichkeiten ist as Hilfe fir
Unterrichtsplanungen gedadht.

Fir globde Planungen: Man kann eine bestimmte Sichtweise von
Geometriein einem Lehrplan fir eine bestimmte Schillergruppe beto-
nen. Gerade in integrierten Gesamtschulen erhdlt man damit ein Dif-
ferenzierungsmodell nach verschiedenen Bedirfnissen und Fahig-
keiten.

Fir lokale Planungen: In einer Lernsequenz werden nacheinander
verschiedene Sichtweisen betont, um den Unterricht genligend kreit
anzulegen.
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