33. Die Bedeutung von Hintergrundtheorien fur die Bewer-
tung von Unterrichtssequenzen

Der Mathematikunterricht 25 Heft 5 (1979, 77-89.

1. Zum Begriff der Hintergrundtheoriein der didaktischen Diskusgon

Dieeiner Unterrichtssequenz zugrundeli egende mathemati sche Theoriewird in
der didaktischen Diskusson haufig als Hintergrundheorie bezeéchnet (BEk-
KER 1977 ,HOLLAND 1974). Damit wird ausgedrtickt, dal3 sich de Unterrichts-
sequenz einerseits auf eine mathematische Theorie bezeht, dal aber anderer-
seits durch didaktische Mal3rahmen fur ausreichende Distanz zur mathemati-
schen Theoriegesorgt ist. Bei BECKER undHOLLAND ist dabei wohl imwesent-
lichen an de axiomatische Darstell ung einer mathematischen Theorie gedadht.
So beschreibt BECKER diese Theorie ds ,, die mathematisch voll standige und
hinsichtlich der Strenge und Prézision hanogene Darstell ung dieses inhaltli -
chen Bereiches". Fir HOLLAND ist eine Hintergrundtheorie des
Geometrieunterrichts der Sekundarstufe | eine lickenlose aiomatische Dar-
stellung der euklidischen Geometrie der Ebene, die unter didaktischen Ge-
sichtspurkten konzipiert ist (S.7).

Haufig ist eine solche systematische Darstellungerst unter dem Einfluf3 ddak-
tischer Zielsetzungen entwickelt worden. Dies ist eine begriiffenswerte neue
Entwicklung in der Didaktik der Mathematik. Wéhrend in der Vergangenheit
Mathematikunterricht meist auf vorgegebenen Darstell ungen mathematischer
Theorien basierte (im extremsten Fall bekanntlich in der jahrhundertelangen
Orientierung des Geometrieunterrichts an den Elementen des EUKLID), sindin
den letzten Jahren zunehmend systematische Darstellungen mit didaktischen
Zielsetzungen entstanden. Sie sind das Ergebnis von didaktischen Sachandy-
sen, bei denen, ausgehend von einer didaktischen Vorentscheidung, z.B. Um-
weltsituationen zum Ausgangspurkt neuer mathematischer Ansétze a1 wéahlen,
eine systematische Darstellung einer Theorie entwickelt wird (GRIESEL 19795.
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Eine aus einer solchen Analyse hervorgegangene Darstell ung einer mathemati-
schen Theorie wird von BECKER in Anlehnurg an die entsprechende Termino-
logie fir Axiomensysteme ds heteroname Hintergrundtheorie bezechnet.
Greift man dagegen beider Konzeption einer Unterrichtssequenz auf eine
vorliegende Systematik zurtick, dann erhlt man eine autoname Hintergrund-
theorie (BECKER 1977). Das entscheidende didaktische Problem besteht nunim
Verhdltnis von Hintergrunatheorien zu Unterrichtssequenzen.

Einerseitsist esklar, dal3 z.B. , ein deduktiver Aufbau dem Geometrie flr den
Geometrieunterricht in der Schule weder moglich nach sinnvoll ist. Unter
dieser Voraussetzung darf die der Hintergrunctheorie notwendig innewohren-
de Systematik bei der Organisation von Lernsequenzen fir den Geometrie-
unterricht in der Schule nur eine untergeordnete Rolle spielen.* (HOLLAND
S.9).

Andererseits wird die der Hintergrundtheorie @gene Systematik haufig doch
Leitfunktion haben. Dann [&3t sich der Unterschied zwischen Schulkurs und
Hintergrundtheorie durch de Luckenhaftigket des Schulkurses beschreiben,
die durch , Ersetzung strenger Begriindurgen durch Plausibilit &tstiberlegun-
gen“, ,Auslassen vonPassagen, de ,anschauli ch selbstversténdlich’ sind‘ und
» Ersetzung strenger Definiti onen durch Ubernahme umgangsspradhli cher oder
intuitiver Verwendurgsweisen der Begriffe* bestimmt ist (BECKER 1977).

Im folgenden soll das Verhdltnis von Hintergrunctheorien zu Unterrichts-
sequenzen an zwei Beispielen betradhtet werden. In beiden Féllen handelt es
sich um heteroname Hintergrundtheorien. Die zaugehdrigen Entwicklungs-
prozesse scheinen mir besonders gedgnet zu sein, das Verhdtnis von Unter-
richtssequenz zur Hintergrunatheorie kriti sch zu beleuchten.

2. Zur Entwicklung von Hintergrundtheorien und L ernsequenzen

Bel der Bruchrechnunghandelt es sch um ein traditi onell es Unterrichtsgebiet,
das in Jahrhunderten gewachsen ist. Ein grof3er Teil der ausgefeilten Termino-
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logie findet sich bereits bei ADAM RIESE und auch der Beispielbereich ist
lange urnverdndert geblieben. Als gegen Ende des vorigen Jahrhunderts der
Zahlbegriff mathematisch fundert wurde, faldte man Bruchzahlen (positive
rationale Zahlen) as Aquivalenzklassen von Paaen natirlicher Zahlen auf.
Diese Idee schlug sich im Unterricht zunédst nur in der Unterscheidung von
Lformgleich® und, wertgleich" nieder. Unter dem Bedirfnis, Bruchrechnurg
und mathematische Theorie @nander anzupassen, versuchte man wiederholt,
Bruchrechnurgim Unterricht an der Ideeder Aquivaenzklassen zu arientieren.
In einigen Fallen ging man sogar so weit, diesen Aspekt als den einzig wissen-
schaftlich vertretbaren darzustellen. (Das wurde natiirlich dadurch beglnstigt,
dal die meisten systematischen Darstellungen der Theorie der rationaen
Zahlen dieser Darstellung folgten.) So forderte zB. der Lehrplan von 1963 (r
dieDDR: , Be der ,Einflihrungin deBruchrechnurg' steht die sorgféltigeund
wisenschaftli ch einwandfreie Erweiterung des Zahlbegriff sim Vordergrund'.
»Wissenschaftlich einwandfrel“ bedeutet dabei die Zahlbereichserweiterung
mit Hilfe von Aquivalenzklassen von Paaen als autonamer Hintergrundtheo-
rie. Auch in der Bundesrepuhlik gab esimmer wieder Versuche, Lehrgénge an
dieser autonamen Hintergrundtheorie 2u arientieren (z.B. FREUND 196566);
jedoch haben sich dese Versuche nicht durchsetzen kénren.

Eine volli g neue Situation ergab sich, als man de Fragestellung umkehrte und
nun versuchte, mathematische Verfahren zu entwickeln, de stérker an de
Unterrichtspraxis angelehnt waren. Man suchte dso nach einer gedgneten
heteronamen Hintergrundtheorie. Diese Bemihurgen sollten ,,vor alem zur
Kl&rung der im Bereich der Bruchrechnurg noch strittigen didaktisch-metho-
dischen Probleme beitragen“ (GRIESEL 1969. Zweifellos ist z.B. duch de
Entwicklung des Operatorkonzepts (BRAUNFELD 1968,DIENES 1968,GRIESEL
1968, PICKERT 1968 die didaktische Diskusson um die Bruchrechnung be-
fruchtet worden, undes wurden viele neue Ideen entwickelt. Zugleich zegte
sich jedoch de Tendenz, diese Hintergrundheorie ds endgultige Losung der
didaktischen Probleme der Bruchrechnungzu betrachten. Davon klingt etwas
an, wenn GRIESEL seine Arbeit zur Funderung der Bruchrechnurg mit Opera-
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toren betitelte: ,, Der wissenschaftliche Hintergrund der Bruchrechnurg”, oder
wenn er 1975an anderer Stelle ds Erfolg der didaktischen Analyse berichtet,
»dald heute in naheau allen Lehrgéngen die Bruchrechnurg auf der Grundage
von Operatoren eingefiihrt wird”.

In der didaktischen Diskussonzeagte sich schliefdlich die Tendenz, didaktische
Fragen der Unterrichtssequenz primér von der Hintergrundtheorie her zu
entscheiden. So gdlt eslange ds zwingend, dald in einem Operator-orientierten
Lehrgang die Multiplikation vor der Addition behandelt werden miis=. Esist
bezachnend, dal3 erst eine neue theoretische Variante @nes Zuganges zu den
Bruchzahlen entwickelt werden mufe, in der estrotz VVerwendurg von Opera-
toren sinnvoll ist, die Addition vor der Multiplikation zu behandeln, un eine
solche Reihenfolge auch fur Unterrichtssequenzen zu legitimieren (KIRSCH
1975.

Bei der Bewertung von Lehrgéangen fiihrt der enge Beaug auf eine Hintergrund
theorieinsbesondere leicht zur Forderung nach ,, Methodenreinheit”. Daswird
verstérkt durch de Innovationsdrategie, eine neue didaktische Idee zinddhst
mit der Entwicklung einer gegégneten Hintergrunatheorie ai legitimieren, in
einem Unterrichtswerk zu konkretisieren, dannin Lehrerfortbil dungsveranstal -
tungen undHandbichern fir die Fortbildung von Lehrer zu propagieren und
schliefdlich durch Richtlinien verordnen zu lasen. Bel dem Bemihen um
Breitenwirkung missen dann ndwendigerweise Verkiirzungen der Argumenta-
tion auftreten. So hat man bei der Neuorientierung der Bruchrechnurg zu
aus<chliefdlich auf das Operatorkonzept gesetzt. Heute mufd man wohl sagen,
dai3 sich de methodenreinen Operator-Lehrgange nicht bewéhrt haben. Die
langen V orbereitungen im Rechnen mit Operatoren vor der eigentlichen Bruch-
rechnury, deaufwendigen Operatorketten, schliefdlich dasausufernde, fir den
Laien kaum versténdi che , Operator-Chinesisch* und de von cen Anwendun
gen her unretiirliche Reihenfolge der Rechenoperationen mit der im Hinblick
auf Anwendurgen zu starken Betonurg der Multiplikation sind auf Kritik
gestof¥en.
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Inzwischen ist eine grol¥e Zahl weiterer mdgli cher systematischer Zugénge au
den Bruchzahlen entwickelt worden, de unterschiedliche, in der Praxis auf-
tretende Aspekte des Zahlbegriff sbetonen (KiIrRscH 1970. Auf dieser Grunda-
ge hat sich heute weitgehend Konsens eingestellt, dal3 es snnvoll ist, die
verschiedenen Aspekte der Bruchzahlen im Unterricht anzuspredhen (PADBERG
1978. Die neuen Unterrichtswerke tragen dieser Entwicklung Rechnurg (z.B.
Gamma 6, 1977; auch de Neubeabeitung von Mathematik heute (6, 1978. In
ihnen verbindet man das Operatorkonzept mit dem Grolenkonzept, so dal?
einerseits die Modelle der traditionellen Bruchredhnurg insbesondere beim
Vergleich, bei der Addition und ke der Subtraktion kenutzt werden, wéhrend
man sich bei der Einflihrung der Multi plikation undDivision besonders auf die
Vorteil e der Operatoren stiitzt. Man darf all erdings nicht verkennen, dal3 gerade
durch de konsequenten Operatorlehrgdnge Vorteile und Schwaden des
Operatorkonzepts besonders deutlich hervorgetreten sind, so dal3 sich de
neuen Lehrgange auf diese Erfahrungen stiitzen konrten.

Die rasche Anpasaung an dese Entwicklung wird jedoch erschwert, wenn
Richtlinien ausschliefdlich am Operatorkonzept orientiert sind. So kritisiert
FREUDENTHAL an den Hessschen Rahmenrichtlinien das Konzept der Bruch-
rechnurg: ,, Eswird nicht etwadas Bruchrechnen schlechtweg zum Ziel gesetzt,
sondern das Bruchrechnen nach einer bestimmten - kontroversen undmeiner
Meinung nach schlechten - Didaktik. Der Schiler muf3 auf3er den Briichen
auch noch das Reiten auf den eingebauten Stedkenpferden der Verfasser
lernen.” (FREUDENTHAL 1978,S. 113.

Im Bereich der Geometrie zagt sich de Wirkung von Hintergrundtheorien
wesentlich einschneidender, well sie sich hier in der Regdl auf den ganzen
Lehrgang bezehen. Hier besteht die Gefahr, dal? de Sequentierung des Lehr-
ganges der Hintergrundtheorie folgt. Freilich wird des meist nicht deutlich,
well die Hintergrundtheorie selten verdffentlicht wird. Gelegentlich ist das
jedoch der Fall. So findet sich z.B. die Hintergrunadtheorie des Geometrie-
lehrganges von Mathematik heute in: G. HOLLAND, Geometrie fir Lehrer und
Sudenten, Band 1, 2.Vergleicht man Hintergrundtheorie und Lehrgang, so
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wird deutlich, daf’ de Unterichtssequenz an entscheidenden Stellen der Hinter-
grunctheoriefolgt. So entspricht z.B. im Schulbuch fir Klase 5 de Reihenfol-
ge der Abschnitte Gber Punkte und Geraden, Figuren als Punktmengen der
Ebene, Stredkenziige undVidede a1 Beginn des Lehrganges mit dem Aufbau
der Hintergrunctheorie weitgehend Ulerein, alerdings mit den von BECKER
angegebenen Arten von Liicken. Esist bemerkenswert, dald deses Buch gerade
in der propadeutischen Phase, in der man am ehesten eine nicht fachsystemati-
sche Darstellung erwarten wirde, der Hintergrundheorie folgt. (Dabel ist es
naturlich moglich, dal’ de Hintergrundtheorie besonders gut mit den Zielen der
Propédeutik in desem Lehrgang vertréglich ist.)

Allgemein scheinen die unerschdpfli chen M égli chkeiten, Elementargeometrie
axiomatisch aufzubauen, den Blick daflir zu triiben, dal? es auch andere ds
fadhsystematische Aufbauprinzipien fr einen Geometrielehrgang geben kann.

Ein weiterer Effekt, der durch den Beaug auf eine Hintergrundtheorie ar-
mindest gefordert wird, ist die Tendenz zur Lineaisierung von Unterrichts-
sequenzen. So herrschen in den Lehrbichern fir das Gymnasium im Geome-
trieunterricht Sequentierungen vor, bei denen z.B. nacheinander die verschiede-
nen Kongruenzabhil dungen getrennt in den einzdnen Jahrgangsbanden be-
handelt werden, z.B.

Klase 5: Achsenspiegelungen Achsensymimetrie,

Klase 6: Drehungen —Halbdrehungen — dehsymmetrische Figuren —
purktsymmetrische Figuren,

Klase 7: Verschiebungen.

Orientiert man sich dagegen z.B. am Spiralprinzip von BRUNER, so konren auf
jeder Klassenstufe die wichtigsten Kongruenzabhbil dungstypen zusammen auf
unterschiedli chen Niveaus betrachtet werden, (diesist z.B. die Konzeptionvon
Gamrmm)
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Klase5: Untersuchen von Figuren auf Symmetrie (Achsensymmetrie,
Drehsymmetrie, Verschiebungssymmetrie)

Klass 6: Betrachtung geometrischer Abhbildungen als Bewegungen
von Figuren (Achsenspiegelungen, Drehurgen und Ver-
schiebungen)

Klase 7: Auff assen geometrischer Abbildungen als Abbil durgen der
Ebene (Achsenspiegelungen, Drehungen undVerschiebunt

gen)

Die einzdnen Stufen urterscheiden sich deutlich hinsichtlich der Entwicklung
des Abbildungsbegriffs. Bei einem solchen Aufbau féllt es shwer, eine aio-
matisch aufgebaute Hintergrundtheorie anzugeben, de dieser Sequentierung
entspricht.

Die Beispiele madhen deutlich, dal3 zumindest im Gymnasium die Tendenz
besteht, unter dem Einflul3 von Hintergrundtheorien in den mathematischen
Unterrichtssequenzen de Betrachtungen auf passende Aspekte eénzuschranken,
bei der Anordnurg der Inhalte der Systematik der Hintergrundtheorie au folgen
und schliefdlich Lehrgénge ds optimal zu empfinden, de ener didaktisch
orientierten Hintergrundtheorie entsprechen. Padagogische Gesichtspurkte
kommen dann héaufig zu kurz. Damit kommt esin der didaktischen Diskusson
leicht zu einer Polarisierung, bei der es den Anschein hat, als miisse man sich
bei der Lehrgangsentwicklung zwischen pédagogischen Prinzipien und ma-
thematischer Theorie entscheiden. Eine wesentliche Ursache dafir seheichin
der relativ stark verengten Verwendurg des Begriff s Hintergrunctheorie.

3. Erweiterter Begriff der Hintergrundtheorie

Der Begriff der Hintergrundtheorie geht meist aus von der Vorstellung eines
axiomatischen Aufbaus eines bestimmten Bereiches von Begriffen undAus-
sagen Uber diese Begriffe, bel dem bestimmte Methoden verwendet werden,
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etwa im Sinne von HILBERTS Theorie der Raumgeometrie in seinen Grunda-
gen der Geometrie oder DEDEKINDS Theorie der natiirlichen Zahlen in Was
sind undwas llen de Zahlen?

Spricht man dagegen von Funktionentheorie, Gruppentheorie, Zahlentheorie,
so meint man nicht den von einem bestimmten Autor entwickelten Aufbau
dieser Gebiete, sondern den ganzen Themenkreis mit seinen Begriffen, Aus-
sagen, inneren Zusammenhangen undM ethoden. Faldt man Hintergrunatheorie
in diesem weiteren Sinne auf, so 16st sich de Spannurg zwischen mathema-
tisch Notwendigem und gidagogisch Sinnvollemauf. Denn nunwird es gerade
mit Berufung auf eine Hintergrunctheorie notwendig, z.B. die unterschiedli-
chen Aspekte von Bruchzahlen im Unterricht zu behandeln, ocder in der Geo-
metrie sich nicht notwendig auf eine Axiomatik festzulegen, sondern gerade
die verschiedenen M 6gli chkeiten eines axiomatischen Aufbaus der Geometrie
Zu betrachten, undes wird dann auch moglich, geometrische Themenkreise
z.B. im Sinne von LIETZMANN undWAGENSCHEIN netzférmig zu erschlief3en,
um so de inneren Zusammenhange deutli ch zu macden.

Auch diedidaktische Sachanalyse ehalt unter diesem Gesichtspurkt eine neue
Dimension. Theoretische Uberlegungen, devon ddaktischen Fragestellungen
ausgehen, kdnren nunzur Theoriebil dung beitragen. Sie sind dann ebenso wie
innermathematische Untersuchurgen ein belebendes Element, das fur die
dynamische Entwicklung einer mathematischen Theorie sorgt. Das hat natir-
lich umgekehrt fir den Unterricht zur Folge, dal3 dese innere Dynamik der
Hintergrundtheorie zu einer Dynamik des Mathematikunterrichts fihrt, in der
sich die Entwicklung der Mathematik widerspiegelt. Unter dieser Sicht von
Hintergrunctheorie kann es auch fir einen problemorientierten Lehrgang eine
Hintergrunatheorie geben.

Im folgenden soll also urter der mathematischen Hintergrundtheorie éner
Unterrichtssequenz oder eines Lehrganges der dieser Unterrichtssequenz oder
diesem Lehrgang zugrundeliegende mathematische Gegenstandsbereich mit
seinen Begriffen, Aussagen, inneren Zusammenhéngen, Methoden undDar-
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stellungsmogli chkeiten verstanden werden. Meint man dagegen Hintergrund
theorie im engeren Sinn, so wére es zwedmaldiger, von einem bestimmien
axiomatischen Aufbau deser Theorie a1 sprechen.

Bel der Lehrgangsentwicklung wird zunddst meist die Hintergrundtheorie
didaktisch bewertet, wenn man z.B. die Fragen stellt: Handelt es sch um ein
Gebiet, dasfir die Schiler wichtigist? Welche Art des Aufbaus dieser Theorie
ist fir die Schiler am besten geegnet? Welche Ergebnisse der Theoriesindfir
die Schiler anwichtigsten? Liegen die Anwendurgsmogli chkeiten der Theorie
imInteressenbereich der Schiler? Lasen sich an deser Theoriewichtige Ziele
des Mathematikunterrichts verwirklichen?

Umgekehrt ist es aber von der Hintergrundtheorie her moglich, ddaktische
Entscheidungen zu begriinden undUnterrichtssequenzen zu bewerten.

Kann bei dem eingeengten Begriff der Hintergrundtheorie aur Bewertung eines
Lehrganges oder einer Unterrichtssequenz im wesentlichen nur entschieden
werden, ob Vertraglichkeit vorliegt, so eréffnen sich bei dem erweiterten
Begriff der Hintergrunatheorie neue M &gli chkeiten.

4. Die Rolle aner Hintergrundtheorie bei der Bewertung einer Unter-
richtssequenz

Wennim folgenden gezegt wird, wie von der Hintergrundtheorie her didakti-
sche Entscheidungen beanflul® werden kénren, so soll damit keineswegs der
Eindruck erwedkt werden, ihr kdme im didaktischen Entscheidungsprozeld de
Hauptrolle zu. Es soll lediglich deutlich gemacht werden, dal3 der erweiterte
Begriff der Hintergrundtheorie auch bei padagogischer Prioritét fur die didakti-
sche Entscheidung tragfahiger ist als der eingeengte. An einigen Beispielen
will ich zeigen, in welchen Bereichen Entscheidungshilfen geliefert werden
kénren.

Auswahl von Inhdten: Bel der Entscheidurg, ob ein bestimmter Themen-
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bereich im Unterricht behandelt werden soll, spielt die Wetung der Hinter-
grundtheorie eine wichtige Rolle. So kann z.B. aus dem Gewicht der Hinter-
grunctheorie geurteilt werden, dal3 es ein Unding wére, Analysis und Boo-
lesche Algebra ds Wahlangebaot miteinander konkurrieren zu lassen.

Von der Hintergrundtheorie her muf3 auch entschieden werden, obElementari-
sierungen moglich sind, de die Substanz der Theorie ehalten. So wird es
kaum mdgli ch sein, mit Kenntnissen der Analysis undanalytischen Geometrie
in der Koll egstufe sinnvoll Differentialgeometrie zu treiben. Auch die Bemii-
hungen, Topdogie in der Kollegstufe in Verbindurg mit der Analysis zu
behandeln, kdnren kaum befriedigen, well die dementar zuganglichen Séitze
undBegriff e kaum das Erfassen zentraler Sachverhalte emdglichen. Esist fr
viele Mathematiker ein rotes Tuch, wenn versucht wird, Mengenlehre in der
Schule zu urterrichten, well sie wissen, dal3 hier alenfalls die trivialen Be-
reiche dieser Theorie vermittelt werden konren.

Innerhalb einer Theorie gibt es grundegende Begriffe, Schliisslbegriffe,
zentrale Sétze, besonders tragfahige Verfahren. Wenn es darum geht, fir eine
Unterrichtssequenz Entscheidungen der Stoff auswahl zu treffen, so kénren
solche Wertungen eine wichtige Roll e spielen. KIRSCH spricht hier von ,,Ver-
einfachung durch Konzentration auf den Kern der Sache® (1977). Sowird man
in einem Leistungskurs Anaysis kaum auf den Mittelwertsatz verzichten,
andererseits a3t sich vertreten, dald man den Folgenbegriff nicht behandelt.
Dabel wird von der Hintergrundtheorie her deutlich, dal3 sich durch de Aus-
wahl bestimmter Begriff e unter Umstanden auf Grundinnerer Zusammenhénge
Gewichte verlagern. So fuhrt z.B. der Verzicht auf den Konvergenzbegriff in
der Analysis dazu, dal’ der Begriff der Stetigkeit an Gewicht gewinnt. Hieran
wird besonders deutlich, dal3 sich der Begriff Hintergrundtheorie nicht auf eine
bestimmie Systematik bezehen sollte, sondern dal3 man gerade die mdglichen
verschiedenen Systematiken im Auge haben sollte.

Anordnungder Inhalte: Auch Fragen der Anordnurg der Inhalte kénren von
der Hintergrunatheorie her beanflufy werden. Sprechen ddaktische Argumen-
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te gegen eine systematische Darstellung, (was nicht notwendig der Fall sein
muf3: WITTMANN 1974,S.115), so wird man trotzdem von der Hintergrund-
theorie her die Zusammenhédnge au erkennen suchen, de man im Unterricht
benutzen kann. So kann z.B. die Satzgruppe des PYTHAGORAS nach dem
Vorschlag von WAGENSCHEIN (400ff.) nur geplant werden, wennman de Ab-
hangigkeiten undAnwendurgsmagli chkeiten Gberblickt.

Bei der Einfihrung von Begriffen mul3 keaditet werden, welche Begriffe bei
den Definitionen vorausgesetzt werden; beim Beweis von Sétzen stiitzt man
sich auf andere Sétze (oder Axiome). Diese Zusammenhénge scheinen auf eine
Lineaisierung der Anordnurg zu drdngen. Doch kann gerade von cer Hinter-
grunctheorie her deutlich werden, dal3 urterschiedli che Definitionen mdglich
sind, dal3 auch bei den S&tzen verschiedene Hilfssitze a1 urterschiedlichen
Beweisen fuhren konren. Solche Einsichten kénren zu einer fachlichen fun-
dierten Off enheit flihren, bel der den Schiilern Spielraum zu eigenen Lésungen
geboten wird.

Akzentuierungen: Einwichtiges didaktisches Mittel bei der Unterrichtsplanurng
ist die Akzentuierung innerhalb einer Unterrichtssequenz, etwa die Betonurg
der Abhildungen in der Geometrie, die Betonurg des Funktionsaspektsin der
Trigonametrie, die Betonurg des geometrischen Aspekts in lineaer Algebra
usw. Diese Entscheidungen kdnren kontrolli ert werden, indem man urtersucht,
ob sich in der Hintergrundtheorie solche Aspekte ds tragfdhige Ansétze e-
weisen.

Vereinfachungen: Innerhalb des Unterrichts wird man héufig aus didaktischen
Griinden vereinfachen. Mit Hilfe der Hintergrundtheorie &3t sich dann ent-
scheiden, ob eine Vereinfachung akzeptabel ist oder eine Verfalschurg dar-
stellt (KIRSCH 1977 WITTMANN 1974,S. 17).

Anwendungen: Fur den Mathematikunterricht spielen schli efdlich Umweltsitua-
tionen, Problemfelder und Anwendurgsbereiche enewichtige Rolle. Invielen
Féllen besitzt eine mathemati sche Theorie unmittelbar Anwendurgen, jahaufig
ist sie im Hinblick auf Anwendurgsmdglichkeiten entwickelt worden. Hier
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wird der Mathematikunterricht das Bezehurgsgefiige avischen mathemati-
scher Theorie und Anwendungen reflektieren und kel didaktischen Entschei-
durgen beriicksichtigen kénren.

Andererseits gibt es tradierte Gebiete des Mathematikunterrichts, die sich nur
schwer klassischen mathematischen Theorien zuordnen lasen. Man denke
etwaan den Bereich des Sachrechnens. Hier gehen Methoden der Arithmetik,
der Grofenbereiche und der elementaren Furktionen ein. Dabel hat es sch as
nitzlich erwiesen, dem Themenbereich mit seinen ddaktischen Ziel setzungen
eineHintergrundtheorie a1zuweisen, de ausdidakti schen Bedrfnissen entwik-
kelt worden ist und mit tieferli egenden, gewichtigeren mathematischen Theo-
rien korrespondert. So sindeinerseitsdie dem Sachrechnen zugrundeli egenden
Grolenbereiche analysiert worden (KIRSCH 1969, andererseits hat man den
Funktionsbegriff alsLeitbegriff gewahlt, mit dem man dewichtigsten Situatio-
nen mit ihren Problemstellungen adéquat beschreiben kann (KIRSCH 1969,
197Q VOLLRATH 1973. Esist dabei so etwas entstanden wie ane,, Theorie der
elementaren Funktionen auf GréRenbereichen®, von der aus nun Fragen der
Zielsetzung, der Sequentierung, der Auswahl des Aufgabenmaterials und der
zu behandelnden Funktionstypen entschieden werden kénren.

Ahnlich lassen sich auch de Entwicklungen zur Bruchrechnurg deuten. Es
wurde bereits in der traditionellen Hauptschuldidaktik gesehen, dal3 eine le-
bensnahe Bruchrechnurg Redewendurgen wie , die Héfte von* adaquat
wiedergeben muf3.Man erkannte, dal3 des mit Hilfe von Operatoren moglich
ist (Oehl 1965. Auf dieser Grundlage wurden dann de oben genannten Opera-
torzugdnge a1 den Bruchzahlen entwickelt und kereicherten damit die Arithme-
tik.

Aus diesen Beispielen wird deutlich, dal3 mit Hilfe der Hintergrundtheorien
Argumente fiir didaktische Uberlegungen gewonren werden kénren. Auch de
Erweiterung des Begriff s der Hintergrundheorie beseiti gt nicht die Komplexi-
tét des didaktischen Entscheldungsprozesses. Sie 16st jedoch weitgehend de
Spannurgen zwischen mathematischen und @idagogischen Entscheidungen
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auf.

5. Die Rolle psychologischer Theorien bei der Unterrichtsplanung

War eseinerseits snnvoll, den Begriff der Hintergrunctheorie au erweitern, so
erscheint es mir andererseits notwendig, ihn gegentiber dem Vorrat von Theo-
rien aus dem psychologischen Bereich abzugrenzen, de bel der Planung von
Unterricht von Bedeutung sind.

Im Mathematikunterricht werden Lernprozesse geplant, fir diein der Psycho-
logie Theorien entwickelt worden sind: Es werden Begriffe gelehrt, Regeln
vermittelt, Strategien zum Lésen von Problemen erarbeitet, Aussagen begriin-
det. Anders als bei mathematischen Hintergrundtheorien, bei denen sich de
didaktischen Untersuchungen primér auf den zu vermittelnden Gegenstands-
bereich bezehen, haben psychologische Theorien Bedeutung fir den Vermitt-
lungsprozel3. Sie stellen mehr einen Vorrat von Theorien dar, von denen man
Anwendberkeit auf didaktische Problemstell ungen erhoff en kann.

Mag man vielleicht bedauern, dald von der Psychaologie bisher keine @nheitli -
che Theorie des Mathematiklernens angeboten werden kann, so mufd man
andererseits sehen, dal3 gerade das Konkurrieren verschiedener Lerntheorien
einer Dogmatisierung in der Didaktik entgegenwirkt.

» Wahrend friiher hdufiger dogmatische Festlegungen auf eine psychologi-
sche Grundpagition anzutreffen waren, von der aus man schlecht undrecht
alles zu erkldren und an Vertreter der anderen Richtung abzuqualifizieren
versuchte, madt sich heute stérker ein gewisser Pragmatismus breit undim
Gefolge damit ein gewisser Eklektizismus in der Anwendurg der Psycho-
logie* (GRIESEL 1975.

Dies zeigt sich insbesondere an den neueren Werken zur Grundegung des
M athematikunterrichts (WITTMANN 1974,ZEcH 1977). Hier werden psychalo-
gische Theorien fir die Planung des Mathematikunterrichts erschlossen. ohre
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daf3 man ihnen urkritisch folgt. Freilich muf es sch erst im Laufe der Zeit
erweisen, ob dese Theorien wirklich tragféhig fur den Mathematikunterricht
sind.

Neben den umfassenden Theorien des Lernens gibt esinzwischen einen grof3en
Vorrat empirischer Arbeiten zu Fragen des Lernens, auch zu Fragen des Ma-
thematiklernens, die ds Basis psychdogischer Theoriebildung betrachtet
werden kénren. Bei ihnen liegt ein besonderer Reiz fir den Didaktiker, weil es
sich um empirisch gesicherte Befunde handelt. Am Beispiel des Begriffs-
lernens mochte ich auf einige Probleme hinweisen, desich bel der Bemiihurg
um didaktische Anwendurg solcher Ergebnisse egeben.

VonCLARK (1971) wurden 250empirische Arbeiten zum Begriff slernen darauf
untersucht, welche Folgerungen man aus ihnen fiir das Lehren von Begriffen
ziehen kann. Als konkretes Beispiel gibt er die Entwicklung einer Unterricht-
seinheit zum Lehren desBegriffs, Quadrat” fir Vorschulkinder. Dabei soll der
Begriff alein duch Beispiele und Gegenbeispiele vermittelt werden.

Daman ein Quadrat definieren kannalsein Viered, bei demalle Seiten gleich
lang und alle Winkel rechte sind, rendelt es sch um einen konjunktiven Be-
griff. Man hat herausgefunden, dal3 konjunktive Begriffe leichter angeggnet
werden als z.B. digunktive.

DieEigenschaften ,, al e Setensindgleichlang”, , all e Winkel sindredhte” sind
relevante Eigenschaften (“critica properties’). Dagegen sind de Lage des
Quadratsin der Ebene oder sein Fladcheninhalt i rrel evante Eigenschaften ("non
criticd properties*). Man hat gefunden, dal3 ein Begriff umso leichter gelernt
wird, je auffdliger relevante Eigenschaften undje unauffélliger irrelevante
Eigenschaften werden.
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stellen Beispiele (“positive instances*), dagegen stellen die Figuren

VAR VAN cN/L /

Gegenbeispieledar (“negativeinstances*). Eshat sich bei konjunktiven Begrif-
fen as gunstiger erwiesen, mit Beispielen zu beginnen, als mit Gegenbei-
spielen.

Figuren wie

Das Lernen eines Begriff swird erleichtert, wenn de Probanden bei Beispielen
undGegenbeispielen jeweil sauf dierelevanten undirrelevanten Eigenschaften
hingewiesen werden.

Aus solchen Ergebnissen werden dann folgende Folgerungen fir den Unter-
richt gezogen:

Einfihrungsphase:

1. Papierquadrate ausweif3em Papier werden auf eine Flanelltafel geheftet und
als Einfuhrungsbeispiele prasentiert. Jedes wird a's,, Quadrat” bezeéchnet.

2. Die Lehrerin kommentiert: ,Sieh, des Quadrat hat 4 Seiten” (Die Lehrerin
zéhlt die Seiten). ,,Die Seiten des Quadrats $nd gleich lang® (Die Lehrerin
mil3t jede Seite mit einer Karte). ,, Das Quadrat hat an jeder Ecke énen rechten
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Winkel" (Sie paldt die Karte in jede Ecke des Quadrats ein). So wird bei jedem
Beispiel der Einfuhrungsphase verfahren.

Scherungsphase:

1. Beispiele und Gegenbeispiele werden dargeboten:

O

DielLehrerinza gt auf jedes Beispiel undsagt: Benutzt eure Karte undsagt mir,
ob es sch um ein Quadrat handelt! ,Was mul3 es haben, um ein Quadrat zu
sein?"

2.Bel jedem Beispid gibt die Lehrerin nach jeder Antwort eine Riickmeldung,
z.B. ,Ja, du hest recht; das ist ein Quadrat, obwohl es gekippt ist, denn es
hat...* Oder: , Ich glaube nicht, dal? es ein Quadrat ist, denn die Seiten sind
nicht ale gleich lang. Mif3 es doch nach mal. Haben ale Seiten de gleiche
Lénge?”

3. Die Lehrerin 183t dem Schiler reichlich Zeit, die Beispiele zu betradhten,
nachdem sie auf seine Antwort reagiert hat undehe sie aim nachsten Beispiel
Ubergeht. usw.

DasBeispiel zegt in erschreckender Weise, wie stark das dem Lehrer empfoh-
lene Handlungsmuster am Laborversuch arientiert ist. Innerhalb deses Hand-
lungsmusters mag viell eicht eine optimale V orgehenswei se gefunden worden
sein.

Offensichtlich tritt aber durch den Glauben an empirische Versuchsergebnisse
einederartige Verengung der Sichtweise aén, dal3 padagogi sche Gesichtspurkte
volli g auler acht gelassen werden. Ob die Schiller die natwendigen Vorkennt-
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nise und Fahigkeiten besitzen (Viered, Seite, Winkel, Ecke, gleiche Lange,
rechter Winkel, Stredken vergleichen, rechte Winkel erkennen) wird Glerhaupt
nicht in Betradcht gezogen. Dal3 es fiir die Begriff shildung wichtig ist, dal’ der
Schiller motiviert wird, wird ebenfall s aul¥er acht gelassen.

Schliefdlich orientiert sich de Interaktion zwischen Lehrer und Schiler am
Muster des erkldrenden Unterrichts, ohre dald dskutiert wird, ob dsin deser
Altersgufe Gberhaupt eine sinnvolle Unterrichtsform ist. Es ist schlichtweg
eine Irreflhrung des Lehrers, wenn behauptet wird, aus den psychol ogischen
Forschurgsergebnissen wirde sich ein derartiges V orgehen ableiten lassen.

Forschurgsarbeiten des beschriebenen Typs snd im Grunde fir die Unter-
richtsplanung weitgehend belanglos, wennihnen ein stark verengtes Begriff s-
verstdndnis zugrunce liegt. Haufig werden ndmlich im wesentlichen nu
Eigenschafts- und Relationsbegriffe gesehen. Bel den Eigenschaftsbegriffen
wird nach der logischen Struktur der definierenden Eigenschaften klassfiziert.
Anscheinend wird nicht gesehen, dal3 man prinzipiell logisch &guivalente
Definitionen anderer logischer Struktur angeben kann. Bei den meisten ma-
thematischen Begriffen lassen sich relevante und irrelevante Eigenschaften
nicht so deutlich angeben, wie das in den einfachen Beispielen angedeutet
wird. Schliefdlich zegt es sch, dal3 de Untersuchungen fir den Unterricht
verwertbare Ergebnise est dort bringen, wo in desen Untersuchurgen de
Wirksamkeit verschiedener Lehrstrategien betrachtet wird. Die Art der dabei
benutzten Strategien ist aber (wohl aus Grinden der Durchflhrbarkeit im
Labor) erheblich eingeschréankt. Sie entsprechen keineswegs dem Aktions-
potential des guten Lehrers. Indem die Untersuchungen aber die Lehrmethoden
auf einfache dternative Verhaltensweisen reduzieren, bei denen danneineMe-
thode signifikant bessere Ergebnis< liefert, wird leicht suggeriert, man hétte
die wirksamste Methode gefunden. Solche Untersuchungen mdgen vielleicht
fur den Unterricht per Computer verwendber sein, fir den praktischen Unter-
richt des Lehrers snd sieirrelevant.

Die stérksten Bedenken sind jedoch gegen de diesen Untersuchurgen zu-
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grunceliegenden Vorstellungen Uber das Lernen von Begriffen zu erheben.
Einmal reduzieren sie das Lernen fast auschliefdlich auf das Lernen tber
Beispiele und Gegenbeispiele, zum anderen isolieren sie weitgehend dbs
Begriff slernen von den anderen Typen des Lernens.

Solche Ansétzekdnnen dagmatisch wirken, wennsie ohre Einschrankungenin
der Mathematikdidaktik tbernommen werden, etwain der Form: ,, Neue Begrif-
fe héherer Ordnung lassen sich nicht durch Definitionen lernen, sondern allein
(bewul¥ oder unbewuf¥) durch Klasdfizieren gedgneter Beispiele®. (VAN
DORMOLEN 1978,S.57).

Im Hinblick auf eine Strukturierung von Lernprozessen, de im Mathematik-
unterricht in Gang gesetzt werden sollen, ist es snnvoll, durch Akzentuierun-
gen bestimmte Phasen zu urterscheiden. Es hétte jedoch schlimme Folgen,
wenn man dabel aus dem Auge verlieren wiirde, dal? Begriffslernen natiirlich
auch mit Regellernen und Problemldsen zu tun het. Man mufld also darauf
adten, dal3 in der didaktischen Theoriebil durg diese isoli erende Betrachtung
durch ubergreifende Uberlegungen ausbalanciert wird, damit der Unterricht
nicht in urverbuncene Telle zeafallt (Heute wird der Begriff eingeftihrt, in der
nachsten Stunde wird er angewendet, dann werden mit ihm Probleme gel6st!)

Sowohl psychalogische Befunde ds auch psychologische Theorien bedir-
fen also einer kritischen Uberpriifung auf Anwendberkeit fiir eine Theorie
des Mathematikunterrichts.

Unterrichtserfahrungen kénren dann de Anwendurg solcher Theorien
rechtfertigen.

Das sollte mdgli chst auf der Grund age systematischer Unterrichtsversuche
geschehen.
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