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1.Einfihrung

Die Untersuchung von Eigenschaften ebener Figurenist ein zentrales Anliegen
des Geometrieunterrichts. In deser Arbeit sollen eine Reihe didaktischer
Probleme diskutiert werden, de sich bei der Behandiung der Symnretrien von
Figuren undvon Relationen zwischen Figuren wie Kongruenz, Inhdtsgleich-
heit und Ahnlichkeit ergeben. Dabei soll der EinfluR unfassenderer didakti-
scher Entwicklungen auf spezélle didaktische Probleme untersucht werden.
Hier interesgeren insbesondere drei Tendenzen:

Diemeisten Lehrgange setzen heute énen starken Akzent auf Methoden
der Abhildungsgeometrie.

In den Lehrbichern 183t sich eine Entwicklung zu Jahrgangsbanden hin
feststellen. Dasfuhrt meist zu einem deutli ch gestuften Aufbau der Geome-
trie, den man spiralig nennen kann.

Geometrie wird heute auch in den urteren Klassen urterrichtet. Damit die
Schiler dot Erfahrungen handelnd gewinnen konren, wird dat meist
strukturiertes Material eingesetzt.

Es soll gezeagt werden, wie sich urter dem Einfluf? solcher Entwicklungen
didaktische Fragestellungen undArgumente verschieben. Fir eine Reihe von
Fragen kénnen neben Argumenten empirische Belege geli efert werden. Noch
aber fehlen empirische Arbeiten weitgehend. Esist ein Anliegen deser Arbeit,
solche Untersuchungen anzuregen.



2.Probleme a1 den Inhalten

Entscheidungen fir einen bestimmten Aufbau einer mathematischen Theorie
bestimmen wesentlich die Art der Definition, de fir einschlégige Begriffe
gegeben werden. Wahrend man es beim euklidischen Aufbau der Geometrie
schwer hatte, Symmetrie, Kongruenz und A hnlichkeit zu definieren, ohre den
Abbildungsbegriff wenigstens implizit zu verwenden, bereitet esin der Ab-
bildungsgeometrie keinerlei Schwierigkeiten dese Begriffe mathematisch
korrekt zu definieren.

Eine Figur F heifd symmetrisch beziiglich einer Kongruenzabhbildurng «,
wenn o (F) = F gilt.

Eine Figur F heif3t symmetrisch wenn es eine Kongruenzabbildurng o #id
gibt mit « (F) = F.

Eine Figur F, heil3t kongruent zu einer Figur F,, wenn es eine Kongruenz-
abbildurg ghbt, die F, auf F, abbil det.

Eine Figur F, heif’ &hnlich zu einer Figur F,, wenn es eine Ahnlichkeits-
abbildurg ght, die F, auf F,abbil det

Eine Figur F, heift inhdtsgleich zu einer Figur F,, wennes eineinhaltstreue
Abbildurg ght, die F, auf F, abhil det.

Allgemein heil¥ eine Figur F, , verwand zu einer Figur F,, wenn es eine
Abbildurg der Ebene auf sich gibt, die F, auf F, abbil det.

Allerdings liegt es beim Begriff ,, inhaltsgleich” ndher, mit Hilfe des Inhalts A
zu definieren, dald Figuren F, undF,inhaltsgleich heilZen, wenn A(F,) = A(F,)
ist.

Betrachtet man Definitionen dieser Eigenschaften kritisch, de ohre diese
Abbildungsbegriffe vorgehen, so zdgt es sch, da3 dah insofern ein Ab-
bil dungsbegriff zugrunde liegt, alsin jedem Fal zugeordnet wird, selbst wenn
man das grachlich verschleiert wie zB. in der Definition: Ein Dreiedk ABC
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heil3t kongruent einem Dreiedk A'B'C', wenn

AB = A'B°, AC = AC', BC = B'C' und
<ABC = <A'‘B‘C‘, <BCA = <B‘C'A‘, <CAB = <C'A‘B".

Hier wird de Zuordnurg durch de Bezechnurg vorgenommen.

Wenn auch de &bil dungsgeometrischen Definitionen begrifflich undsprach-
lich klarer und camit wohl versténdli cher sein dirften, mulZman sehen, a3 sie
bei Beweisen hokere Anspriiche an den Lernenden stellen, da aim Nadchweis
dieser Eigenschaften Existenzbewei se ebracht werden miiseen. Diese Schwie-
rigkeit wurde schonfriih gesehen (SEEBACH 1958. Sieist insofern heute nicht
gravierend, als man sich in der Friihphese, in der man de Eigenschaften von
Figuren entdedken 1803, mit der Angabeintuitiv erfafdter Abbil durngen zufrieden
gibt. Wenn man dann spéter beweisen muf3, ket man in der Regel ein schlag-
kréftiges Instrumentarium, das das Fiihren von Beweisen erleichtert. Hier hat
also das Spiralprinzip de Schwaden des abhil durgsgeometrischen V orgehens
weitgehend kompensiert.

Die Symmetrie von Figuren und Verwandtschaffen zwischen Figuren be-
anspruchen nach wie vor ein starkes Interesse im Geometrieunterricht. Al-
lerdings hat die Entwicklung zu stérker abbil dungsorientierten Lehrgangen hin
die Akzente dwas verschoben: Wahrend dbs Interesse an Symmetrien von
Figuren eher zugenommen hat, well man an ihnen Eigenschaften von Dedk-
abhil dungen undall gemein von Kongruenzabhbil dungen gut hervorheben kann,
hat das|nteresee an Kongruenzsétzen eher abgenommen, dasiebeim Beweisen
keine so wichtige Rolle mehr spielen wie beim eukli dischen Aufbau der Geo-
metrie. Wurde friher die Frage diskutiert, ob man auch Kongruenzsétze fir
Vierede behandeln soll, so ist diese Frage heute weitgehend gegenstandsl s,
daselbst die Kongruenzsétzefiir Dreiedke bei einem abhbil dungsgeometrischen
Lehrgang eine untergeordnete Roll e spielen. Bemerkenswert ist lediglich, dal3
man zunadst die Kongruenzsétzein der Abhbildungsgeometrie fur Gberfllissg
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hielt, wahrend man sie heute doch meist mit abhil dungsgeometrischen Mitteln
begriindet, um sie ds nitzli ches Hil fsmittel zum Beweisen zur Verfiigung zu
haben.

In der Ahnlichkeitslehre wird man dagegen neben Dreiecken auch Viereke
betrachten, da es hervorhebenswert ist, daid allein die Gleichheit entsprechen-
der Winkel wohl bei Dreiecken, jedoch nicht bei Vieredken geniigt. Zudem st
es seit langem bekannt, daR de Beurteilung von Redhtedken auf Ahnli chkeit
hin dem unvoreingenommenen Betradhter Schwierigkeiten bereitet. So werden
bekanntlich ineinanderliegende Redhtecke mit parallelen Seiten as &hnlich
angesehen.

Symmetrien werden heute meist betrachtet, um auf Kongruenzabhil dungen
aufmerksam zu madhen. Zudem geht von symmetrischen Figuren ein Reiz auf
den Betrachter aus, der auf Kinder stark motivierend zum Studium geometri-
scher Formen wirken kann. Bandarnamente, Rosetten, Kledksogramme usw.
gehdren heute a1 jedem Lehrgang.

Bereits 1927 latte SCHULKE erkannt, dal? sich de Ideen der Symmetrien fir
den Unterricht nutzbar machen lassen, um daran wichtige Abhildungseigen-
schaften hervorzuheben. Er sah darin de Mdglichkeit, Ideen des Erlanger
Programms fir die Schule fruchtbar zu madien. BEck regte dann (1933 an,
diese Betrachtungen durch den Gruppenbegriff durchsichtiger zu machen.

DieBreite didaktischer Diskusson um abhbil dungsorientierten Geometrieunter-
richtin den dreilliger Jahren wurdein den funfziger Jahren fortgesetzt undfand
ihren Niederschlag in einer ganzen Reihe von Heften dieser Schriftenreihe.
Dabel mdchte ich besonders die Arbeiten von FABER (1958 ), ISHEIM (1958
und PROKSCH (1968 hervorheben. Wahrend Achsen- und Punktsymmetrien
schon seit 1éngerem im Unterricht behandelt wurden, begann man urter dem
Einfluf’ des Buches von WEYL (1955 erst in den letzten Jahren Dreh- und
Trandationssymmetrien mit einzubezehen. Das liegt wohl hauptsachlich an
der Scheu vor dem Unendlichen, das dch z.B. beim Kreisim Vorhandensein
unendich vieler Symmetrieabbildurngen und kei den Bandarnamenten in der
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gedachten Fortsetzung des Ornaments ,bis ins Unendliche* zeigt. Ob hier
tatsAchli ch eine Schwierigkeit vorliegt, ist bisher nicht nachgewiesen.

Symmetriebetrachtungen werden gern benutzt, um zum Gruppenbegriff hin-
zufiihren. Auch hier ergibt sich wieder einereizvoll e M 6gli chkeit zur Stufung:
Erfassung der Symmetrie @ner Figur durch Dedkabhil durgen —V erkettung von
Dedkabhildungen — Mengen von Dedkabhildungen mit der Verkettung als
Verknlipfung — Dedkabhil dungsgruppen — Gruppenbegriff. Allerdings er-
scheint es mir verfehlt, das Suchen von Symmetrien bereits als gruppentheore-
tisches Arbeiten anzusehen, wie e bel DIENES der Fall zu sein scheint.

Betrachtet man die historische Entwicklung des Symmetriebegriffs, so lassen
sich zwel Linien feststellen. Im Altertum wurde Symmetrie im Sinne von
»Ebenmal3d‘ zur Beschreibung der Schonheit von Kunstwerken benutzt. In der
Mathematik schlégt sich dasin der Hervorhebung symmetrischer Figuren (z.B.
der platonischen Koérper) und im folgenden in der Verwendurg as heuri-
stisches Hilfsmittel zum Erfassen von Eigenschaften und Zusammenhangen
nieder. Dabei erféhrt diese Arbeitsweise eéne V erall gemeinerung, indem Sym-
metriebetrachtungen auch auf nichtgeometrische Objekte Ubertragen werden.
ATIYAH hob 1976auf dem Kongref3 fir Mathematikunterricht hervor, daf3
Symmetrie @ne fundamentale mathematische Ideeist.

Ausgehend von Problemen der Mecdhanik werden aber Symmetrien auch Ge-
genstande mathematischer Untersuchungen. So urtersucht EULER die Symme-
trien bei Rotationen starrer Korper, undimvorigen Jahrhundert fihrtedann de
Untersuchung von Symmetriegruppen zu interessanten mathematischen Fra-
gestellungen, die bisin ursere Zeit Mathematiker beschaftigen (s. WEYL 1955).
Betrachtet man die Behandiung der Symmetrie im Unterricht, so scheint heute
die Betonurg auf den Objekten zu liegen, wahrend Symmetrie ds Idee und
heuristisches Hil fsmittel allenfall s bei Beweisen von Eigenschaften geometri-
scher Figuren verwendet wird. Hier liegt mogli cherweise ein Ansatzpurkt fir
weitere didaktische Entwicklungsarbeiten, indem man nach Ukergreifenden
Fragestellungen sucht, bei denen Symmetriebetrachtungen zu einem tragfahi-
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gen heuristischen Hilfsmittel werden. AlsBeitragin dieser Richtung kannman
etwa den Ansatz von GLASER sehen (s. dieses Heft), bei dem das Erkennenvon
Symmetrie Strategien zum Ldsen von Abzéhlproblemen liefert.

3. Probleme der Anordnung

In der didaktischen Diskusgonsind Fragen der Reihenfolge der zu behandeln-
den Objekte besonders naheli egend. Das mag daran liegen, dald man zur Beant-
wortung dieser Fragen mathematische Argumente heranziehen kann. So kann
man etwa die Frage diskutieren, in welcher Reihenfolge man de Begriffe
Kongruenz von Stredken, Kongruenz von Winkeln, Kongruenz von Figuren
behandeln soll . Als mathematischer Hintergrund deser Frage konren de Ansét-
zevon PASCH, VERONESE undHILBERT dienen. Wahrend PASCH mit der Kon
gruenz von Figuren mit endli ch vielen Eckpunkten beginnt, griindet VERONESE
seinen Aufbau auf die Kongruenz von Strecken. Dagegen sind kel HILBERT die
Kongruenz von Stredken und de Kongruenz von Winkeln Grundbegriffe. Von
der Mathematik her sinda so urterschiedliche Ansédtze entwickelt worden, de
zu gleichen Ergebnissen fuhren, also mathematisch gleichwertig sind.

Fir den Unterricht kann man nun dese verschiedenen Wege unter didakti-
schem Aspekt diskutieren. So schreibt GUARDUCCI in den , Fragen der Ele-
mentargeometrie’ von F. ENRIQUES Uber diese verschiedenen Zugange:

~ESist ein Weg, der, in einem gewissen Sinne, zwischen denen der beiden
anderen Autoren in der Mitte steht und cer, systematisch in den Unterricht
der Geometrie aufgenommen, urs vom didaktischen Gesichtspurkt aus
vortell hafter erscheint als die beiden anderen. Wir glauben in der Tat, dal3
man den anschauli ch klaren Begriff der Winkelkongruenz durch eine De-
finition ersetzt (wie es Pasch undVeronese tun), nicht dazu gelangt, von
dieser Beziehung eine unmittelbar verstandliche Idee a1 geben.* (1911,S.
115.

Das Argument wirkt sehr unbefriedigend, zumal der Verfasser lediglich
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~glaubt*, einen besseren Weg zu beschreiben. Eine sol che Behauptung verlangt
nach einer empirischen Uberprifung. Sie ist meines Wissens bis heute nicht
geliefert worden. Andererseits hat diese Frage an Interess verloren. Bei ihr
geht es ja darum, zwischen Grundkegriffen und abgeleiteten Begriffen zu
unterscheiden. Diese Frage stellt sich jedoch in dieser Weise heute nicht mehr
im Unterricht, da Stredkenvergleich urd Winkelvergleich bereitsin der Propé
deutik behandelt werden, in einer Unterrichtsphase dso, in der logische
Abhangigkeiten dieser Art noch nicht hervortreten. Andererseits gellt sich
natirlich auch dat die Frage, oberst Streckenvergleich ocer erst Winkelver-
gleich behandelt werden soll. Da der Stredkenbegriff den Schilern viel eher
vertraut wird als der Winkelbegriff, ergibt sich in natiirlicher Weise, dal3 zu-
nachst Stredken verglichen werden, dann Winkel. Bezeht man nach Figuren
als Punktmengen in die Uberlegungen mit ein, so stellt sich die Frage, obman
erst die Kongruenz von Strecken undwWinkeln, dann de Kongruenz von Figu-
ren betrachten soll, oder ob man mit der Kongruenz von Figuren beginnen soll.
Hat man bereits die Kongruenzabhbil dungen zur Verfligung, dann werden sich
fr diese beiden Wege kaum signifikante Unterschiede bei den Schillerleistun-
gen feststellen lassen.

VideLehrgange vergleichen jedoch Stredken undWinkel, ehe die Kongruenz-
abbil dungen behandelt werden, mit deren Hilfe dann de Kongruenz von Figu-
ren eingefihrt wird. Hier bietet es sch an, konsequent Stredken- undWinkel-
vergleich Uiber die MaRe vorzunehmen, also: die Strecke AB ist gleich langder
Strecke CD, wenn I(AB) = I(CD), und der Winkel « ist gleich groR dem
Winkel 3, wennw(e) = w(p).

In einigen Lehrbichern wird statt ,, gleich lang* bzw. statt , gleich groR* der
Begriff , kongruent benutzt. Ich halte das fir problematisch, denn ,gleich
grof3* bedeutet bel Dreiedken eher , inhaltsgleich”. Damit wirden de Schiier
also in eine falsche Richtung gelenkt werden. Ganzlich unkefriedigend er-
scheint mir jedoch, wenn man zunadhst die Kongruenz von Stredken (ker die
Gleichheit der Langen definiert, dann aber bei den Winkeln fordert, dal3 sich
ihre Schenkel paaweise aur Dedkung bringen lassen, ohre dal3 Kongruenzab-
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bil dungen bereits betradtet sind. Ahnlich gelagert ist das Problem, ob Kon-
gruenz undAhnlichkeit zunAdst al's Relationen zwischen Figuren ohre Bezug
auf Abbildungen eingefiihrt werden sollen, oder ob sie ds abgel eitete Begriffe
behandelt werden sollten. Diese Frage ist wesentlich vom Grundansatz des
Lehrganges her bestimmt. Bei einem ,,euklidisch* orientierten Lehrgang wird
man den ersten Weg gehen, wahrend man bei einem abhbil dungsgeometrisch
orientierten Lehrgang den zweiten wahlen wird. Die besondere Einfachheit des
Zugangs zu diesen Eigenschaften Uber den Abbildungsbegriff kann man als
Argument fir den abhbil dungsgeometrischen Lehrgang ins Feld fuhren. Am
Beispiel der Inhaltsgleichheit zeigt sich aber, dal3 hierbei nicht all e Relationen
gleich , natiirlich* erfal3t werden. Somit findet man sich as Didaktiker in dem
haufig auftretenden Dilemma, dal3 in einem Lehrgang die Vortelle der Be-
handlung bestimmter Begriffe nur durch Nadteil e bei der Behandlung anderer
erkauft werden kdnren. Hier zegt sich das von STRUNZ formuli erte Polaritéts-
axiom:

»Fast zu jeder wertvoll en geistig-sedi schen Gestalt, sei es, dal3 sie bereits
ihre Verwirklichung gefunden het, sei es, dal3 sie ainAdhst nur als eine
ideale Zielsetzung gegeben ist, gibt es eine éenso beredhtigte polare
Lebensform.” (S. 52).

Immerhin |83t sich heute sagen, dald man aufgrund der didaktischen Analysen
der vergangenen Jahre Vorteile und Schwéacden der wichtigsten Lehrgangs-
typen kenrt, (s. z.B. HOLLAND 1974, 197Y.

Fir das eben angesprochene Problem haben sich im Rahmen abhil durgsgeome-
trischer Lehrgange im wesentli chen zwel Ansétze herausgeschélt:

Bel einem stérker deduktiv orientierten Lehrgang werden die Invarianten von
Spiegelungen, Drehungen, Verschieburgen undV erkettungen herausgeabeitet.
Dabel wird in der Regel die Invarianz von Stredkenlange und Winkelmal3
hervorgehoben. Dann wird der Begriff Kongruenzabbildung definiert als
Oberbegriff fur die genannten Abbildungen. Anschlief3end definiert man de
Relation,, ... ist kongruent zu... .
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Hier wird also der Name Kongruenzabbildung nachtréglich gerechtfertigt.
Alternativ dazu kann man rattirlich bel der Behandung von Spiegelungen,
Drehurgen, Verschiebungen und daren Verkettungen eine dlgemeine Vor-
stellung von ,,... 18t sich zur Dedkung bringen..." vermitteln, duch de dann
der Begriff Kongruenzabbil dung nahegelegt wird.

Das am haufigsten dskutierte Problem der Anordnurg von Inhalten in der
Abbildungsgeometrie war zweifell os die Frage, in welcher Reihenfolge man
die Abbildungen behandeln sollte.

Die Arbeiten von WILLERS, SCHWAN undBACHMANN zum Aufbau der Geome-
trie aus dem Spiegelungsbegriff haben eine starke didaktische Resonanz gefun-
den. Insbesondere FABER hat interessante L ésungsvorschlége aur Entwicklung
der Abbhildungsgeometrie aus dem Spiegelungsbegriff gemadt.

Zunachst kann man einen solchen Lehrgang unter dem Aspekt der Motivierbar-
keit sehen. Wennman Achsensymmetrie, Punktsymmetrie, Drehsymmetrieund
Verschiebungssymmetrie betradhtet, so ist nach allen Erfahrungen Achsen-
symmetrie am auff dlli gsten. Andererseits sSndvom Auftreten der Bewegungen
her Achsenspiegelungen am seltensten. Dal3 ein Aufbau aus dem Spiegelungs-
begriff zweifell os mathematisch reizvoll undelegant ist, wére fir den Geome-
trieunterricht nur dann von Interesse, wenn man ihn an einer mathematischen
Systematik orientieren will. Zumindest fir den Geometrieunterricht in der
Mittel stufe des Gymnasiumswar daslange eklértes Zidl. Esfindensichin den
ersten abhil dungsgeometrisch arientierten Geometriebichern die verschieden-
sten Anordnurgen deser Symmetrien und e zugehdrigen Abbil dungstypen.
Inzwischen jedoch hat dasInteresse an dieser Frage stark abgenommen, daman
die Mdglichkeit, ale Kongruenzabhildungen durch Verkettung von Spiege-
lungen zu erzeugen, erst in einer Phase behandelt, in der bereits reichliche
Erfahrungen Uber die @nzednen Abbildurgen gewonnen worden sind. Man
kann heute das Stellen deser Frage dso geradezu als Indiz fir das Streben
nach einem fachsystematischen Lehrgang ansehen.

EineVariante dieser Fragestell ung ergibt sich fir den Bereich der Grundschule
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bei der Behandlung von Symmetrien. Es bieten sich dabei Lehrgange an, bei
denen erst Achsen-, dann Punktsymmetrie oder erst Punkt-, dann Achsen-
symmetrie oder beide Symmetrien integriert behandelt werden.

MORRIS hat 1974 von einer Untersuchurg berichtet, in der nach desen drei
Ansitzen urterrichtet wordenist. Dabei zeigte sich eine gewisse Uberlegenheit
des integrierten Vorgehens, indem es danach den Schiilern leichter fiel, wedh-
selnde Situationen korrekt zu handhaben. Auch im Hinblick auf eine spétere
Behandung der Abbil durngsgeometrie wurde @ne bessere Basis gesehen. Die
Folgerungen legen allerdings nahe, dald es sch hier weniger um spezfisch
abhil dungsgeometrische Eff ekte handelt als um allgemeine L erneff ekte.

Waéhrend bei den vorangegangenen Problemkrei sen mathemati sche Argumente
zumindest ins Gewicht fallen, ist das bei den folgenden Problemen nicht der
Fall.

Im Anfangsunterricht kannman die Entdedung der Symmetrie dazu benutzen,
die Schiler auf Kongruenzabhildungen aufmerksam zu machen. Man kann
diese Symmetrie aer auch nach der Einflihrung der Kongruenzabbildurgen als
Anwendurg untersuchen. Fir die aste Lésung spricht, dald Symmetrien von
Figuren urgemein auff dli g sind, so dal3 man die Schiler motivieren kann, sich
mit Abbildurgen, de bedeutend weniger auffallend sind, zu beschéftigen. Der
wichtigste Abhil dungsbegriff wird hier also aus einprégsamen Problemsituatio-
nen gewonren. Andererseits besteht die Gefahr der Verengung des Abbil-
durgsbegriffs, indem man némilich jeweil s nur einen Teil einer Figur auf den
anderen, also nicht die ganze Ebene @bildet. Die bisherigen Erfahrungen
zeigen, dal3 de Schiler bei beiden Wegen der Behandiung von Symmetrie,
Kongruenz und Ahnlichkeit die Abbildungen auf die Figuren einschranken.
Man mul3 also zusétzlich Mal3nahmen ergreifen, um diese Verengurgen zu
vermeiden. So kann man etwa stets Punkte auf¥erhalb der Figur mit abbilden
lasen. Das wirkt jedoch recht kiinstlich unddirfte von den Schilern weit-
gehend abgelehnt werden. Viell eicht sollte man einmal griindich urtersuchen,
wo sich wirklich Fehler ergeben, wenn sich de Schiler bei Symmetrie, Kon-
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gruenz und Ahnlichkeit auf die vorliegenden Figuren konzentrieren.

Dal3 Reihenfolgeprobleme unter Umsténden von algemeinen ddaktischen
Phanomenen Uberlagert werden, kannman z.B. einer Untersuchung von NUSH
(1 975 entnehmen. Er behandelte in einem Lehrgang erst die Kongruenz-,
dann de Ahnli chkeitsgeometrie undging in einem konkurrierenden Lehrgang
umgekehrt vor. Dabel zeigte es Sch, dal? kel beiden Lehrgangen Lernziele tiber
Kongruenzgeometrie gleich gut erreicht wurden, wahrendsich bessere Leistun-
gen in der Ahnlichkeitsgeometrie egaben, wenn sie im Schluf urterrichtet
wurde. Hier kann man wohl davon ausgehen, dal3 de den Schilern weniger
vertrauten Ahnlichkeitseigenschaften der Figuren schneller in Vergessenheit
gerieten als die Kongruenze genschaften.

Durch die p&dagogischen Diskussonen der letzten Jahre scheint esinzwischen
gesichert zu sein, dal3 ein lineares Vorgehen in der Geometrie nicht kindgemald
ist. Bereits FLADT hattein seinem beriihmten Aufsatz,, Losvon Euklid oder hin
zu Euklid?" (1959 einen stufenweisen Aufbau des Geometrieunterrichts
konzipiert:

.30 hebt, um mt Kant zu reden, der geometrische Unterricht (auf der
Unterstufe) mit der Anschauung an, steigt von da (von der Mittel- und
Oberstufe) zu Begriffen undendet (auf der Oberstufe) mit Ideen” (S. 1 0.

Dieser Stufenaufbau entspricht weitgehend dem des richtungsweisenden
Berichts der Mathematica Asociationvon 1923 Danach soll der Geometrie-
unterricht auf einer experimentellen Stufe A beginnen, Gber eine deduktive
Stufe B fortschreiten undin eine systematische Stufe C miinden. Dieser Stu-
fenaufbau hat grofen EinfluRauf die Organisation des Geometrieunterrichtsin
England gehabt. Einen stirker aufgegliederten Stufenaufbau hat NICKELSEN
(1963 vorgeschlagen:

»Das Abbildungsdenken entfaltet sich stufenweise astrahierend: von der
Abbildung der Figur zur Abbildung der ganzen Ebene; von einzenen
Abbil dungen zur Gruppe von Abbil dungen; von Eigenschaften einer Figur
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zu den invarianten Eigenschaften hinsichtlich einer Abbil dungsgruppe; von
einzdnen Abbil dungsgruppen zum System der Abbil durngsgruppen; von cer
Viezahl der Gruppen zum Begriff der abstrakten Gruppe; von der ab-
strakten Gruppe schliefdlich zu den formalen Grundagen der Geometrie*

(S. 42).

Dieses Programm scheint mir nach wie vor richtungsweisend zu sein fir den
Geometrieunterricht am Gymnasium.

Auch VAN HIELE hat fiir den Geometrieunterricht einen stufenweisen Aufbau
empfohlen, undFREUDENTHAL hat sich asleidenschaftlicher Verfechter dieser
Ideegezagt. BRUNER hat schliefdlich mit der eingangigen Formulierung ,, Spi-
ralprinzip” diesen Ideen allgemein zum Durchbruch verhafen.

Entscheidendan diesen Ansétzen ist, dal3 man d e Organisationsprobleme nicht
aus<chli efdli ch unter dem Aspekt der Anordnung sondern wesentli ch urter dem
des Niveaus sieht. Mag es im einzenen auch schwierig sein, de Niveaus zu
beschreiben, so hat sich dach der Grundsatz bewéhrt, Geometrie auf verschie-
denen Niveaus zu urterrichten.

Damit hat man nicht nur die Méglichkeit, sich innerhalb eines Schultyps den
verschiedenen Altersgufen anzupassen, sondern erhdlt auch Diff erenzierungs-
modelle.

Die meisten Lehrgange werden heute mehr oder weniger spiralig aufgebaut.
(Dieswird durch den Trend geférdert, von Themenbénden zu Jahrgangsbanden
Uberzugehen). Dabei kann man so vorgehen, dal3 man die ganze Breite geome-
trischer Phdnomene auf jedem Niveau urterrichtet, oder man expandiert inhalt-
lich mit steigendem Niveau.

Auch hier kann man fir die verschiedenen Wege Argumente angeben, beide
Ansétze finden sich in den Lehrbiichern, so dal3 man Unterrichtserfahrungen
sammeln kann. Nach meiner Ansicht spricht mehr fir ein Vorgehen in ganzer
Breite tber verschiedene Niveaus, dadann de Schiiler stets auf dem héheren
Niveau Uker das notwendige Wissen des vorherigen verfiigen.
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4. Probleme der Sprache

DieBegriffe, Gleichheit*, , Kongruenz* und, Ahnlichkeit* haben eine histori-
sche Entwicklung erfahren, de im Hinblick auf die Erforschung geistiger
Strukturen beaditenswert erscheinen.

EUKLID verwendet ,,gleich* im Sinne von ,, kongruent”, wenn er z.B. formu-
liert:

»Dinge, die énander dedken, sind einander gleich” (1. Buch, Axiom S).
Er verwendet gleich im Sinne von ,,inhaltsgleich*' wenn er formuli ert:

»Dreiedke auf derselben Grundinie undzwischen denselben Parallelen sind
einander gleich* (1. Buch, Satz 37).

Dieser verschwommene Begriff der Gleichheit zieht sich duch de ganze
Geometrie bisin de Neuzdt. So formuliert SNELL (1819:

~Zwey Figuren Uberhaupt sind gleich, wennsie sich decken” (5.21).
Andererseits vermerkt er zusétzlich:

»Figuren, wel che sich wechsel seiti g dedken, heifl3en kongruent. Esgibt aber
auch Figuren, welche dem Inhalt nach gleich sind, und deh verschiedene
Gestalt haben: diese sind gleich grof3, aber nicht kongruent* (S. 22).

Auch bei bedeutenden Mathematikern deser Zeit findet sich noch nicht die
vonuns erwinschte Klarheit. Soformuliert MoBIUS (1827) in seinemrichtung-
weisenden Buch ,, Der baryzentrische Kalkil*:

~Wennin zwei Figuren jedem Punkt der einen Figur ein Punkt der anderen
entspricht, dergestalt, dal? der gegenseitige Abstand zweier Punkte der
einen Figur dem gegenseitigen Abstand der entsprechenden Punkte in der
anderen Figur gleich sind,so sind de Figuren einander gleich und ahmich”
(S. 169.

Er meint also Kongruenz. Gleichheit verwendet er im Sinne von , Inhalts-
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gleichheit* Ahnlichkeit im heute tibli chen Sinne. Wahrend de Enzyklopadie
der Elementarmathematik von WEBER undWELLSTEIN (1905 den Begriff der
Kongruenz benutzt, spricht das Werk gleichen Titels von ALEXANDROFF,
MARKUSCHEWITSCH und CHINTCHIN (1969 von ,, Gleichheit”:

»Figuren sindgleich, wennman de @nevonihnen mittels einer Bewegung
in de andere Gberflhren kann* (S. 30).

Obwohl heute in den Schulbiichern zumindest bei den Dreied<en zwischen
gleich, kongruent undinhatsgleich (bzw. flachengleich) unterschieden wird,
geschieht das nur selten bei Stredken undWinkeln (bei ihnen sagt man dann
allerdings meist , gleich lang” bzw. , gleich grof3').

Andererseits llte sich der Lehrer dessen bewul¥ sein, dal3 auch der Kon-
gruenzbegriff fUr Dreledke @ner Entwicklung in der Vorstellung der Schiier
unterworfenist. Wahrendsiein der Anfangsphase meinen: ,, Dasist dasgleiche
Dreiek nur in einer anderen Lage”, erfasen sie spéater die Kongruenz ds
Relation zwischen verschiedenen Objekten. Diesen Entwicklungsproze3 solite
man behutsam zu férdern suchen. Dabei kann man vor zu rigorosen Forderun-
gen bewahrt bleiben, wenn man sich der sprachlichen Entwicklung dieses
Begriffsin der Mathematik bewu( ist.

Beim Begriff der Ahnli chkeit begegnen wir dem Problem, dal? deser Begriff in
der Umgangsspracdhein verschiedenen Zusammenhéngen mit unterschiedli cher
Bedeutung verwendet wird.

Esist aulerst fraglich, ob dese Bedeutungen mit der Entwicklung des Kindes
in Richtung mathematischer Ahnli chkeit prézsiert werden, wie man den Arbei-
ten von PIAGET entnehmen kdnrte. Empirische Untersuchurgen zeigen, dal3
das zugrundeliegende Verstandnis des umgangsgradlichen Ahnlichkeits-
begriff s stark situationsabhéngig bleibt (VOLLRATH, 5. Beitragin desem Heft).

Dem umgangsspradli chen Begriff der Ahnlichkeit scheint mir eher der von
MOBIUS eingefuhrte Begriff der Verwandschaft zu entsprecen.
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Auch der Begriff der Verwandtschaft ist einer Entwicklung unterzogen wor-
den. MOBIUS bezeht ihn auf Relationen zwischen Figuren:

»Die einfachste undengste Art von Verwandtschaft, die avischen Figuren
statt haben kann, ist die Gleichheit und Ahnlichkeit, indem von zwei Figu-
ren die eéne nichts anderes, als eine vollkommene Wiederholung, ein noch-
mali ges Setzen der anderen ist.” (S. 174).

Dieser Begriff der Verwandtschaft umfaldt bei ihm im folgenden zunédst
Gleichheit, Kongruenz, Ahnlichkeit, Affinit&t, Inhaltsgleichheit undKolli neai-
tét von Figuren. Spéter betradhtet er auch andere Abbildungstypen und duch
sie erzeugte V erwandtschaften. Wahrend er nach meiner Auffassung eindeutig
Relationen zwischen Figuren meint, wird es géter Gblich, de Abbildurgenals
V erwandtschaften zu bezechnen. So spricht etwaKLEIN davon,,,da3 sich jede
affineVerwandtschaft zweier Ebenen auf unendli ch viele verschiedene Wesen
durch Kombinationeiner Ahnli chkeitstransformation undeiner Parall el projek-
tion herstellen 181" (S. 85). Das stzt sichin der didaktischen Diskussonfort.
So schreibt DREETZ (1934):

»Die Bestreburngen, Gruppenbegriff und Abbildung in den geometrischen
Schulunterricht hineinzutragen, gehen von dem Gedanken aus, auch diesem
Teile des mathematischen Unterrichts einen Gesichtspurkt von dhnlicher
Tragweite undEinheitli chkeit zu geben, wie es der Funktionsbegriff fir die
Analysis ist. Dieser Gesichtspurkt kann nu der der geometrischen Ver-
wandtschaften sein. Der Z6gling mul3 sehen', dal3 es auch in der Welt der
Figuren keine Spriinge gibt, dal3 de @nzdnen Figuren durch Symmetrien,
Kongruenz, Ahnlichkeit, Affinitét oder Projektivitdt miteinander
zusammenhangen undauseinander hervorgehen.” (S. 85

Die Redewendury ,, miteinander zusammenhéngen” konnte auf die Relation
hinweisen, wahrend ,, auseinander hervorgehen® auf die Abhildurg zielt.

Anhnlich verschwommen wird dieser Begriff der Verwandtschaft dannauchin
den Schulbichern angesprochen, was angesichts der verschiedenen Deutungen
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durch die grof¥en Vorbil der nicht verwunderlichist. AufRerdem fehlte nattirlich
der Begriff sapparat mit dem sich das brauchbar prazsieren 18(3t. Zudem st der
Begriff in der Mathematik in den Hintergrund getreten. In der didaktischen
Diskusson der letzten 20 Jahre wurde @ dann jedoch wieder im urspriing-
lichen Sinne ds Relationsname verstanden (z.B. BECKMANN 1958.

Fir den Unterricht erscheint es mir erforschungswert, inwieweit die Schiler
sehen, dal’ zu jedem der wichtigen Abbildungsbegriffe éne Aquivalenzrelation
zwischen den Figuren gehdrt. Insbesondere scheint es bisher nicht geklart zu
sein, inwieweit die Schiler die durch dese Aquivalenzrelation erzeugten
Klasseneintell ungen erfassen, inwieweit sie dso de Klasse undinwieweit sie
die Repréasentanten sehen. Das scheint wichtig zu sein, dennviele dieser Klas-
sen haben eine fundamentale geometrische Bedeutung. Ich erinnere nur an
L~Form* und, Inhalt”. In der Regel werden die Begriffe Lange, Winkelmal3,
Inhalt und Form gesondert entwickelt. Sie werden alenfalls als Invarianten
bewul® gemadt. Es dirfte den wenigsten Schilern klar sein, dal3 sich dese
Begriffe als Aquivalenzklassn kongruenter Stredken, kongruenter Winkel,
zerlegungsgleicher Figuren undahnlicher Figuren interpretieren lasen.

Das al gemeine Bemiihen um Prazsierung der Sprache im Mathematikunter-
richt hat dazu gefuihrt, dafl3 man heutein den Lehrbiichern mit der Formulierung
der Relationen sorgfdtiger vorgeht. So sagt man statt , die Dreiedke sind
kongruent* etwas prazser ,die Dreiedke sind kongruent zueinander” . Diese
Redewendurg erlaubt man nach Moglichkeit erst, wenn den Schilern de
Einsicht vermittelt wurde, dal3 de Relation ,, . . ist kongruent zu . . .symme-
trisch ist“. Man sagt zwar nicht kongruente Stredken, vermeidet jedoch ,, glei-
che Stredken”, indem man ,, gleich lange Stredken” sagt. Ebenso hélt man es mit
den Winkeln. So hat z.B. KIRsCH (1972 gefordert:

»Man darf nicht —wie es auch heute noch vielfach geschieht — Stredken
bzw. Winkel (als Punktmengen) mit ihren Mal3en identifizieren* (S. 142.

Andererseitsfuhrt die Erfillung solcher Forderungen haufig zu schwerfélli gen
Formulierungen undzur Aufgabe bewéhrter Bezechnurgspraktiken. Es zegt
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sich durchgehend, da3 de Schulbiicher dieses Prazsionsniveau richt durch-
halten. Sowird z.B. o sowohl alsVariable fur Winkel als auch als Variable fir
Winkelmalie verwendet. Es wird behauptet, man misse e nur mal den Schi-
lern bewul¥ gemadt haben, dannkdnne man wieder nachlassg werden. Bisher
fehlt jedoch der Nachweis, dal3 ein Schiler, der nach gewonrener Einsicht und
einer Phase prazsen Spredhens wieder nadhlésdg spricht, hinsichtlich des
Lernens von Mathematik einem anderen (berlegen ist, der ohre @ne solche
Prazsierungsphase nachldsdg spricht. Insbesondere konnte bisher nicht
nachgewiesen werden, dald duch einen strengen Sprachgebrauch entwick-
lungsbedingte Verengungen des Begriff sversténdrisses beseitigt werden
kénren. Von daher erscheinen manche spracliche Prazsierungsbestrebungen
im Geometrieunterricht Ubertrieben.

5. Problemeder M odelle

Der Begriff Kongruenz wurde bereits friih mit der Vorstellung von Bewegun-
gen verbunden. Bereits die von EUKLID benutzten Redewendurgen bel Kon-
gruenzbeweisen lassen vermuten, dal3ihnen deVorstellung zugrundeliegt, eine
Figur werde bewegt undauf die andere gelegt. HELMHOLTZ betrachtet Bewe-
gungen as natiirli che Grund age des Begriff s der Kongruenz, undfiir POINCA-
RE stell en sie den Fundamental begriff der Geometrie dar. Andererseits wurde
diese Vorstell ung der Bewegung als etwas der Geometrie Fremdes empfunden.
Typischist der folgende Einwand, der von WEBER-WELL STEIN wiedergegeben
wird:

»~Mag man den Begriff der Gleichheit bei materiellen Geraden immerhin
auf dieBewegung grinden, in de Geometriekanner nicht so ohreweiteres
tbernommen werden. Die Bewegung muf3auf all e Féll e di miniert werden"

(S. 14,

Diese Probleme haben auch in der didaktischen Diskussoneine Rolle gespielt.
So argumentiert GUARDUCCI gegen Bewegungsvorstellungen im Geometrie-
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unterricht:

~Diese Art der Darstellung, die didaktisch sehr einfach ist, kann, so genom-
men, nicht als den Forderungen einer logischen Gestaltung der Geometrie
entsprechend angesehen werden® (ENRIQUES 1911,S. 104.

In England wurde die Diskusdon (ker diese Frage durch de Bemerkung von
RUSELL ausgel 6st:

»Die einleuchtende Benutzung der Bewegung ist irreflihrend, was in der
Geometrie Bewegung genannt wird, ist nur die Verlagerung der Aufmerk-
samkeit voneiner Figur oder Menge von Elementen auf eine andere. Wirk-
liches zur Dedkung bringen, wie es dem Namen nach bei Euklid gebradt
wird, ist nicht erforderlich” (zitiert nach dem MA-Report von 1923S. 28).

Der Ausweg aus dem Dilemma wurde nach Vorarbeiten von HELMHOLTZ
durch LIE gewiesen, indem er herausarbeitete, dald der Bewegung der reden
Figur eine Abbildung der ideden Figur entspricht. Der Abbildungsbegriff hat
hier auch aus einer didaktischen Schwierigkeit gefiihrt, denneinerseits ssh man
den didaktischen Vorteil solcher Bewegungsvorstellungen, stérte sich aber
andererseits an dem Methodenbruch: Obwohl also durch eine Grundagen-
diskusson dies Problem eigentlich gelost ist, ergeben sich doch eine ganze
Reihe didaktischer Fragen. Das von BRUNER formuli erte Spiralprinzip legte es
nahe, auch im Geometrieunterricht eine enaktive Phase des Handelns mit
konkreten Gegenstdnden einzuplanen. Sie soll zu Erfahrungen fihren, de ds
Grundage geometrischen Denkens gedgnet sind. Es hat sich inzwischen ber-
all eingebirgert, den Geometrieunterricht mit einer Propadeutik zu beginnen,
in der die Schiler mit konkretem Material arbeiten. So werden etwa Spiegel,
Kledksogramme, Transparentpapier undFoli en verwendet, um den Begriff der
Achsenspiegelung zu erarbeiten. Tétigkeiten mit diesen Materialien kénren
den Schilern helfen, Eigenschaften von Achsenspiegelungen zu finden. Es
liegt nahe, zu urtersuchen, ob dese verschiedenen Materialien urterschiedli-
ches leisten beim Finden solcher Eigenschaften. In Einzduntersuchungen
haben sich gewisse Uberlegenheiten gezegt (s. die Arbeit von GENKINS in
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diesem Heft), andererseits haben Unterrichtsversuche egeben, dal’3 de Unter-
schiede off ensichtlich leicht im Unterricht verwischt werden, dader Lehrer die
Schwéaden eines Verfahrens in der Regel sofort korrigiert (s. die Arbeit von
KIRSCHE in desem Heft).

Interessant erscheint auch de Frage, ob dese Methoden einen EinfluR auf die
Begriff shil dung haben. Man kdnrte vermuten, dal’ Schiiler, die beim Arbeiten
mit Papier stetsfalten, um so de Achsensymmetrie a1 urtersuchen, Schwierig-
keiten haben, spéter Achsenspiegelungen als Abbildungen der ganzen Ebene
und richt nur einer Teilfigur anzusehen. Es zeigt sich auch, dald de Schiiler bei
Handungen unter Umsténden duch das Material bedingte Einengungen des
Begriffs erfahren. So kann es etwa daau fuhren, dal3 das Umwenden von
Transparentpapier bei den Achsenspiegelungen zu der Vorstellung fuhrt, als
handele es sch bel der ebenen Achsenspiegelung in Wirklichkeit um eine
raumliche Drehung.

Neben dem direkten Bezug auf die Abbildungen und de damit verbundenen
Eigenschaften von Figuren hat nattirlich das Umgehen mit solchen Materialien
eine ungemein stimuli erende Wirkung auf Kinder, das se ihre Umwelt ganz
anders erfahren |&3t als ein ledigli ch konstruktiv oder gar theoretisch orientier-
ter Geometrieunterricht. Die aaregenden Arbeiten vonWALTER und devonihr
berichteten Unterrichtsversuche Gber Entdedkungen mit Spiegeln legen ein
beredtes Zeugnis daflr ab.

Dal} sich auch im fortgeschritteneren Geometrieunterricht Arbeiten mit
Transparentpapier bewdhren, ist durch zahlreiche Unterrichtserfahrungen
gesichert; dal? sie sich auch geometrisch rechtfertigen lassen, zeigen de Unter-
suchurngen von LIND (s. dieses Heft). Fir die Grundschule sind zahireiche
Materidlien entwickelt worden, de es gestatten, symmetrische Figuren zu
legen. Sie sind gedgnet, Symmetrien finden zu lassen und Symmetrien zu
erzeugen. Dabei geht es nicht nur um Vortburgen zum Abhildungsbegriff
sondern auch um das Erkennen geometrischen Formenreichtums und dhs
Erfassen von Bezehungen. Insbesondere ewartet man von dem Umgang mit
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solchen Materidien, dal3 bestimmte Verengungen Uberwunden werden. So ist
seit den Beobadhtungen von MACH bekannt, dal3 Schiller in der Grundschule
beim Erfassen von Figuren undihren Eigenschaften bestimmte Richtungen
bevorzugen. Das wirkt sich z.B. beim Erkennen von Achsensymmetrien darin
aus, dal? vertikale Achsen leichter gesehen werden als schrége. Bei der Kon-
gruenz von Figuren werden bekanntlich beziglich Translationen kongruente
Figuren eher al's kongruent angesehen a's olche, bei denen Spiegelungen oder
Drehungen erforderlich sind. Auch in der Orientierungsgufe muf man damit
rechnen, dal3 hier Schiler noch Schwierigkeiten haben. Wie bel den meisten
entwicklungspsychol ogischen Phdnomenen ist esauch hier fraglich, inwieweit
der Unterricht den Prozef3 bednflussen kann.

Eswaérejedenfall sinteressant die entwickelten Materialien daraufhin zu urter-
suchen, obsie solche Schwierigkeiten tberwinden helfen (Erste Ansétzefinden
sich in der genannten Arbeit von GENKINS).

Viele Lehrbiicher benutzen in der Orientierungsdufe Karogitter zur einfachen
Beschreibung von Figuren, zum Finden von Eigenschaften, zum Suchen von
Bildern undzum Finden gedgneter Abbildungen. Symmetrie von Figuren und
Kongruenz zwischen Figuren lassen sich damit | eicht erkennen. Darliber hinaus
fordert esdie Vorstellung, dal3 de ganze Ebene abgebil det wird. Andererseits
werden durch das Gitter besondere Abbildungen bevorzugt, was dch ins-
besondere bei Drehungen sehr stérend bemerkbar macht. Dagegen hat sich
bisher in der Bundesrepullik noch nicht das Geo-Brett eingeblrgert, mit dem
man z.B. in England hervorragende Erfahrungen in der Sekundarstufe 1 ge-
madt hat. Gegenuiber dem Karogitter bietet dieses Material die Mdgli chkeit
enaktiven Arbeitens. Zumindest in der Hauptschule kbnrte esauch ein zusétzli-
ches Hilfsmittel sein (s. daau de Anregungen im Buch von SteiBL). Neben
diesen Materidien, de man eher as methodsche Hilfen bezachnen kann,
haben im Geometrieunterricht seit jeher mathematisch relevante Wekzeuge
eine wichtige Roll e gespielt.

Es hat z.B. das Bestreben gegeben, zu den jewelli gen Abbildungstypen ad-
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aquate Zeichengeréte 2u entwickeln, de genau die Invarianten des jeweiligen
Abbildurgstyps benutzen. Als Beispiel seien das Spiegellined von PROKSCH
und s Parall elenlined von PRADE genanrt.

Von den Konstruktionen mit beschrankten Geréten ist off ensichtlich auf Ma-
thematiker eine gewisse Faszination ausgegangen. Nach den bekannten Be-
schrankungen auf Zirkel undLined in der klassschen Geometrie haben Unter-
suchungen Uber Konstruktionen mit dem Zirkel allein bzw. dem Lined alein
Interesse gefunden. Einen schéren Bericht Uiber diese Probleme findet man bei
ENRIQUES (Band 2). Andererseits beméngelt bereits KLEIN, dal3 solche kiinst-
lichen Einschrankungen haufig unnéige Schwierigkeiten erzeugen, ohre dal?
den Schilern de agentlich mathematisch reizvoll en Fragen bewu(d werden. So
interessant also de Verwendurg jeweil s der Theorie adaquater Zeichengeréte
in einem systematisch arientierten Lehrgang sein mag, so wenig haben sich
solche Ansétzebisher in den Lehrbichern durchsetzen kénren.

Das Geo-Dreied hat einen Siegeszug angetreten, mit dem alle anfallenden
Zeichenaufgaben miihelos mit ausreichender Genauigkeit gel6st werden kon-
nen. Insofern hat also auch hier die Entwicklung der Lehrgange a1 einer Ver-
anderung der Fragestellung geflihrt.
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