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Mit der Reform der gymnasialen Oberstufe hat wieder verstérkt eine Diskus-
sion um den Analysisunterricht eingesetzt, die sich in zahlreichen Aufsitzen
undVortragen zur Analysis niederschlagt. Es besteht heute weitgehend Uber-
einstimmung darin, dal3 jeder Abiturient im Mathematikunterricht mit den
Elementen der Analysis vertraut gemadht worden sein soll. Gemal3 den urter-
schiedlichen Zielsetzungen, Fahigkeiten undNeigungen der Schiler soll die
Kollegstufe nach einem Eingangskurs ein dff erenziertes Angebat in einem
Grund undLeistungskursin Analysis bieten.

Fir die Differenzierung haben Lénder und Unterrichtswerke verschiedene
Modell e entwickelt. Eine Analyse eénschlégiger Lehrplane und reu konzipier-
ter Lehrbiicher zeigt eine Reihe bisher nicht befriedigend geldster Probleme.

1. Differenzierungsprobleme
1.1.Das Problem des Differenzierungszitpurktes

Vergleicht man den Lehrplan von Bayern (Bayern) mit dem von Nordrhein-
Westfalen (NRW 1972, dann félt sofort der unterschiedliche Differenzie-
rungszeitpurkt auf. Nordrhein-Westfalen beginnt mit einem verhatnismaliig
allgemeinen halbjahrigen Eingangskurs mit elementarer Aussagen- und Prédi-
katenlogik, Mengen, Verknligfungen auf einer Menge, Relationen, Funktionen
und redlen Zahlen. Daran schlief3en sich dann Grund- und Leistungskurs in
Analysis an. Bayern plant fur Klasse 11 einen ganzjdhrigen Eingangskurs in
Infinitesimalrechnury, der bis zum Mittelwertsatz der Differentialrechnurg
fuhrt.

Waéhrend also NRW bereits im zweiten Halbjahr von K. 11 beim Beginn cer
Analysis diff erenziert, geschieht dasin Bayern erst zu BeginnvonKI. 12 rach



einem Einflhrungskursin Analysis.

Beim bayerischen Moddll sehe ich de Schwierigkeit, dal3 man die spéteren
Grundkursteilnehmer in Klasse 11 Gkerfordert, wenn man mit der Behandlung
der Diff erentiarechnurg eine angemessene Basisfiir den Lei stungskurs <haf-
fen will, dald man aber andererseits die aikinftigen Leistungskursteil nehmer
unterfordert undkeine ausreichende Basisfur die Weterfihrungim Leistungs-
kurs hat, wennman sich nach den Fahigkeiten der Grundkursteil nehmer richtet
und de Diff erentidrechnurg stérker anschaulich behandelt.

1.2.Das Problem des Anlaufs

Ein weiteres Problem des Unterrichts in Klasse 11 ergibt sich aus dem Anlauf
des Analysiskurses. Lehrbiicher (z.B. KuyPERS 1975 und Lehrpléne (z.B.
NRW 1972 hden haufig zu Beginn des Analysiskurses verhaltnismaliig weit
aus, um Begriffe wie Aussageform, Ldsungsmenge, Funktion, Umkehrfunk-
tion,Relation, de Struktur der redlen Zahlen undgar Aussagen- undPrédika-
tenlogik zu behandeln. Es besteht die Gefahr, dal3 des zu einer ermiidenden
Anlaufphase fuhrt, die die Schiler von cer eigentlichen Analysis fernhélt.

Hinsichtlich des Funktionsbegriffsist die Zielsetzung einer vertiefenden Wie-
derhdung nawendig; bei der Behandlung der Struktur der redlen Zahlen,
insbesoncere aber bei Aussagen- und Pradikatenlogik erscheint mir der Wert
einer expliziten Behandlung bisher nicht ausreichend gesichert.

Man geht off ensichtlich davonaus, dal3 man de Begriff shildungen undSchluf3
weisen der Analysis nur versteht, wenn logische Kenntnisse vorhanden sind.
Nunsind de Schwierigkeiten beim Erfassen wichtiger Begriffe der Analysis
wie Konvergenz, Stetigkeit, Diff erenzierbarkeit durch dekompli ziertelogische
Struktur der Definitionen mit bedingt. Darauf ist schon dt hingewiesen wor-
den. Esist aber fraglich, ob dese Schwierigkeiten geringer werden, wenn ein
Kurs Uber Pradikatenlogik vorangeht. Es gibt eine Reihe empirischer Untersu-
chungen in den USA, die den Einfluf3von Logikkurscn auf die Fahigkeit zum
richtigen Gebrauch von Schluf¥egeln in der Logik und in mathematischen
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Gebieten urtersuchen. Bisher ist mir keine Arbeit bekannt, die éne Uberlegen-
heit von Kursen zd gt, denen eine expli zite Behandlung der L ogik vorausgegan-
genist. Eswaére sicherlich gut, wenn eine so wichtige Curriculumentscheidung
empirisch gestiitzt werden kdnrte.

Auch die Lehrbiicher verhalten sich urterschiedlich hinsichtlich der Anlauf-
phase (das hangt wahrscheinlich mit der Préferenz fir einen bestimmten Lehr-
plan zusammen). Im Lehrbuch von SCHRODER/UCHTMANN fir den Leistungs-
kurs (1973 betrégt z.B. der Seitenumfang des V orspanns 19%, im Grundkurs
sogar 27% des Gesamtumfangs; dagegen sieht das Unterrichtswerk von Kuy-
PERS fUr den Leistungskurs 50%V orspannvor, verzichtet jedoch darauf fir den
Grundkurs.

Auff lli g sind besonders die langen Anlauf phasen von SCHRODER/UCHTMANN
und KuypPeRs fir den Leistungskurs. Man fragt sich, weshalb Curricula und
Lehrbicher Inhalte vorschalten, de dem Mittelstufenstoff zuzurechnen sind.

1.3.Das Problem der method schen Differenzierung

Die Lehrplane macdhen verhaltnismaldig ausf ihrli che Aussagen Ukber die unter-
schiedliche Auswahl der Inhalte und ller die unterschiedli che Zielsetzung fiir
die beiden Kurse. Daneben finden sich method sche Hinweise tiber Fragen der
Reihenfolge, der Strenge, des Vorgehens bei den Begriff shildungen und Uler
die Argumentationsweise bei Beweisen. Eine Analyse der Lehrpldne und der
bisher vorliegenden dfferenzierten Unterrichtswerke 1813t jedoch erhebliche
Zweifel aufkommen, dal3 de unterschiedli che Zielsetzung der diff erenzierten
Kurse durch ein klares methodisches Diff erenzierungskonzept verwirklicht
wird. Dazu einige Beispiele.

Der Lehrplan von Nordrhein-Westfalen sieht hinsichtlich der Begriff sbil durgs-
prozes= folgende »V arianten« vor:

»FUr die Begriffshildung sollte man viel Zeit aufwenden, den Begriffs-
umfangjedoch so minimal wie mdglich hdten.« (Leistungskurs)
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»FuUr die Begriffsbildungsollte viel Zeit aufgewand werden, der Umfang
an Begriffen jedoch minimal gehalten werden.« (Grundkurs)

Esist unverstandich, dal3 gerade fir die so wichtigen Begriff shildungsphasen
hinsichtlich Begriff saufwand undBegriff sdichte derartig wenig unterschieden
wird.

Jeden erfahrenen Lehrer mufd es befremden, wenn bei der zentralen Grenz-
wertdefinitionmit i hren erhebli chen didakti schen Schwierigkeiten hinsichtlich
des Sprachniveaus Uiberhaupt nicht unterschieden wird:

»Bei der Grenzwertdefinition empfiehlt es sch, von einer verbalen Formu-
lierung awszugehen und dese schrittweise zu agebraisieren.«(Grund- und
L eistungskurs)

Auch die Lehrbicher bieten hier kaum brauchbare Losungen. Dazu wieder
einige Beispiele:
»Sai f: x - f(X), X €4, eineredle Funktion und & 4, f heif}t stetig an dr

Selle a, wenn es a1 jeder Umgebung ¥ von f(a) eine Umgebung U von a
gibt, so dal¥f(U)c V.« (SCHRODER/UCHTMANN, Grund undL eistungskurs)

»Eine Funktion f heif?t stetig aneiner Selle x, ¢ D (f) genau dannwenn
gilt:

limf(x) = f(xy).«
X
(KUYPERS, Leistungskurs)

»Eine Funktionf heil3 stetig aneiner Selle %, € D (f) genau dannwenn
(1) eine UmgebungU(x,) exstiert mit U(x,) < D (f)

und

(2) firr jede Zahlenfolge <x,> mit x, € D (f) undlim x_ = x gilt:

N-oo
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limf(x) = f(x).«
N-o
(KUYPERS, Grundkurs)

Die Beispiele zegen: Ein Unterrichtswerk verzichtet fir die Definition der
Stetigkeit Gberhaupt auf eine Differenzierung und mutet beiden Kursen de
schwierige Umgebungsdefinition zu.

Beim anderen Unterrichtswerk sind sowohl die Formulierung der Definitionals
auch dievorausgesetzten Grundagen im Leistungskurs einfacher alsim Grund
kurs. Man erkennt hieran, dal3 entweder die Diff erenzierung der Lehrbuchwer-
ke nicht griindich genug vorgenommen worden ist, oder dal? methodsche
Diff erenzierungsmdgli chkeiten in der didaktischen Diskusson kisher nicht
genlgend Beattung gefunden haben.

1.4.Das Problem der inhdltli chen Differenzierung

Lehrplane und Lehrbicher differenzieren am auffalligsten hinsichtlich der
Inhdte. So verzichten etwa SCHRODER/UCHTMANN im Grundkurs auf die
Betrachtung von Folgen, KUYPERS |83 im Grundkurs z.B. die Behandlung
spezdler Folgen und Reihen und aren Anwendurgen auf die Finanzma
thematik weg. Der Verzicht auf Folgen im Grundkurs fiihrt zu einer erhebli-
chen Ersparnis. Stetigkeit wird mit Hilfe des Umgebungsbegriffs erklart und
Differenzierbarkeit wird auf Stetigkeit zurtickgefuhrt. Das ist mathematisch
zweifell os elegant, esfragt sich aber doch, ob dibel nicht Grundkursteil nehmer
Uberfordert werden.

Bei den Unterrichtswerken, de ein dfferenziertes Angebot madien, muf3
anerkannt werden, dai3 sie sich schonvom Umfang her erheblich urterschei-
den: Bel SCHRODER/UCHTMANN betrégt der Umfang des Grundkursbandes
etwa 61%, bei KUYPERS etwa 43% des L eistungskursbandcs.

Andererseits bringen z.B. SCHRODER/UCHTMANN in beiden Banden etwa auf
jeder 2. Seite @ne Definition oder einen Satz mit den zugehdérigen Motivatio-
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nen, Beispiden, Erlduterungen undBeweisen. Zur Formulierung von Aufgaben
werden im Leistungskurs 31%des Buches benutzt, im Grundkursband dagegen
21%. Bel gleichem Theorieanteil in beiden Biichern wird also der Anteil des
informierenden Textes im Grundkursbuch etwas gréfRer. Hier zeigt sich zwei-
fellos eine Tendenzwende. Wahrend de »Kurzausgaben« friiherer Unterrichts-
werke am Text zu Gunsten von Aufgaben sparten, ist jetzt das Verhdltnis eher
umgekehrt. Hinsichtlich Motivationen, Erlauterungen undV ertiefungen mag
man das begriiffen. Der hohe Theorieantell erscheint mir jedoch fr den Grund
kursim Hinblick auf Fahigkeiten undinteressen fragwirdig.

1.5.Das Problem der Weiterfiihrung

Sieht man den Analysisunterricht der Koll egstufe awischen Propadeutik einer-
seits undUniversitétsunterricht in Analysis andererseits im Sinne éner Curri-
culumspirale, dann wird man verschiedene Niveaus der Begriff sentwicklung,
des Argumentierens, des Formalisierensund des Probleml dsens erwarten. Am
Beispid der Definition fir die Diff erenzierbarkeit einer Funktion méchte ich
auffélli ge Diskrepanzen zeigen, deill ustrieren kénnen, dal?3 der Kollegstufen-
unterricht in der Gefahr ist, das angemessne Niveau zu verfehlen.

»Sa f: x - f(X), X €4, eineredle Funktion undsei a €4 ein Haufungspurkt
vonA. f heildt an der Selle a dfferenzierbar, wenneseine Funktionf,: x -
f, (X), x €4, gibt, so dal gt:

1.f(x) = f(a) + (x-a) f, (X) fur alle xe 4,
2.f,ist stetig an dr Sellea.

Die Zahl f,(a) heil3t Ableitungvonf an der Selle a undwird mit f'(a) be-
zeichnet.«

(SCHRODER/UCHTMANN, Grundkurs)
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»Es &i f: A - B eineredle Funktion und ac 4 ein Haufungspurkt von 4.
fheildt an der Sellea dfferenzierbar, wenneseine Funktionf;: A - R gibt,
so dal3 git:

1.1(x) = f(a) + (x-a) f,(x) fur alle xe 4,
2.f ist stetig an dbr Sellea.
Die Zahl f, (a) heif3t Ableitungvonf an der Sellea.«

(SCHRODER/UCHTMANN, Leistungskurs)

»Eine Funktion f heiflt differenzierbar an der Selle %, genau dann,wenn
die zugehdrige Differenzenqudientenfunktion m, an der Selle x, stetig
fortsetzbar ist, wenn dso der Grenzwert des Differenzenqudienten fir x -
X, exstiert. Man bezeichnet diesen Grenzwert mit ' (X,) und rennt ihn de
Ableitung der Funktionf an der Stelle %,. Es gilt also:

I|m m (¥ = Ilm())( o) = f/(x).«
(KUYPERS, Grunokurs) K
»Eine Funktionf heif differenzierbar an der Selle % genau dannwennes
1) eine UmgebungU(x,) gibt mit U(x,) < D (f) undwenn

2) der Grenzwert des Differenzenqudienten

f(x,+h)-f(x,)
h

f(xo) =D Ilmm(xh) = lim M
h-0 h
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exstiert. Man rennt den Grenzwert f' (x,) die Ableitung der Funktion von
der Selle x.«

(KUYPERS, Leistungskurs)

Bei den ersten beiden Definitionen erkennt man die Néhe zu GRAUERT/LIEB
(1967, dieimmerhin fir Mathematikstudenten, formuli eren;

»Essa f eineauf einer zuldssgen Menge M erklérte redl e Funktion undx,
ein Punkt von M. Man rennt f in x, differenzierbar, wenn es auf M eine
Funktion A mit folgenden Eigenschaften gbt:

(@) Aistinx, stetig.
() Auf gare M ist f(x) = f(x,) + (X - X;) A(X).«

Die meisten Studenten dirften heute diese Definition als eine »V erfremdung«
dessen empfinden, was sein der Schule ds Diff erenzierbarkeit gelernt haben.
Ob das wiinschenswert ist, mag eine Angelegenheit der Hochschule sein. Es
scheint mir aber fragwirdig zu sein, hier der Hochschule entgegenkommen zu
wollen. Denn ohre dlen Zweifel ist diese Fasaung, bei der die Existenz e@ner
Funktion verlangt wird, begrifflich wesentlich schwerer zu erfaseen als die
traditionell e Definition, kei der lediglich die Existenz @nes Grenzwertes, also
einer Zahl verlangt wird.

Aber die Schulbuchbeispiele weisen nach auf ein anderes Problem hin. Bei
VAN DER WAERDEN findet man 1975(!) in einem Buch fir Studenten der
Naturwissenschaften folgende Definition:

»Eine Funktion f(x) heil3t differenzierbar an der Selle x wenn

lim f(x+h)-f(x)
h-0
exstiert undendich ist.«

Diese Formulierung ist schlicht und sprachlich so grof&ztigig gehandhabt, dal?
sie anscheinend nur von einem beriihmten Mathematiker fir Studenten der
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Naturwissenschaften verwendet werden kann.

Alle Erfahrungen sprechen dafiir, dald begrifflicher Aufwand im Mathematik-
unterricht bel den Studenten wenig Spuren hinterlassen hat. So sieht sich de
Hochschuleimmer wieder gendtigt, den Anwendern (Psychol ogen, Wirtschaft-
lern, Medizinern, Biologen, Chemikern) Mathematikkurse anzubieten, de
begrifflich wesentlich schlichter sind als das, was den Schilern in den neuen
Schulbiichern zur Analysis slbst im Grundkurs zugemutet wird.

2.Vorschlage fur einen Eingangskurs

Mir scheint es eine wichtige Ziel setzung eines Eingangskurses zu sein, in einer
Propadeutik natwendige Grundagen zu wiederhden undzu vertiefen, intuitive
Vorstell ungen zu wedken undtypische Denk- und Arbeitsweisen der Analysis
anzusprecdhen, die den Schillern eine @nheitli che Grundage vermitteln und de
ihnen die Wahl des Kurses erleichtern. Man sollte das an wesentlichen Fra-
gestellungen tun, die anerseits fur alle Schiler von Bedeutung sind, anderer-
seits eine ausreichende Basis auch fur den Leistungskurs darstellen konren,
ohre die akinftigen Grundkursteilnehmer zu tberfordern. Lassen Sie mich
kurz @nige Themenkreise skizzieren.

2.1.Nullstellen gareer rationder Funktionen

Ich mochte vorschlagen, bereitsim Eingangskurs die bekannten Null stell ensét-
zezu behandeln. Damit werden de Betradhtungen der Mittelstufe wiederhalt,
weitergefihrt undvertieft. Es deht auler Frage, dal3 damit eine Problemstel-
lung angesprochen wird, de vielen Anwendern begegnet. Gleichzeiti g schafft
man damit eine gute Grundage fir die Kurvendiskussonen in Grund und
Leistungskurs. Man sollte das Horner-Schema zur néherungsweisen Null-
stell enbestimmung verwenden undlterationsverfahren anschlief3en, de an de

naherungsweise Beredhnurg vony/a in der Mittelstufe ankniipfen. Anschlie-
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lRend kann man Iterationsverfahren fir ganze rationale Funktionen graphisch
und numerisch behandeln, ohre bereits eingehend Konvergenzfragen zu eror-
tern. Das kann dannim Leistungskurs vertieft werden, indem man dat einen
Konvergenzsatz fir das benutzte Verfahren erarbeitet (wie z B. in SCHRO-
DER/UCHTMANN 1973.

2.2.Zahlenfolgen

Mo6gen auch zum Aufbau der Diff erentialrechnurg in der Mathematik Folgen
nicht alswesentli ch betrachtet werden, sindsieim Hinbli ck auf Verall gemeine-
rungen in Topdogie und Funktionalanalysis auch zu schwadh, so sollte man
dochihregrofe Bedeutung fir die numerische Mathematik, und damit auch for
die meisten Anwender von Mathematik, nicht unterschétzen. Hinzu komnt,
da3 man duch jahrelange Unterrichtserfahrungen weil3, da’ Folgen fir die
Propadeutik der Analysis ungemein nitzlich sind. Trotz mancher Gegenargu-
mente mochte ich deshalb ausdriicklich Folgen fir die Propédeutik der Analy-
sis befUrworten. Von der Mittelstufe her haben de Schiler insbesondere bei
der Iterationirrationaler Zahlen konvergente Zahlenfolgen intuitiv kennenge-
lernt. Es <heint mir im Sinne @ner Curriculumspirale éne gute Zielsetzung zu
sein, diese Fragen nachmals aufzugreifen urd dadurch zu vertiefen, dal3 man
sie begrifflich klart. Damit erreicht man gleichzeiti g eine vertiefte Kenntnis der
reellen Zahlen underhélt eine Vorbereitung des Konvergenzbegriffesin den
beiden Koll egstufenkursen.

Dabel mochte ich besonderen Wert auf eine sorgfélti ge Begriff sgenese legen,
die von intuitiver Erfassung des Grenzwertbegriffs bis zu einer formaen
Definition fuhrt, auf die auch der Leistungskurs aufbauen kann. Dazu méchte
ich vorschlagen, desen Begriff shil dungsprozeld zu urterstitzen duch Betradh-
tungen eines pezidlen Folgentyps, namlich der schliefdli ch konstanten Folgen.

Auf diese Folgen wird man in natirli cher Weise gefiihrt, wenn man mit Redh-
nern arbeitet. Rechnet man z. B. mit einem 8-stelli gen Elektronenrechner nach
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der Iterationsvorschrift

000 = 2 0+ D

mit a =2 undx, = 1,5, so erhélt man nacheinander
1,4166666 1,4142156 1,4142135 1,4142135...

Dasist eine Folge, bei der vom 4. Glied an alle Glieder tibereinstimmen. Bei-
spiele dieser Art fuhren auf natlrliche Wease aum Begriff der schliefdlich
konstanten Folge. Die Schiler erhalten aus den Beispielen eine so klare Vor-
stellung davon, dhf3 es ihnen nicht schwer fallt, eine Definition anzugeben.
Zunadst wird man umgangsspradlich sagen:

Eine Folge heifdt schliefdli ch konstant, wenn von einem Glied an al e weiteren
Ubereinstimmen.

Schrittweise kann dasin der propédeutischen Phase formalisiert werden zu:

Eine Folge <a,> heif3t schliefdli ch konstant, wenn

VAM=2N=a =a).

N n

Hier lernen die Schiler einen typischen Begriff shil dungsprozei kennen, wie &
spater im Analysiskurs noch héufig auftreten wird. Man wird den Begriff
festigen durch Beispiele und Gegenbeispiele, durch Oberbegriffe wie Folge
und beschrénkte Folge, Unterbegriffe wie konstante Folge und schliefdlich
abbrechende Folge. Spéter wird man dann dese Begriffe in das Begriff snetz
for Folgen einordnen. Als nadsten Schritt wird man nach Eigenschaften
suchen.

Insbesondere wird man danach fragen, wie sich die Folgen gegeniiber glied-
weiser Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division verhaten. Die
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Schiler finden leicht die richtigen Vermutungen. Zum Beweis kann man
wieder auf verschiedenen Niveaus argumentieren.

An diesem Formalisierungsproze3 kbnren die Schiler ihr Abstraktionsver-
madgen testen undschulen. Man schafft damit gleichzeitig eine gute Vorberei-
tung fir die Grenzwertsétzeder Anaysisunderhdlt schliefdlich de M dgli chkeit
préadikatenl ogische Uberlegungen anzustell en.

Dielterationsvorschrift x ., = @(x.) fahrt natdrlich nur dannauf eineschlief-

lich konstante Folge, wenn man de Rechnurg mit einem Rechner mit kon-
stanter Stellenzahl durchfuhrt. In diesem Fall werden alle Zahlen auf i Stellen
gerundet. Bezachnen wir mit r; die i-te Rundurgsfunktion, de jeder redlen
Zahl ihre auf i Dezmalen gerundete auordnet, so ergibt sich die Deutung, dal3
der Rechner nach der Vorschrift

X1 = Ti (@(x))
arbeitet.

Man transformiert also eine theoretisch gegebene Folge underhélt eine andere
mit einem anderen Kornvergenzverhalten.

Dieser Sachverhalt kann spéter zu einer weiteren wichtigen Fragestellung der
numerischen Mathematik hinfUhren. Es ist haufig erwtinscht, eine Folge so
transformieren zu kdnren, dald eine stérker konvergierende Folge entsteht. Man
sollte Gberpriifen, obman nicht wenigstens an einem Beispiel ein Konvergenz-
beschleunigungsverfahren im Leistungskurs behandeln sollte. (Man denke éwa
an de Aitken-Methode, STOER 1972)

2.3.Interpdation

Schliefdlich scheint mir das Problem der Interpolation ksher im Unterricht
vernachldss gt worden zu sein. Die meisten Anwender werden mit der Aufgabe
konfrontiert, Mef3purkte durch eine Kurve zu verbinden und dese durch eine
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einfache Funktion zu approximieren.

Eine mdgliche Forderung ist, dal3 de Funktion de Mef3werte liefert. In der
Mittel stufe werden quedratische (undkubische) Parabeln bestimmt, von denen
3 (bzw. 4 Punkte) gegeben sind,indem man deKoordinatenin de Kurvenglei-
chungen einsetzt und dann de Koeffizienten duch Lésen des Gleichurgs-
systems bestimmt. Man kann dbas aufgreifen undfortfihren, indem man eine
der bekannten Interpolationsformeln von NEWTON oder LAGRANGE einfiihrt,
die dazu dienen, mit Hilfe von ganzen rationalen Funktionen zu interpalieren.
Allerdings spielen diese in der Praxis kaum noch eine Rolle fir Zwedke der
Interpalation. Man arbeitet heute meist mit Kubischer Spine-Interpolation
(Engl. spline: biegsames Kurvenlined). Diese Methoce lehnt sich an das
graphische Interpolationsverfahren mit Hilfe eénes biegsamen Kurvenlineds
an. Es wird dabei fur jedes Teili ntervall zwischen den Stitzstellen eine kubi-
sche Funktion bestimnt, derart dafl3 man eine azisammenhéngende Kurve ehélt.
Die kubischen Funktionen werden so zusammengesetzt, da3 de Interpola
tionsfunktion auf dem ganzen Intervall zweimal stetig diff erenzierbar ist; die
Parabel stiicke werden bestimmt durch de Bedingungen:

() An den Stitzstellen werden die gegebenen Werte angenommen.
(2) DieTellparabeln hdngen zusammen.

(3) An den Anschlufstellen sind keine Spitzen.

(4) An den Anschlufstellen andert sich der Kriimmungsradius nicht.

Bei der Bestimmung der Koeffizienten handelt es sch rechnerisch um das
Ldsen eines Systems lineaer Gleichurgen.

Wegen der auftretenden Bedingungen (3) und (4) wird man diese Spline-
funktionen erst in den Klassen 12 trw. 13 ketrachten (z. B. wie in ADE,
SCHELL 1975. Man kann dasin der Mittelstufe vorbereiten durch Betrachtung
allgemeinerer Ware-Preis-Funktionen (VOLLRATH 1973.

Wieder also scheint mir hier ein Bereich gegeben zu sein, der einerseits an
Mittel stufenbetrachtungen anknlipft, dort verwendete Arbeitstechniken sichern
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und vertiefen kann, und @r dannin der Kollegstufe sinnvoll weitergefthrt
werden kann.

3. Differenzierung des Analysisunterrichtsin der Kollegstufe

Eine L&sung der wichtigsten Diff erenzierungsprobleme fiir den Analysisunter-
richtin der Koll egstufe seheichin der unterschiedlichen Auspragung wichtiger
Variabler wie Allgemeinheitsgrad, Begriffsdichte, Anschadichket, Srenge
usw. Sie bezehen sich auf Unterrichtsphasen wie Hinflhren zu einem Begriff,
Formulieren einer Definition, Suchen von Zusammenhéngen, Aufstellen von
Vermutungen, Formuli eren eines Satzes, Beweisen eines Satzes, Entwicklung
von Algorithmen, Suchen von Beispielen, Anwenden eines Satzes, Uben von
Algorithmen usw. Die Lehrplane setzen fur die Auswahl der Inhalte enen
Rahmen, die Tendenz immer stérkerer Einschréankung der Wahlfreiheit des
Lehrersist jedoch urverkennber. Das wird wesentlich begriindet mit der Ver-
einheitlichung der Zielvorstellungen und ¢ Normierung der Leistungen, de
im Hinblick auf die AbschluRpriifung entwickelt werden.

Immer wieder werden in der didaktischen Diskusson reue Inhalte, insbesonde-
re fir den Grundkurs, vorgeschlagen. Wenn man auch gegen manche Ent-
scheidung Bedenken haben kann, scheinen mir doch method sche Probleme aur
Zeit vordringlicher zu sein,

3.1.Leitideen ds Differenzierungshilfe

Hinsichtlich der method schen Gestaltung des Unterrichts machen de Lehr-
plane insoweit Angaben, als meist die Reihenfolge der fir den Unterricht
empfohlenen Inhalte angegeben wird.

Soweit erkennbar, wird de Rethenfolge der Inhalte im wesentlichen durch de
sachlogische Struktur bestimntt. Sie entspricht haufig der Reihenfolge, die aich
wissenschaftliche Darstell ungen zur Analysis benutzen. Das ist insoweit nicht
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verwunderlich, alsnatirlichin der Koll egstufe stérker deduktiv gearbeitet wird.
Andererseits haben dfenbar Organisationsprinzipien wie das »genetische
Lehren, die »Themenkreismethode«, das »exemplarische Lehren« oder »pro-
blemorientiertes Lehren« bisher wenig Bedeutung erlangt; sie haben sich
jedenfalls bisher kaum in den Lehrblchern niedergeschlagen. Anscheinend
sind diese Verfahren zu weit von den Intentionen der Schulbuchautoren und
vielleicht auch der Lehrer entfernt, da sie nicht as praktikabel angesehen
werden. Hinzu kommt, dal3 de dazu vorhandenen geschlossenen Darstell ungen
(z.B. zum genetischen Lehren der Analysisin WITTMANN 1973 sich nicht der-
art deutlich von anderen urterscheiden, dal3 an ihnen ein alternatives Unter-
richtsverfahren erkennbar wére. Vielleicht liegt es gerade im Wesen dieser
Methoden, dal3 sie nicht fir die Darstellung in Lehrbiichern gedggnet sind.

Ein weiteres wichtiges method sches Hil fsmittel ist die Akzentuierung. Nach
einer Analyse der Zielvorstellungen fiir die beiden Koll egstufenkurse méchte
ich vorschlagen, fiir den Leistungskurs Analysisforschungsorientiert zu urter-
richten, wahrend im Grundkurs in erster Linie anwendungsorientiert urter-
richtet werden sollte. Das kann sich darin auf3ern, dafd bei der Behandung der
Analysis im Grundkurs das Bestimmen von Grenzwerten, Tangentensteigun-
gen, Differentialen, Ableitungen, Integralen, Flachen- und Rauminhalten im
Vordergrund steht, wéhrend im Leistungskurs Konvergenz, Diff erenzierbar-
keit, Integrierbarkeit, Flacheninhalts- und Rauminhaltsbegriff as wichtige
Begriff shil dungen herausgeabeitet werden.

Die Forderung der Anwendberkeit ist nicht neu. Gerade in Darmstadt hat sie
eine lange Tradition. Vielleicht ist dieser Aspekt in der didaktischen Diskus-
sion zetweise vernachlassgt worden. Ich halte es jedoch fir verfehlt, diesen
Aspekt dem gesamten Mathematikunterricht zugrunde a1 legen. Dennich sehe
nicht, wie sich damit wesentliche Zielsetzungen insbesondere des Leistungs-
kurses verwirklichen lassen. Wohl fordern Lehrpléne »Kenntnis der grunde-
genden Anwendurgsmdglichkeiten der Mathematik in Naturwissenschaft,
Tedchnik undWirtschaft«, andererseits jedoch auch »Vertiefte Einsicht in den
logischen undsystematischen Aufbau der Mathematik« (Bayern 0.J.).
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Dagegen scheint mir die Anwendurgsorientierung eher fir den Grundkurs
richtungweisend sein zu kénnen. Denn Her sind de theoretischen Zielset-
zungen wesentlich bescheidener. Analysis im Grundkurs wird sich auf die
Dauer nur dannrechtfertigen lassen, wenn den Schillern Fahigkeiten vermittelt
werden, dieihnen nitzlich sind und de siein de Lage versetzen, das Gelernte
spéater anzuwenden.

Ich halte es fur einen Fortschritt, wenn heute in den Leistungskursen das
Bemiihen um Erkenntnis gegeniiber dem Uben von Tecdhniken (kerwiegt.
Andererseits scheint es mir gerade deshalb nawendig zu sein, im Grundkurs
ein edhtes Alternativangebot zu machen. Hier sollten die Schiller angesprochen
werden, de spéter allenfals als Anwender mit Mathematik zu tun heben
werden. Bisher habeich fur diesen Kurs noch keine befriedigenden L ehrbicher
gesehen. Immer noch scheint mir begriffli cher Ehrgeiz zu daminieren. Das mag
zum Tell daran liegen, dal3 viele dieser Biicher eine »Verdiinnurg« oder einen
»Auszug« aus dem Leistungskursbuch darstellen. Hier scheint mir eine ganz
wichtige Aufgabe fur die nadhste Zeit zu liegen.

Dabel sollte man im Leistungskurs versuchen, den Schilern den Eindruck zu
vermitteln, dald Mathematik etwas ist, fir das ein hoter personlicher Einsatz
lohrt, das erforschenswert ist. Dazu gehért die Auseinandersetzung mit Ma-
thematik, die auf Erforschung von Zusammenhangen gerichtet ist, die nach
Ursachen fir bestimmte Zusammenhénge fragt und de den Schiler motiviert,
sich mit einem Problem intensiv auseinanderzusetzen.

Man sollteim Grundkurs den Eindruck zu vermitteln suchen, daf3 Mathematik
anwendurgsfreundich ist, dal sie viele interessante Fragen beantworten kann
und dal3 de dazu nawendigen Mittel ohne tberméRigen formalen Aufwand
entwickelt werden kdnren.

3.2.Unterschiedliche Dosierungen ds Differenzierungshilfe

Ein weiteres wesentli ches method sches Instrument ist die Variation der Dosie-
rungvon Inhalten, Tétigkeiten undUnterrichtsphasen. Das pragt sich in ver-
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schiedenen Variablen aus. Am auff dlli gsten dirfte der Aufwand sein, der fir
bestimnte T&tigkeiten im Rahmen einer Unterrichtseinheit oder desLehrgangs
vorgesehen wird. Darunter kann man das Verhdltnis aus der Dauer einer be-
stimmten Phase und der Zeit der Unterrichtseinheit oder des Lehrgangs ver-
stehen.

Wie bereits oben ausgefiihrt wurde, lasen die Lehrbicher erkennen, dald der
Aufwand wichtiger Phasen wie Erarbeiten eines Begriffs, Gewinnen von
Sézen, Erarbeiten von Algorithmen, Anwenden und Uben in beiden Kursen
etwagleichist. Hinsichtlich des unterschiedli chen Zielverhaltens, dasfir beide
Kurse angestrebt wird, helte ich das nicht fir realistisch. Fur den Grundkurs
muf3 nach den bisherigen Erfahrungen mit einem héheren Anteil des Erarbei-
tens, Anwendens und Ubens gerechnet werden als im Leistungskurs.

Allerdings 183 sich der Aufwand der verschiedenen Phasen im Unterricht nur
recht grob aus der Anlage der Lehrbiicher erschlief3en. Deshalb habeich den
Aufwand auch auf die Lehrgangszet und richt auf den Umfang des Buches
bezogen. In der Unterrichtspraxis kann man héufig beobadten: Es gibt einige
Phasen hoten Theorieaufwands (Erarbeitung des Grenzwertbegriffs, der
Ableitung, des Integrals), denen Phasen hoten Uburgsaufwands folgen. Die
Bedeutung der Reifeprifung fuhrt dann zu einem wesentli chen Schwinden des
Theorieaufwandes. Das Diagrammin Abb.1gibt diese Situation wieder:

Aufwan(

Abb. 1.Aufwandsprofile

Wenn auch der Lehrer den Aufwand urebhdngig vom verwendeten Buch zu
bestimmen sucht, so muf? man andererseits doch sehen, dal3 das Buch inten-
diert, im Unterricht behandelt zu werden. Damit wird durch die Entscheidung
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fur den Aufwand der einze nen Phasen ihre Dichte beanflufd. Unter der Dichte
verstehe ich das Verhdltnis aus Inhalt einer Phase au ihrer Dauer. Esist klar,
dal? z. B. ein erhohter Ubungsaufwand bei vorgegebenem Lehrbuch zu einer
Erhdhurg der Begriffsdichte fuhrt. Allgemein kann das Dichteprofil eines
Lehrgangs die Planurgsqualit & des Unterrichts zeigen.

Dichte

Zeit

Abb. 2.Dichteprofile

Das durchgezogene Profil zegt die Planung des »wilden Mannes«, der den
Schiilern zu Beginn viel zumutet, dann aber erkennen &3, dal3 bei ihm auch
nur »mit Wasser gekocht« wird, wahrend das andere Profil die Planurng des
»Gemitsmenschen« zegt, der zum Schlu3 des Lehrganges ins Gedrénge
kommt. Dabei den Grundkursteil nehmern Sicherheit wesentlich vom Umfang
der Uburgen, Verstandnis wesentlich durch Theoriedichte bestimnt ist, sollte
man den Mut haben, den Begriff shildungsaufwand in den Lehrbiichern so zu
reduzieren, dafd auch die Theoriedichte vom Grundkursteil nehmer verkraftet
werden kann. Auch das sheint mir eine wichtige Aufgabe fir die nachste Zeit
zu sein.

Schliefdlich ist in der didaktischen Literatur haufig auf Fragen des Niveaus
hingewiesen worden. Die oft diskutierte »Strenge« dirfte im wesentlichen
Auspragung einer Variablen sein, de sich auf das Niveau der Sprachhildurng
undauf das Argumentationsniveau bezeht.

Ein Diktat dieser Niveauvariablen tber die gesamte Curriculumentwicklung fur
die Mathematik der Kollegstufe in den letzten Jahren ist unverkennber. Mit
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Blick auf die Universitdt hat man hier auf der Schule @n formales Niveau
angestrebt, das gelegentlich tker dem liegt, was man heute an der Hochschule
verwendet. (Auch extreme Lehrbuchanalysenim ZDM dirften hieran beteili gt
sein.) Das wirkt besonders absurd angesichts der in der Schule immer noch
verhdltnisméllig elementaren Fragestellungen. Es besteht offensichtlich ein
starker Trend, in der Schule umso formaler und subtiler zu verfahren, je én-
facher die Sachverhalte sind. Das ist aullerst fragwiirdig, denn erst bei kom-
plexeren Zusammenhangen bringt hohere Formalisierung gdlere Durch-
sichtigkeit.

Dasformale Niveau einer Definition 803t sich abstufen. LANG, ein bedeutender
amerikanischer Mathematiker, spricht bel Konvergenzbetrachtungen in eéinem
Buch fur Collegestudenten einfach nu von »sich néhern«, ohre das zu de-
finieren. Das mag uns fir den Grundkurs a's zu wenig erscheinen (obwohl es
heute auch schon dafiir empfohlenwordenist, z.B. BLum 1975, esdurftewohl
eher der Propadeutik entsprechen, aber man sollte sich dach um eine angemes-
sene Stufung bemiihen. Die didaktische Diskusson cer letzten Jahrzehnte hat
ein Bewul¥sein fur verschiedene Stufen von Strenge entwickelt. Es scheint
jedoch der Mut zu fehlen, fir die verschiedenen Kurse das angemessene Ni-
veal zu wéahlen.

Allerdings wirkt auch hier wieder die Unterrichtswirklichkeit korrigierend,
indem ndmlich Phasen holen Argumentationsniveaus verhatnismalig isoli ert
auftreten undvon langen Phasen niedrigen Argumentationsniveaus abgel st
werden.

In der didaktischen Diskussonist immer wieder darauf hingewiesen worden,
daBesnotwendigist, die Inhalte des Mathematikurterrichts zu integrieren. Das
bezeht sich auf den Bindungsgrad der Aktivitdten. Auch hierist in der letzten
Zeit recht einseitig Ubertrieben worden, indem der logische Bindurgsgrad
Uberbetont wurde. Weitere wichtige Bindurgsgrade bezehen sich auf Anwen-
den (Anwendurgsbezug), auf Betrachtung von Modellen (Anschauli chkeit),
auf Entwicklung von Kalkilen (Kakilabhangigkeit) und auf Problemlsen.



20

(Eine Fille von Anregungen dazu kann man dem Buch von KRoLL 1976
entnehmen.)

Auch hier ergibt sich wieder eine gute Diff erenzierungsmogli chkeit. Wahrend
man im Leistungskurs ein héreres Mal3 an logischer, problemhaltiger und
kalktlméfdiger Bindurg anstrebt, wird man im Grundkurs den Modell bezug,
den Anwendurgsbezug und den Bezehungsgehalt (FREUDENTHAL) besonders
betonen.

Es scheint mir notwendig zu sein, in der didaktischen Diskusson dese metho-
dischen Variablen stérker in den Blick zu bekommen. Sie sind keineswegs
unabhangig voneinander, undes war auch nicht beabsichtigt, hier alle metho-
dischen Mdglichkeiten zu erfasen. Wenn jedoch diese Bemiihurgen dazu
fahren, in den Lehrblchern undim Unterricht zu einem auch methodsch
diff erenzierten Angebat zu gelangen, dannist ein wesentliches Ziel erreicht.

Gerade die Diff erenzierungsprobleme des Analysisunterrichts bedirfen drin-
gend einer LAsung. In den letzten Jahren war der Mathematikunterricht in der
gllckli chen Lage, nicht immer wieder die Existenzberedhtigung im Rahmen der
Fadcher nachweisen zu miissen. Ich habe den Eindruck, dald gerade bei den
Analysiskursen diese Schonwetterlage a1 Fehlentwicklungen gefuihrt hat. Ich
farchte, dal3 ursin den nAchsten Jahren der Wind wieder stérker ins Gesicht
wehenwird. Esgibt Lander, in denen heute noch darum gerungen wird, Analy-
sisan der Schule @nzufiihren (z. B. in Ungarn). Wir sollten de uns gegebenen
M oglichkeiten zum Wohl der Schiiler nutzen, damit bei uns Analysis nicht
wieder ausgeflhrt wird.
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