23. Die Bedeutung methodischer Variablen fir den Analysis-
unterricht

Der Mathematikunterricht 22 Heft 5 (1976), 7-24

Herrn Prof. W. Schweizer in herzlicher Verbundenheit zum 75. Geburtstag gewidmet

1. Einfahrung

Die didaktische Diskusson umden Anaysisunterricht ist weitgehend bestimmt
von Uberlegungen zu Zielsetzungen und Inhalten. Insbesondere unter dem
Einfluf} amerikanischer Padagogen hatten de Lehrplanentwicklungen der
vergangenen Jahre zum Ziel, Curricula mit operationalisierten Lernzielen zu
entwickeln. Diese Neugestaltung der Lehrplane hat zweifell os zu einer Ver-
besserung der Information fur den Lehrer gefiihrt. Allerdings snd ihm bisher
kaum Hilfen zur method schen Gestaltung seines Unterrichts gegeben worden,
die ihm Sicherheit geben kdnrten, dal3 duch bestimmte unterrichtliche Mal3-
nahmen die angestrebten Ziele erreicht werden kdnren. Didaktische V orschl&
ge zur Neugestaltung des Analysisunterrichts bezehen sich weitgehend auf
Aussagen ber zu behandelnde Inhalte, Diskussion kestimmter zentraler Be-
griffe undFragen der Reihenfolge. Man denke dwa an die dte Frage, obman
erst Differential- und dinn Integralrechnurg behandeln sollte, ob man mit
Folgen oder ohre Folgen de Konvergenz von Funktionen behandeln soll,
schliefdich obman stetige Funktionen oder Lipschitz-stetige Funktionenin den
Vordergrundstell en sollte. Dagegen wird de Entscheidung, welche Form von
Definitionen fur zentrale Begriff e gewahlt werden soll, heute weitgehend urter
dem Aspekt der Strenge, der Eleganz oder der Originalitdt, weniger unter dem
der Verstandiichkeit fir die Schiler diskutiert.

Die method sche Komporente wird nach am ehesten angesprochen, wenn es
um Fragen der , Anschaulichkeit und Strenge* im Analysisunterricht geht.
Immerhin hat es zu dieser Thematik drei Hefte dieser Schriftenreihe gegeben!
Man beadte, dald esim Titel nicht ,,oder” bzw. , entweder oder” heilt.
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Ermutigende Auferungen von FREUDENTHAL (1973 Uiber die Notwendigkeit,
Analysis ,bezehungshaltig” zu urterrichten, lasen hoffen, dald de metho-
dische Komporente wieder stérker beadtet wird, nachdem sie unter dem
Diktat der Strenge in den letzten Jahren in den Hintergrund getreten war. Bei
der Analyse der zahlreichen Arbeiten zur Analysis, diein den letzten Jahren
ver6ff entlicht worden sind, féllt auf, dal3 wohl gelegentlich method sche Hin-
weise gegeben werden, dai’ sie jedoch gegeniiber den mathematischen Aus-
fuhrungen meist Gberhaupt nicht ins Gewicht fallen.

Esist weiter interessant, dald bsher kein Begriff sg/stem entwickelt worden ist,
das man zur methodschen Charakterisierung einschlégiger Unterrichtsmal-
nahmen in der Analysis verwenden konrte. Esist nicht das Ziel dieser Arbeit,
ein solches System anzugeben. Es ll jedoch das Bewul¥sein fir Moglich-
keiten method scher Entscheidungen gewedkt werden, umdamit viell eicht eine
Systembil dung anzuregen.

Die Problematik eines lchen Systems besteht darin, daf3 es einerseits zu einer
Verengung der Betrachtungsweise fuhren kann, kel der man nicht mehr alle
Maoglichkeiten im Blick behélt, und i3 esandererseits o algemeinist, dal3es
nicht mehr zu unterscheiden gestattet zwischen wesentlich verschiedenen
method schen Entscheidungen.

Ein solches System sollt e deshalb kortrolli ert werden, indem einerseits wichti-
ge bekannte Erfahrungen undmethod sche Vorschldge engeordnet undande-
rerseits zentrale method sche Entscheidungen im Analysisunterricht mit Hilfe
dieses Schemas analysiert werden.

Methodsche Entscheidungen sollen zu einem Mathematikunterricht fiihren,
der es gestattet, die vorgegebenen Ziele mit bestimmten Schiilergruppen zu
erreichen. Sie bezehen sich auf die Anlage von Unterrichtseinheiten im Rah-
men eines Lehrganges undauf die Gestaltung von Unterrichtsphasen im Rah-
men von Unterrichtseinheiten. Mit Unterrichtseinheiten wollen wir im folgen-
den thematische Einheiten betrachten, de in der Regel eine oder mehrere
Unterrichtsgunden umfassen.
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Unterrichtseinheiten bestehen aus verschiedenen Phasen, in denen sich de
Schiler mit Inhalten auseinandersetzen. Teilweise setzt der Lehrer diese Ent-
scheidungen, teilwei se sind sieihm vorgegeben durch Lehrpléane, durch Unter-
richtswerke, Unterrichtsmaterialien, duch Unterrichtsbedingungen, al gemeine
padagogische Normen und Ausbil dungstraditionen. Es snd immer wieder
Tendenzen zu beobadhten, de den Entscheidungsgielraum des Lehrers ein-
engen. Das wird begriindet mit Zielvorstellungen, Optimierungsforderungen,
Normierungsbestrebungen im Hinblick auf AbschluBpriifungen oder Schutz-
mal3rehmen flr Schiler, oder mit gesell schaftli chen Zwéngen.

Es kannjedoch leicht zu einem Schematismus flihren, der den Lehrer einengt,
anstatt ihn zu befghigen, seinen Handlungsielraum bewuf zum Besten der
Schiller auszuschopfen. Ziel dieser Arbeit ist es, auf solche Gestaltungsmég-
lichkeiten hinzuweisen.

2. Wichtige Phasen in Unterrichtseinheiten zur Analysis
2.1 Begriffsentwicklung

Eine wichtige Aufgabe des Analysisunterrichts besteht darin, de Schiler mit
zentralen Begriff en wie Konvergenz, Stetigkeit, Diff erenzierbarkeit, Ableitung,
Grenzwert, Integrierbarkeit, Integral vertraut zu machen. In der Regel wird der
Schiler nicht sofort mit der Definition bekannt gemadt, sondern der Lehrer
versucht zunachst, aus Beispielen undeindrucksvoll en Situationen eine Vor-
stellung von dem zu erfassenden Phanomen zu vermitteln. Ein solcher Begriffs-
bil dungsproze fuhrt tber die Formulierung einer Definition hinaus, indem
beim Lernenden das Wissen reu organisierte (OTTE 1974 und sein Wissen
Uber mehrere Stufen vertieft wird (VOLLRATH 1974.

Ein klasssches Beispiel aus dem Analysisunterricht ist der Begriff des Grenz-
wertes. Man gibt dem Schiler einige Beispiele konvergenter Folgen und
spricht auf einer ersten Stufe davon, dal3 sich die Glieder der Folge éner Zahl
ndhern. Diese Zahl wird als Grenzwert der Folge bezechnet. Auf der Grunda-
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ge dieser etwas verschwommenen Redewendurg werden dann Beispiele und
Gegenbeispiele diskutiert, was zu einer schrittweisen Prazsierung der De-
finition fuhrt.

Solche Prozesse sind teilweise in den Lehrbichern vorgezechnet, sie spielen
sich aber imwesentli chenim Unterricht ab, da @nerseits Lehrbuchautoren eine
Scheu zu haben scheinen, vorlaufige Formulierungen zu verwenden, de fir
Kritiker angreifbar sind, und @ andererseits lche Prozesse nur begrenzt
simulierbar sind.

2.2 Sehen von Zusamnenhangen

In dieser Phase geht es hauptsadlich um das Suchen von S&zen. Mit Hilfe
graphischer Darstellungen, duch Analyse von Beispielen, duch Indukion
kannder Lehrer die Schiler zu Vermutungen fiihren. Es entspricht einer Tradi-
tion des Gymnasialunterrichts, Sétze nicht vorzugeben, sondern die Schiler
zum Finden von Sétzen zu fiihren. Das Verfahren wird heute unter dem Namen
Lentdedkendes Lernen” as padagogische Errungenschaft aus USA wieder
importiert. Auch hier handelt es sch um einen Prozel3, der sich Uber mehrere
Stufen hinzieht, ausgehend von einer vagen Vermutung, die durch Beispiele
gestitzt, durch Gegenbeispiele @ngegrenzt und schliefdlich sprachlich an-
gemes=n in einem Satz formuliert wird. Im Rahmen heuristischer Untersu-
chungen findet diese Tétigkeit sowohl von lernpsychologischer als auch von
didaktischer Seite grofies Interesse.

2.3 Argumentieren

Das Argumentieren spielt insbesondere beim Bewel sen von Sétzen eine wichti-
ge Rolle. Doch beschrénkt es sich nicht darauf. Das Entwickeln von Algorith-
men, das Ldsen von Aufgaben, das Anwenden von Mathematik ist in einem
guten Unterricht ebenfalls von Argumentationen begleitet. Beim Beweisen
folgt im Unterricht der Bewels keineswegs immer dem Satz, sondern in den
meisten Féllen dirfte bereits bel der Einfihrung zu einem Satz wesentlich
argumentativ geabeitet werden. Selbst in den Lehrbiichern auf Universitéts-
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niveau findet man es haufig, dald Argumentationen zu einem Satz fiihren, so
dai3 der Beweis nicht noch einmal gesondert aufgeschrieben wird. Das ist an
sich ein natlrlicher Prozes3, er birgt jedoch die Gefahr, dal3 dem Schiler gar
nicht bewul wird, dal3 er hier einen Beweis gefiihrt hat (WALSCH 1972.

Auch fir das Argumentieren gibt es verschiedene Stufen, de von einem blin-
den konkreten Operieren mit Beispielen Uber produktives Operieren mit Bei-
spielen, bel dem bereits die Beweisideesichtbar wird, zum formalen Beweis
fuhren kdnren. So wichtig Beweise im Mathematikunterricht allgemein sind,
ist man sich dach dartiber im klaren, dal3 de Forderung unsinnig ist, jeden
Satz, der im Unterricht benutzt wird, auch zu beweisen. Denn selbst in wissen-
schaftlichen Werken ist es Uiblich, gewisse Sétze ohre Beweise a1 benutzen.
Man denke nur an den Jordanschen Kurvensatz, dessen Beweis sich in kaum
einem Lehrbuch findet. Statt dessen ist in der Schule Einversténdris erzielt
worden, wenigstens das Erkennen der Bewelisbedirftigkeit mathematischer
Sétze ds Ziel anzustreben.

2.4 Algorithmen

So wichtig die theoretischen Ausfihrungen in der Analysis $nd, so bedeutsam
ist gerade fur den Unterricht die Moglichkeit, aus wichtigen Ergebnissen der
Analysis Algorithmen zu entwickeln.

Man denke d@wa an die Kurvendiskussonen, das Bestimmen von Flachen- und
Rauminhalten, Interpolation undApproximation. Diesen Algorithmen lassen
sich Aufgabenfelder zuordnen, die traditionell eine wichtige Rolle im Abitur
spielen. Das algorithmische Arbeiten nmmt deshalb einen grofRen Raum im
gymnasialen Analysisunterricht ein. Es ist sicher eine wichtige Aufgabe des
Mathematikunterrichts, den Schilern de , Madt des Kalkils* zu zeigen, aber
man sollte doch auch de Gefahr des Abstumpfens sshen, auf dieimmer wieder
verwiesen worden ist. FUr den Analysisunterricht scheint es mir deshalb eine
wichtige Zielsetzung zu sein, dal3 richt das algorithmische Arbeiten sondern
die Entwicklung von Algorithmen im Vordergrund stehen sollte (VOLLRATH
19749).



2.5 Anwenden

In der Diskusson um Zielsetzungen fir den Mathematikunterricht ist seit
FeELIX KLEIN immer wieder auf die Bedeutung der Anwendurgen hingewiesen
worden. Man ist sich darin einig, dal3 es owohl innermathematische, als auch
aulermathematische Anwendurgen gibt. Von den innermathematischen An-
wendurgen der Analysis ®ien de Tangenten-, Flacheninhalts- und Raumin-
haltsbestimmungen erwahnt, a s aulRermathemati sche Anwendurgen Geschwin-
digkeit in der Physik, Wachstumsprozesse in der Biologie und Grenzkosten in
den Wirtschaftswissenschaften. Das Anwenden von Mathematik ist einewich-
tige Téatigkeit, deren Schwierigkeit leicht unterschétzt wird. Zur Begriindurg
weist man immer wieder auf die Motivierbarkeit der Schiller durch Anwendun
gen hin. Man erhdlt auch de Mogli chkeit, die Forderung nach Analysisunter-
richt im Fadherkanonzu begriinden, man sollte @er nicht tbersehen, dal3 fur
viele Schiler diese Anwendurgen durch de Eigengesetzli chkeit der betreffen-
den Gebiete keineswegs den Analysisunterricht erleichtern.

Esist eine Erfahrung, dald z.B. in spradlichen Klassen die Einbezehungder
physikali schen Betrachtungen zu Geschwindigkeit und Beschleunigung von
den meisten Schilern al's chwerer empfunden werden al s etwadie Tangenten-
steigungsbestimmungen.

2.6 Formulieren

Zu einem grof3en Teil ist der Analysisunterricht damit befal3t, mathematische
Sachverhalte adaguat auszudriicken. Das bezeht sich auf Aufgabenstellungen,
Definitionen, Sétze Zusammenfassen von Ergebnissen, Diskussonvon Ergeb-
nissen, Formulierung von Zielsetzungen, Entwickeln von Begriff en, Beschrei-
ben von Algorithmen usw. Auch bei dieser Tétigkeit handelt essich um einen
Prozel3, der variabel ist, und ar wesentlich methodsch beanfluf¥ werden
kann. Die Lehrbicher geben meist nur die Endform wieder, so dal3 der Prozel3
einem Lernenden nu schwer sichtbar gemacdht werden kann. Wahrend fir den
Bereich der Grundschule inzwischen zahlreiche Untersuchungen zu desem
Problemkreis vorliegen, fehlt esfir den Bereich der Koll egstufe weitgehendan
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funderten Ausfiihrungen. Fur die Mittel stufe liegen einige interessante Unter-
suchungen uber die Bedeutung expliziter bzw. impliziter Formulierungen fir
das Lernen vonMathematik vor (z.B. PALZERE 1967), eswéren jedoch ausfihr-
liche Untersuchungen zu desem Thema ewtinscht.

2.7 Problemldsen

Esist geradezu eine Mode geworden, sich in der Didaktik mit dem Probleml 6-
sen zu befasen. Leider sind de meisten Ansétze nicht Giber das hinausge-
kommen, was sch in den inzwischen klasgschen Blichern von POLYA findet.

Die Verwirrung wird nach dadurch vergrofiert, dald in Amerika unter ,, Pro-
blem" haufig nur ,, Aufgabe® verstanden wird, wahrendin der deutschen Didak-
tik ein eher tiefsinniger Aufgabentyp gemeint ist. Wenn sich die Aufgabenty-
pen auch schwer abgrenzen lassen (wie mir das Normenbuch zu zeigen
scheint), so soll doch im folgenden der in urserem Bereich gebrauchliche Typ
angesprochen sein.

2.8Uben

Wir haben dese Phase bereits beim Anwenden und teim Problemldsen an-
gesprochen. Gemeint ist das Behandeln von Aufgaben zum Sichern von De-
finitionen, Sétzen undAlgorithmen, zur Vorbereitung auf Tests undals Aus-
drucksmagli chkeit fiir Schilerleistungen. Das Uben gehort zu den , niederen®
didaktischen Téatigkeiten, diein der didaktischen Literatur all enfall sbeil aufige,
meist jedoch abwertende Erwéhnurg findet, wenn es auch in der Schulpraxis
vonimmenser Bedeutung ist. Esist erstaunlich, dal3 kisher dielernpsychalogi-
schen Forschurgsergebnisse, diein desem Bereich vorliegen, kaum verwertet
worden sind.

2.9 Reflekieren

Diese Phaseist bestimmt durch einein der didaktischen Diskusson hah einge-
schétzte Tatigkeit, diesichin,, Diskusdonen®, , Vertiefungen®, , Besinnurgen”
niederschlagt. Sie findet sich in vielen Lehrplanen in einer dieser Erschei-
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nungsformen angesprochen, weil wichtige Ziele wie Einblick und Uberblick,
so vage diese auch formuliert sein moégen, erreicht werden sollen. Auch dese
Phase Uberschneidet sich mit den anderen und kezeht sich auf Probleme,
Vermutungen, Begriffe, Definitionen, Sétze Beweise, Algorithmen undAn-
wendurgen. Sie soll in der Regel dazu denen, de Schiler von einem Niveau
auf ein hokeres zu bringen. Dabei kann dese Tétigkeit die nadchste Stufe en-
leiten, nach VAN HIELE (1964 kann sie diese auch charakterisieren.

3. Methodische Entscheidungen

Lernziele undinhalte sind heute weitgehend durch Lehrpl&ne festgelegt. In der
didaktischen Diskusson der letzten Jahre hat man versucht, den Prozef3 der
L ehrplanentwicklung durchsichtig zu macdhen. Insbesondere sollten Lernziel-
analysen, Arbeitsplatzanalysen undBedarfsanalysen den Prozef3 oljektivieren.
Teilweise wurden Stadsinstitute beauftragt, Curriculare Lehrpléne au entwik-
keln. In der Praxisist hinter dem ganzen Aufwand richt mehr geschehen, as
dald in jedem Bundesland ein Kreis von dem Ministerium kompetent erschei-
nenden Lehrern oder Hochschull ehrern zusammengetreten ist und urer Zeit-
druck, Arbeitsiiberlastung undredt dirftigem Informationsmaterial Lehrplane
entwickelt hat, die den Rahmenrichtlinien von 1968weitgehend entsprechen.

Es steht aulfer Zweifel, dal’ de didaktische Diskusdonauch in der Zukunft bei
der Weiterentwicklung der Lehrpléne noch eine wichtige Aufgabe hat. Ande-
rerseitsware esunredistisch, den Zwang der durch devorliegenden Lehrpléne
gegebenen Einschrankungen zu tbersehen.

Dieim Lehrplan genannten Inhalte sind in de Unterrichtspraxis umzusetzen.
Damit ergeben sich fur den Lehrer eine Reihe von Entscheidungen, von denen
ich vier Typen hervorheben méchte.

Zu den im Lehrplan gegebenen Begriffen sind Definitionen, Beispiele und
Gegenbeispiele zu wahlen. Fir Ubungsphasen sind Aufgaben zu wahlen, in
einer bestimmten Unterrichtseinheit sind de Phasen festzulegen, undfir den
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Lehrgang sind de d@nzdnen Unterrichtseinheiten vorzusehen. Diese Ent-
scheidungen wollen wir unter dem Aspekt der Auswahl betradhten.

Beispiele, Definitionen, aber auch verschiedene Phasen in einer Unterricht-
seinheit, Unterrichtseinheiten in einem Lehrgang sind in eine bestimmte Rei-
henfolge zu bringen. Zusammenhénge miisen hergestellt, Verbindurgen ge-
kniipft und Inhalte miissen Phasen undUnterrichtseinheiten zugeordnet wer-
den. Diese Entscheidungen wollen wir unter dem Aspekt der Kompasition
zusammenfassen.

Definiti onen kdnren auf verschiedenem Abstraktionsniveau formuli ert werden,
Inhalte kdnren in einzenen Unterrichtseinheiten stark komprimiert oder weit-
|aufiger behandelt werden. Den Anteil der Ubungen an einer Unterrichtseinheit
undauch am Lehrgang kann man varii eren, schli ef3li ch kann man den Grad der
Verbundenheit zwischen Inhalten, Phasen undUnterrichtseinheiten varii eren.
Wir fasen das unter dem Aspekt der Dosierung zusammen.

Schliefdich sindfur die @nzdnen Phasen undUnterrichtseinheiten de Formen
der Schiler- und Lehrertétigkeit vorzusehen. Diese Frage der Wahl einer
Unterrichtsform woll en wir unter dem Aspekt der Steuerungansprechen.

Eswird deutlich, dal3 sich de method schen Entscheidungen auf verschiedene
Ebenen des Unterrichtsprozesses bezehen. Wir wollen dese Ebenen nicht
scharf trennen, dennwir streben kein System an. Es llen vielmehr innerhalb
der einzdnen Entscheidungsbereiche Variable hervorgehoben werden, deren
Ausprégung vom Lehrer gewahlt werden mul3. Dabei soll versucht werden, de
Wirkung auf das Zielverhalten zu diskutieren.

3.1 Auswahlprobleme

Eine immense Diskusson wurde durch den Vorschlag von KARCHER (1973
ausgel 0st, statt stetiger Funktionen Lipschitz-stetige Funktionen im Unterricht
zu behandeln. Als Griinde werden angegeben:

»Die Anaysis kann auf diese Wdse mit wesentlich einfacheren
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Beweisen behandelt werden als bisher; gleichzetig haben die gut-
artigen Funktionen der Anschauung zugangli chere Eigenschaften als
die (Cauchy-)stetigen Funktionen. Daher kannman mehr Schilern als
bisher verstandiich macdhen, worum esin der Analysis geht; wegen
der kirzeren Beweise treten de Grunddeen bessr hervor. . .

(KARCHER 1973,S. 46)
Eine andere oft diskutierte Frage betrifft die Verwendurg von Folgen.

»Allerdings scheinen mit Folgen fir die Schule nicht die glinstigste
Grundlage fir den Analysislehrgang abzugeben. Sie bedingen zusétz-
liche Quantoren und émit zusétzli che gedankli che Schwierigkeiten
bei der Definition des Grenzwertsatzes und damit der Ableitung und
Stetigkeit...

Der wesentliche Nadteil der Intervall schachtelungen, der Funda-
mentalfolgen und auch der neuerdings fur die Schule ewogenen
Filter as Konstruktionsmittel besteht in der Notwendigkeit zur Bil -
dung von Aquivalenzklassen fiir die Definition der redlen Zahlen.
Die Objekte werden dadurch unulersichtlicher und de Beweise
werden komplizierter. Auch de Abstraktionsgufe wird erhéht, und
der natwendige Begriff sapparat wird umfangreicher.” (KocH 1969,
S. 2526)

Die Zitate macdhen deutlich, dald man von einer bestimnmten Auswahl einerseits
Einflisse auf bestimmte Unterrichtsphasen erwartet (die Beweise werden
einfacher, die Beweise werden komplizierter, Eigenschaften werden leichter
zuganglich, es treten zusétzliche gedankliche Schwierigkeiten auf, Objekte
werden unulkersichtlicher, die Abstraktionsgufe wird erhéht, die Grunddeen
treten besser hervor, der notwendige Begriff sapparat wird umfangreicher),
andererseits ein bestimmtes Zielverhalten der Schiller zu erreichen sucht (Ver-
stehen, worumesin der Analysis geht). Off ensichtlich rechnet man damit, dal3
die Auswahl weitere method sche Variable beanfluld, die wesentlich fir die



11

Erreichung von Lernzielen sind. Es hat den Anschein, als ob dem Auswahl-
problem in der didaktischen Diskusson eine Schllissel funktion zugeschrieben
wird. Zweifell os bedanflufld gerade in der Mathematik die Auswahl in einem
hohen Malie andere Variable, aber ich habe den Eindruck, dald das tiberbe-
wertet wird. Die Entscheidung fur die Lipschitz-Stetigkeit sagt z.B. nach nichts
dartiber aus, auf welchem Abstraktionsniveau sie behandelt wird. Man kann
anschauli ch-geometrisch definieren:

Eine Funktion heif3t Lipschitz-stetig, wenn die Sekantensteigungen
beschrankt sind,

oder starker formal:

eine Funktion f heif3t Lipschitz-stetig, wenn es eine Zahl L gibt, so
daR’ fir alex, y des Definiti onsbereichs gilt

If() - F(y)| <Lk -y -

Esist abhdngig von der Begaburg der Schiler, welcher Begriff auf welcher
Abstraktionsgufe besser verstanden wird. Im Hinbli ck auf das Zielverhalten ist
es aso duchaus snnvall, das Auswahlproblem in Zusammenhang mit dem
Dosierungsproblem fur das Abstraktionsniveau zu sehen. Fir die Unterrichts-
planung handelt es $ch jedoch um voneinander unabhéngige Variable.

Dal’ die Auswahl tatsadli ch fir das Zielverhalten wichtig sein kann, zeigt das
bekannte Problem, wie man den Grenzwert von Funktionen definieren soll. In
der Diskussonwerden haufig drel konkurrierende Verfahren betrachtet:

Umgebungsdefinition,
Epsilon-Delta-Definition,
Folgendefinition.

Zur Beurtellung dieser Definitionen kann man de Mdglichkeit der Veran-
schaulichung, insbesondere @er die logische Struktur der Definitionen her-
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anziehen. Off ensichtlich kommen die Lehrbuchverfasser zu sehr unterschiedli-
chen Ergebnissen, denn ohre ekennbares System finden sich dese Definiti o-
nen sowohl in Grundkurs- a's auch in Leistungskursbiichern. Man kann dese
Frage auch empirisch angehen.

CHURCHMAN hat 1972 desedrei Definitionen in getrennten Kursen zugrunde-
gelegt und urtersucht, wie sich dese Definitionen im Unterricht auf das Ldsen
von Aufgabengruppen

a) zur Bestimmung von Grenzwerten an Unstetigkeitsgellen,
b) zum Nachweis von K onvergenzbedingungen,

¢) zu Geometrische Anwendurgen des Grenzwertbegriff s,

d) zur Verifikation von Grenzwerten

auswirken. Dabel zeigte es sch, dal3 der Kurs mit Folgendefinition in allen
Fallen bessere Ergebniss erbradhte ds die beiden anderen Kurse. Allerdings
waren die Unterschiede nur bei b) und ¢) auf dem 0.05Niveau signifikant.
Leicht Giberlegen (nicht signifikant) war die Epsil on-Delta-Fasauing gegentiber
der Umgeburngsfasaung bei den Aufgaben aus a), ¢) und d; dagegen war die
Umgeburgsfassung der Epsil on-Delta-Fassung bel Aufgaben vom Typ b) leicht
(nicht signifikant) Gberlegen. Der Folgenzugang ist insbesondere tiberlegen bel
Aufgaben, de auf Versténdris des Konvergenzbegriff s bei Funktionen zielen.

Durch den Lehrplan, stirker noch durch das gewahlte Lehrbuch, ist natiirlich
die Wahlmoglichkeit fir bestimmte Definitionen erheblich eingeschrankt.
Dagegen besteht stérkere Freiheit in der Wahl von Aufgaben in Uburngsphasen.
Hier hat der Lehrer die M6gli chkeit, urter gegebenen Aufgaben in dem vorhan-
denen Buch dgenigen auszuwéhlen, de & flr besonders wichtig hélt. Ins
besondere ergibt sich hier die Mégli chkeit, durch Wahl von bestimmten Auf-
gabentypen dem Unterricht ein besonderes Geprége a1 geben. So kann man
etwa duch Wahl von Anwendurgsaufgaben den Unterricht anwendungs-
orientiert gestalten, wahrend duch Uburgen, de stérker auf Beweise ausge-
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hen, der Unterricht stérker forschungsorientiert wird.

Auch die Wanl von bestimmten Phasen in einer Unterrichtseinheit ist wichtig
fur das Zielverhalten der Schiler und gibt zugleich dem Unterricht ein be-
stimmtes Geprage. Wenn z.B. einer Begriff shil dungsphase keine Ubungsphase
folgt, dann besteht die Gefahr von fehlendem Begriff sversténdnis, gleichzetig
wirkt ein solcher Unterricht sehr , theoretisch*. Doch handelt es sich dabei
nicht um ein spezfisches Problem des Analysisunterrichts, wennes gch hierin
der Regel auch besonders deutlich zegt.

3.2 Kompositionsprobleme

Bei der Unterrichtsplanung ergibt sich wohl zuerst die Aufgabe, dieim Lehr-
plan genannten Inhalte auf bestimmte Unterrichtseinheiten zu verteilen (Grob-
planung). Es handelt sich hier um eine Frage der Zuordnung. Sie stellt sich
allerdings eher dem Lehrbuchautor; der Lehrer entscheidet sich in der Regel
mit einem bestimmten Lehrbuch auch fir eine dort vorgegebene Zuordnurg.
Auf der Ebeneder Planung von Unterrichtseinheiten (Feinplanurg) ist ihm die
Zuordnurg von Inhalten zu bestimmten Phasen Ukerlassen. Daswird dadurch
verstérkt, dald de Lehrbicher fur die Oberstufe in zunehmendem Mal3e den
Charakter von ,Lesebiichern” erhalten. Das Problem der Zuordnuryg ist eng
verbunden mit dem der Auswahl undwird sich in der Praxis nicht immer tren-
nen lasen. An einer wichtigen Stelle im Analysisunterricht zeigt es sch
jedoch, da’ das Zuordnurgsproblem bedeutsam fur das Verstandnisist. Es
ergibt sich z.B. die Frage, ob ein bestimmter Sachverhalt Gegenstand einer
Definition oder eines Satzes sin sollte. So kann man etwa die V olumenmal3-
zahl eines Drehkorpers als

TrJ'f(x)de

a
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definieren oder herleiten. KIRscH lehnt das Definieren mit dem Hinweis ab:

"Generell wirdeich esasantididaktische Inversionim SinnevonH.
Freudenthal bezeachnen, wenn etwas, was im urspriinglichen Ver-
sténdnis ein Sdz ist, im systematischen Aufbau zu einer Definition
gemadt wird" (KIRscH 1976,S. 89).

Neben Fragen der Auswahl findet man haufig Argumente, die sich mit Fragen
der Reihenfolge befaseen. Einmal geht es dabel um die Reihenfolge der ma-
thematischen Objekte im Unterricht, also ob z.B. erst die Differentia- und
dann die Integralrechnurg kommen soll oder umgekehrt. Hier handelt es sch
teilweise um eine Frage des Geschmadks, teil weise auch um eine der Okono-
mie, schliefdlich auch um ein Problemlogischer Abhéngigkeiten. Diese Fragen
sind stérker fadhsystematisch bestimnt, wahrend z.B. die Frage, ob man erst
Beispiele und dnn de Definition kringen soll oder umgekehrt, eher metho-
dischen Charakter hat. Dazu drei Zitate, die diese Variable ansprechen.

»FUr die Einfihrung des Integralbegriffs slbst bieten sich dannim
wesentlichen zwei M églichkeiten an: entweder man erkléart die Be-
griffe abstrakt und wiederholt sie anschlief3end an einem Beispie,
oder man geht gleich von einem Beweis aus, etwa f(x) = x? auf [0,1]
und voll zieht die folgenden allgemeinen Uberlegungen Schritt fir
Schritt an desem Beispid“ (REICHEL 1974,S. 170.

» Eine weitere Besonderheit unserer Darstellungist, da3 de Analysis
mit der Untersuchung von Funktionen begonnen wird, weil man auf
diese Weise rasch zu interessanten Sdtzen der Analysis komnt.
Folgen treten erst auf, wenn sich bei der Einflhrung des Integrals
eine Diskusson dr Vollstandigkeit der redlen Zahlen aufdrangt.”
(KARCHER 1973,S. 46).
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»1ch halte es fir gut, den ersten propadeutischen Unterricht in In-
finitesimalrechnurg entweder mit der Integralrechnurg zu er6ff nen,
inwelcher der Grenzbegriff erfahrungsgemal’ leichter aufgefaldt wird,
oder so anzulegen, da’ im Anfange der Grenzbegriff und damit
Schwierigkeiten erkenntnistheoretischer Natur vermieden werden.
Der Lernende soll bei der zweiten Art zunédhst einmal so rasch as
mogli ch mediasin res kommen undsehen, worauf die neuen Uberle-
gungen hinauslaufen undwozu sie gut sind. Hierdurch gewinnt er
von Beginn an Vertrauen zu ihnen undkann in einem spéteren Zeit-
purkt, wo sich der Grenzbegriff selbstversténdich einmal irgendwie
einstellen mul3, etwaigen Zweifeln mit ganz anderer geistiger Reife
und ganz anderer Kenntnis der Zusammenhange gegenibertreten.”
(WALTHER 1929,S. 87).

Im ersten Zitat werden zwel Varianten zum Lehren des Integralbegriffs ohne
Wertung angegeben. Ein wesentliches Ziel beim Lernen mathematischer
Begriffe ist die Fahigkeit Beispiele und Gegenbeispiele angeben zu kdnnen,
bzw. vorgelegte Objekte darauf untersuchen zu kénren, obes sch um Bei-
spiele fur den Begriff handelt.

Es gellt sich nun de Frage, ob de Reihenfolge Betrachtung von Beispielen —
Betrachtung von Gegenbeispielen —Mitteil ung der Definition des Zielverhalten
der Schiler beanfluf®. Daau gibt es eine Reihe von Arbeiten von HENDERSON
undseinen Schilern. Heute fihrt Cooney diese Forschungen fort (COONEY,
DAvis, HENDERSON 1975. Die Ergebnisse sind redht unbefriedigend. Ins-
besondere kann man hisher nicht die Uberlegenheit einer bestimmten Vor-
gehensweise ds empirisch begriindet ansehen.

Das Zitat von WALTHER zeigt, dal3 Wirkungen im wesentli chen im aff ektiven
Bereich erwartet werden. Inshesondere wird man dadurch die Motivation der
Schiler beanflussen kénren, was nattirlich fir die Erreichung der Lernziele
sehr wichtigist.

DasZitat von KARCHER schliefdlich za gt eine wichtige Wirkung der Reihenfol-
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ge zatraler Begriffeim Unterricht: Der Zugang zu bedeutsamen Ergebnissen
der Analysis kanngesteuert werden. Eshandelt sich hier um einen sehr augen-
scheinlichen Sachverhalt. Betrachtet man de Flll e wissenschaftli cher Darstel -
lungen zur Analysis, so liegt offensichtlich ein besonderer Reiz fur den Ma-
thematiker darin, duch devonihm gewéhlte Anordnurg von Definitionen und
Sétzen zu einer eigenwilli gen Darstellung der Theorie a1 gelangen, de éner-
seitseine Originalit &t des Autors zeigen kann, in der Regel aber mit Argumen-
ten begriindet wird, de dem von KARCHER gegebenen entsprechen. Fir den
Schulunterricht scheint es mir wichtig zu sein, dese Variationsmdgli chkeit
nicht ausschliefflich urter dem Aspekt der Optimierung des Unterrichts zu
sehen. Der Lehrer sollte hier vielmehr gerade @ne wichtige Ansatzmogli chkeit
zu ariginellem Lehren sehen.

Auchin de Diskusson der Frage nach der Reihenfolge von Diff erential- und
Integralrechnury spielen Argumente wie ,, Natiirli chkeit”, ,, Urspriingli chkeit*
hinein. Sie egeben sich aus didaktischen Analysen mathematischer Theorien
undbezehen sichin der Regel auf die Genese der Gegensténde. In der Argu-
mentation fir eine bestimmte Reihenfolge wird auch de Wirkung auf andere
method sche Variable gesehen.

So diskutiert KIRscH z.B. die Frage der Reihenfolge Bestimmtes Integral —
Unbestimmtes Integral unter dem Aspekt, inwieweit sich bei einem Lehrgang
ein bestimmtes Argumentationsniveau durchhalten 183t (KIRsCH 1976,S. 96).

Man sollte die Diskusson cer Reihenfolge aich urter dem allgemeineren
Aspekt der Entwicklung von Unterrichtssequenzen sehen. , Genetische Se-
guenzenbildung“ und ,, Sequenzierung auf Grund ceduktiver Darstellungen
mathematischer Theorien” (WITTMANN 1975 bezehen sich wesentlich auf
Fragen der Reihenfolge von Unterrichtsphasen in einer Unterrichtseinheit. ES
ist bekannt, dal3 sich dese dlgemeinen method schen Fragen urter dem Aspekt
der Ziele mit Hilfe lerntheoretischer Betrachtungen bewerten lassen, wenn s
Ergebnisauch keineswegs 2 eindeutig sein mul3,wie esmanche Darstellungen
suggerieren. Die Beziehung zu anderen method schen Variablen wird deutli ch,
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wenn man etwa die Frage des Abstraktionsniveaus betrachtet. Esist eine gute
Tradition, kereitsin der Mittelstufe éne Propéadeutik der Analysis vorzusehen.
Im Hinblick auf die Fahigkeiten der Schiler muf3 man sich jedoch in dieser
Stufe mit propédeutischen Aktivitéten begniigen.

Allgemeinere padagogische Ansdtze wie dwa das Spiraprinzip von BRUNER,
bezehen sich auf diesen Zusammenhang zwischen Reihenfolge und Abstrak-
tionsniveau. Schliefflich sei noch darauf verwiesen, dal3 de Trennurg der
einzdnen Schrittein der Regel nicht scharf ist. Vielmehr ergeben sich nama-
lerweise Uberlappurgen. In der Diskusson un den Analysisunterricht an der
Hoheren Schule ist schon friihzeitig eine Rethe von Argumenten wichtig
gewesen, die sich auf die Verbindungzwischen den einzd nen Gegenstanden
und zwischen verschiedenen Gebieten bezehen.

,Wirwollen, i3 dieBegriffe, dedurch deSymbdey =f (x), j_y , J’ydx
X

umschrieben werden, mit diesen Bezechnurgen den Schiilern geldu-
fig gemacdht werden, undzwar nicht als eine neue astrakte Disziplin
sondern im organischen Aufbau innerhalb des Gesamtunterrichts,
wobei man von cen all ereinfachsten Beispielen an aufsteigen moge.

Die unabweisbare Notwendigkeit solcher Reformen liegt darin be-
griindkt, dal3 sie diejenigen mathematischen Begyriff sbil dungen betref-
fen, die heutzutage die Anwendurgen der Mathematik auf all e mogli -
chen Gebiete durchaus beherrschen und ohe die ale Studien an der
Hochschule, schon de @nfadhsten Studien tber Experimental physik
in der Luft schweben.” (KLEIN 1969.

»lch las vor einiger Zeit von Anstrengungen, den Unterricht in der
Analysis zu verbessern, indem man sie exakter mache. Ich glaube,
dal der Analysisauf der Schule nur durch grofiere Wirkli chkeitsnahe
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zu helfen ist. Mehr Abstraktion ohre das Gegengewicht gréf3erer
Wirkli chkeitsnéhe liefert nur noch mehr bezehungslose und darum
wertlose Mathematik.“ (FREUDENTHAL 1973,S. 525.

Die Verbindurg zu anderen Gebieten wird als Gegengewicht zum Abstrak-
tionsniveau gesehen. Dabel setzt sie @ne bestimmte Soffauswahl voraus.
Insofern wird deutlich, dal3 auch hier Abhéngigkeiten zwischen den metho-
dischen Variablen vorhanden sind. Man beabdsichtigt mit dieser Variablen, de
Einstellung der Schiler zu beanflussen, insbesondere ewartet man Moti-
vationen. Man benutzt diese Variable aer auch, um Einwanden gegen neue
Gebiete aus Griinden der Stoff Uill e 2u begegnen. Dasist geradezu ein beli ebter
Trick geworden. Mengenlehre, Strukturbetrachtungen, Computereinsatz,
V ektorrechnurg usw. wurden haufig der Schule aunachst alsintegrationsfahige
Aktivitéten angeboten, wahrend sie dannim Unterricht ein Eigenleben entwik-
kelten. Esist also duchaus ein gesundes Mifdtrauen gegeniiber solchen Argu-
menten angebracht. Auch allgemeinere didaktische Fragestellungen wie die
Wirksamkeit integrierter oder isoli erter Darstell ungen mathematischer Gebiete
spielen hier hinein.

Das Problem stellt sich z.B. bei der Analysis, obes snnvoll i st, dem Lehrgang
einen Logikkurs voranzustellen oder obman die Logik in den Kursintegrieren
sollte. Didaktische Analysen haben gezegt, dal’ de Schwierigkeiten zentraler
Begriffe der Analysis wesentlich durch delogische Struktur der Definitionen
bestimmt werden. Esgibt eine Reihe empirischer Untersuchungen, desich mit
der Frage beschaftigen, ob sich durch einen vorgeschalteten Logikkurs die
L eistungen in einem bestimmten mathemati schen Gebiet verbessernlassen. Es
waéren jedoch Untersuchungen erwiinscht, die sich auf den Analysisunterricht
bezehen.

Schliefdlich spielt die Frage der Verbindurg einewichtige Roll e bel bestimmten
Methoden zur Organisation des Unterrichts. Fir WITTMANN ist die , Ein-
bettung der Uberlegungen in gréRere ganzheitli che Problemkontexte aulRerhalb
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oder innerhalb der Mathematik” ein wichtiges Kennzeichen der genetischen
Methode. Die Verbindurg beschreibt die Ordnurgsdruktur innerhalb der
Aktivitéten. Forderungen nach ,mosaikartiger”, , netzférmiger Gliederung
bezehen sich auf diese Variable.

Auch FREUDENTHAL fordert, dal3 de Analysis, bezehungshaltig” unterrichtet
wird, insbesondere sollt e bereitsder Anlauf zur Analysisbeziehungshaltig sein,
dasist mehr as nur ,, Anwendurgstheorie®.

Man kann deses Vorgehen psychologisch begriinden, denn ein Gebiet, dasin
vielseitiger, integrierter Form dargeboten wird, wird leichter behalten ,,alsein
Aggregat von bezehungsiosen Teillen* (STRUNZ 1968.

Die Verbindurgen zur Geometrie dirften weitgehend das Phédnomen der
V eranschaulichung bestimmen. Analysis anschaulich urterrichten bedeutet
also, starke Verbindurgen zur Geometrie herstellen.

Ein wichtiges Mittel zur Organisationvon Mathematikunterricht ist die Akzen-
tuierung. Hierhin gehort insbesondere die Hervorhebung von Leitideen.

»Wir wollen nur, daf3 cer allgemeine Funktionsbegriff in der einen
oder anderen Eulerschen Auffasaung den ganzen mathematischen
Unterricht der héheren Schulewie én Ferment durchdringe”. (KLEIN
1968,S. 221

» Eine Akzentuierung des A pproximationsaspekts bei der Behandung
der Differential- undlntegralrechnurg auf dem Gymnasium erscheint
im wesentli chen aus zwei Griinden gerechtfertigt.

1. Die fundamental en Begriff e der Theorie kénren von der Approxi-
mation her strukturell einheitli ch betrachtet werden urd zwar in einer
Weise, die aif allgemeinere Situationen (normierte Vektorraume)
Ubertragbar ist. Die heuristischen Prinzipien Zurtckfuhrung des
Komplizierten auf das Einfachere’ und Anaogisierung' lassen de-
sen Aspekt plausibel erscheinen.
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2. Man gewinnt auf diesem Weg einen Zugang zur numerischen
Approximation, was abgesehen von der wadhsenden Bedeutung der
angewandten Mathematik neuerdings auch deshalb interessant ist,
welil eff ektive Berechnurgen in der Schule leicht und schnell mit
HilfevonMinicomputern duchgefuihrt werden konren.” (WITTMANN
1972,S. 189

Die Akzentuierung ist ein methodsches Mittel, um Uberblick, Verstandnis,
heuristische Féhigkeiten, Beherrschung wichtiger mathematischer Verfahren
undKenntnis zentraler Begriffe au erreichen.

Dazuwerden immer wieder Zielangaben im Unterricht unter einem bestimmiten
Aspekt gegeben, in der Diskusson der Ergebnisse wird darauf Bezug genom-
men, Definitionen und Sétze werden so gewdhlt, dal3 de Bezehung zum
betonten Aspekt deutlich wird. Damit wird natirlich de Auswahl der Inhalte
wesentlich beanfluld, aber auch de Zuordnurg und de Reihenfolge. Wil
man z.B. den Approximationsaspekt als Leitideenehmen, dannist es snnvoll,
dieDiff erenzierbarkeit alslineae Approximierbarkeit zu definieren. Anschlie-
Rend kann man dann de klasssche Fassung der Existenz des Diff erentialquo-
tienten bringen.

Der Approximationsaspekt bedanfluf¥ also hier die Auswahl der zu betrachten-
den Sachverhalte, deren Zuordnurg zu bestimmten Phasen undihre Reihenfol-

ge.

Ist die Wehl einer Leitidee a sich fir das Lernen von Mathematik eine Hilfe,
soist doch nicht gesagt, dal3 eine bestimmte L eiti deefiir all e Lernenden vortelil -
haft ist. Im traditionellen Analysisunterricht dienten das Tangenten- und das
FHadeninhaltsproblem zur Akzentuierung, und man hat damit gute Erfahrun-
gen gemadit. Die Hervorhebung des Approximationsgedankens 183t sich
begriinden, aber hinsichtlich ,, Urspriindi chkeit* und, Zugéanglichkeit fir den
Schiller scheinen mir doch erhebliche Bedenken angebracht zu sein. Dal3 es
Schiler gibt, mit denen man das macdhen kann, ist sicher keine ausreichende
Begrindurg. Immerhin gibt es bereits Schulbicher, in denen der Approxima-
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tionsaspekt zum Tragen kommt, so dal3 zu hdfen ist, dald in absehbarer Zeit
Uber Erfahrungen berichtet werden kann.

Schliefdlich sei darauf hingewiesen, dal3 Akzentuierungen verschieden hohen
Allgemeinheitsgrad besitzen konren. ,, Approximationside€", ,, Strukturbegrif-
fe*, ,Anwendbarkeit” sind mdgli che Akzentuierungen mit verschieden hohem
Allgemeinheitsgrad. Von daher erscheint es snnvoall, den Allgemeinheitsgrad
solcher Akzentuierungen auf unterschiedlich umfangreiche Unterrichtseinhel-
ten zu bezehen. Damit ergeben sich dann retirlich auch urterschiedliche
Wertungen fir bestimnte Akzentuierungen.

Die vier Variablen Zuordnung,Reihenfolge, Verbindungund Akzentuierung
beschreiben de Bezehurg der verschiedenen Aktivitdten zueinander. Wir
fasen sie deshalb urter dem Aspekt der Kompasition zusammen.

3.2Dosierungsprobleme

Bei der Diskusson der Auswahl und der Komposition haben wir bereits einige
Variable angesprochen, de sich auf die Dosierung von Inhaten undvon
Phasen bezehen. Bel der Planung eines Lehrgangs oder einer Unterricht-
seinheit steht dem Lehrer eine bestimmte Zeit zur Verfigung. Es ist seine
Aufgabe, die vorgesehenen Unterrichtsschritte auf diese Zeit zu verteilen.
Dabel ist sein Entscheidungsspielraum eingeengt durch bereits getroffene
Auswahl, Zuordnurg, Anordnurg usw., inshesondere eer durch de Disposi-
tion der Schiler (Lerngeschwindigkeit, Aufnahmefadhigkeit, Motivierbarkeit
usw.). Will man also eine bestimmte Art von Phasen fur den Unterricht planen,
dannergibt sich urmittelbar die Frage nach dem Aufwandder daf ir im Rahmen
einer Unterrichtseinheit oder des Lehrgangs vorgesehen werden soll.

Unter dem Aufwand fir eine bestimmte Phasenart verstehe ich das Verhdltnis
aus Phasendauer und Dauer der Unterrichtseinheit bzw. des Lehrgangs. So
ergibt die Planung einer Unterrichtseinheit etwa enen bestimmten Begriffs-
bil dungsaufwand der Unterrichtseinheit. Betrachtet man all e Begriff shil dungs-
phasen innerhalb eines L ehrganges, so ergibt sich daraus der Begriff shil dungs-
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aufwand des Lehrgangs. Fal3t man Phasen der Begriff shildung, des Suchens
von Zusammenhéngen, des Argumentierens undFormuli erens zusammen urter
dem Begriff der Theoriebildungsphasen, so ergibt sich fir den Lehrgang ein
bestimmter Theoriebil dungsaufwand.

Der Aufwand, cer fir bestimmte Phasen innerhalb eines L ehrgangs getrieben
wird, ist wesentlich vom angestrebten Ziel, der Begabung der Schiier, a-
lerdings auch von richt immer leicht objektivierbaren Wertungen abhangig. Es
ist z.B. unverkennber, dal3 heute in verstérktem Mal3e én holer Aufwand fir
Begriff sentwicklung in den Analysislenrgangen getrieben wird. Andererseits
zeigt sich auch ein Trend zu verstarktem Aufwand algorithmischen Arbeitens.
Fir den ersten dirfte der hohe facdliche Ehrgeiz und cer Blick auf die Uni-
versitdt mal3gebend sein, wahrend der zweite durch de Bedeutung der Ab-
iturnoten fur die Zukunft der Schiler bedingt ist. Die Schule versucht,
unterschiedliche didaktische Forderungen zu berlicksichtigen, aber es zeigt
sich, da3 haufig in Neuempfehlungen fir bestimmte Inhalte oder Phasen ver-
saumt wird, anzugeben, zu Lasten welcher Phasenarten der Aufwand einer
bestimmiten Phasenart vergréRert werden soll. Es mag starr wirken, wennman
mit bestimmten Zeitmal3en bei Lehrgangsplanungen operiert, esist aber doch
immerhin ein Hilfsmittel, um Reformen auf den Boden der nlchternen Tatsa-
chen zu ziehen.

—
—
-

-~ /7
/N /-Ubungsaufwand

_ Theorieaufwand

Abb. 1



23

Betrachtet man nun @&n Aufwand fir eine bestimnte Phasenart in den ein-
zdnen Unterrichtseinheiten, so ergibt sich ein Aufwandsprofil, daswichtig ist
fur die Beurteilung eines Lehrgangs. Betrachten wir z.B. den Aufwand fir
begriffliches Arbeiten undfir algorithmisches Arbeiten innerhalb des Lehr-
gangs, dann ergibt sich héufig ein Profil, wie esin Abb. 1 drgestellt i st.

Es gibt einige Unterrichtseinheiten, in denen der Begriff saufwand sehr hoch
ist, z.B. Einfibhrung in den Grenzwertbegriff, Erarbeitung des Ableitungs-
begriffs, Erarbeitung des I ntegralbegriff s, die von Unterrichtseinheiten mit sehr
hohem Aufwand fUr algorithmisches Arbeiten abgel 6st werden. Insbesondere
mit dem N&herriicken des Abitursin Landern mit Zentralabitur fallt es shwer,
einen ausgegli chenen Lehrgang zu gestalten. Gewisse Schwankungen scheinen
mir natrlich zu sein, aber derart extreme Verhdtnisse, wie sieim Diagramm
dargestellt sind, sicher ungesund, denn dadurch wird all zu leicht bei den Schii-
lern der Eindruck erwedkt, man konre bei der Theorie @schalten, es komme
allein auf die Algorithmen an. Daswiirde a1 einem vélli g falschen Bil d mathe-
matischen Arbeitens flihren.

Will man de @nzdnen Phasen ausgewogen urterrichten, dann zeigt sich im
Hinblick auf Ziele und Fahigkeiten de Notwendigkeit, die Phasen zu kom-
primieren. Das kann auch dadurch hervorgerufen werden, dal? bei der Benuit-
zung eines theorieaufwendigen Lehrbuchesim Unterricht der Theorieaufwand
reduziert werden muf3.

Wir erfasen das mit Hilfe der Dichte der Phasen bzw. Unterrichtseinheiten.
Darunter verstehe ich das Verhdtnis aus Inhalt und Dauer einer Phase bzw.
Unterrichtsdauer. Zweifellosist durch de Reform der vergangenen Jahre die
Dichte wichtiger Phasen wesentli ch gestiegen. Wennauch de Lehrbucher nur
mit gewisser Vorsicht Aussagen Ubker den tatsadlichen Unterrichtsverlauf
gestatten, so muf3man dach einfach sehen, dal’ de Theoriedichte, die Anwen-
dungsdichte und de Uburgsdichte @hebli ch zugenommen haben. Wenn auch
immer wieder V orschlége gemacdht worden sind, duch Konzentration auf das
Wesentli che Zeit zu gewinnen, so haben sich dach anstell e der weggelassenen
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Begriff e andere breit gemadht, die den Eff ekt wieder aufhoben. Ein typisches
Beispiel scheint das Schicksal des von PICKERT gemacdhten Vorschlages zu
sein, ohre Grenzwertbegriff zur Diff erential- und Integralrechnurg zu flhren.
Damit hatte man zweifell os den Begriff shil dungsaufwand des L ehrganges und
die Begriff shil dungsdichte reduzieren konren. Statt dessen jedoch bauschte
man nun dis Kapitel ,, Stetigkeit” derart auf, dafld beziglich dieser beiden Varia-
blen all es beim aten geblieben ist.

Andererseits hat der Lehrer gerade durch Variation der Dichte wichtiger Pha-
sen innerhalb der verschiedenen Unterrichtseinheiten eine ausgezechnete
Moglichkeit, sich auf die Fahigkeiten der Schiler einzustellen.

Betrachtet man das Dichteprofil eines Lehrganges, das heifdt also de Dichte
einzdner Aktivitdtenim Verlaufe des L ehrganges, dann ergibt sich gerade Wer
ein Indiz fur die Planungsqualit & des Unterrichts.

Dichte Dichte

Abb. 2 Abb. 3

In Abb. 2 und 3piegeln sich Veranlagungen des Lehrers wider. Der ,,wilde
Mann*, beginnt mit hoher Dichte, im weiteren Verlauf des Unterrichts merken
dann die Schiler, dafd kel ihm auch nu ,, mit Wasser gekocht* wird. Der
»Gemitsmensch® fangt , friedlich* an und komnt gegen Ende des L ehrganges
ins Gedrange. Natirliche Schwankungen der Dichte egeben sich aus dem
Anpasaungsprozeld des Unterrichts an de Klase. Ein Ansteigen der Dichte
scheint auch im Hinblick auf die Studierféhigkeit ein wichtiges Trainings-
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moment zu sein, aber diese V ariationen sollten immer das Woh! der Schiler im
Auge haben.

Am haufigsten wird in der Literatur das Niveau angesprochen. Die oft zitierte
»Strenge” kann man as Auspragung der Niveauvariablen betrachten, de sich
auf Begriff sentwicklung, Argumentieren, Formulieren und Reflektieren be-
zieht. Esfindet sich jedoch auch héufig die Auffasaung, dal? Strenge selbst
eine Variable ist. Das wére natirlich auch mit unserem System vertraglich,
indem man etwa Strenge ds Variable des Theoriebil dungsniveaus auff alt.

Die Auffasaung von,, Strenge" ist erhebli chen Schwankungen urterworfen. So
berichtet FREUDENTHAL:

LAlsich studierte, muf¥e @ne strenge Analysisvorlesung fir erste
Semester mit einer Begriindurg der Zahlentheorie anfangen: die
natlrlichen, die ganzen, derationalen Zahlen. Heute geht man, ohre
sich zu schamen, von der axiomatischen Definition des Systems der
redlen Zahlen als eines geordneten ocer topdogischen Kdrpers mit
gewissen Eigenschaften aus.

Damal s hétte man so einem vorgeworfen: ,Woher weif3t du denn, dafd
so etwas existiert? Die Antwort, heute, lautet: ,Und wenn duvon
den natiirlichen Zahlen oder den Mengen ausgehst, woher weifdt du
dann, da3 de existieren? . . ! Um so erstaunlicher ist es, dald man,
von Exaktheitskrupeln gequélt, nunauf der Schule das behandeln
will , was man fUr erste Semester al's zu schwer gestrichen hat: forma-
le Theorien mit Existenzbeweisen der ganzen, rationalen, reellen
Zahlen.... Wer heutzutage behauptet, das si der Gipfel der Exaktheit,
ist nicht modern.” (FREUDENTHAL 1973,S. 140

Dies Zitat zeigt die Entwicklung des Begriffs Strenge im Laufe der Zeit. Im
Zitat wird deutlich, daf3 dfensichtlich Strenge énen namativen Einfluf3 auf
das Handeln des Lehrers hat. Es st ein bekannter Effekt, der vielleicht am
deutli chsten in den vergangenen Jahren bei der Gleichurgsiehre 2u beobadhten
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war, dald je @nfacher ein mathematischer Gegenstand ist, desto stérker der
Exaktheitsgrad angehoben wird. Im Analysisunterricht sind besonders die
Formuli erungen von Definitionen, Sétzen undBeweisen anfélli g fur ein Gker-
héhes Niveau in Richtung einer Formalisierung. Demgegentiber wird das
Anwenden von Begriffen und Sétzen héufig auf einem unndig niedrigen
Niveau betrieben. In einem Vorschlag zu einer Einflihrung in den Integral-
begriff verteidigt KIRSCH seinen Ansatz:

»Zum Abschluf3 méchte ich dem migli chen Einwand begegnen, das
beschriebene Vorgehen bedeute éne Aufweichung des hohen An-
spruchs, der im gymnasialen Mathematikunterricht gestellt werden
soll In der Tat stell en wir einen geringeren Anspruch an das formale
Niveau, auf dem der Integralbegriff eingefihrt wird. Aber wir for-
dern ein viel hoheres Mal3 an Féhigkeiten im Umgang mit diesem
Begriff, as es weithin (auch in mathematisch-naturwissenschaftli-
chen Klasen) tblichist!* (KIRscH 1976,S. 109

Hier ist wichtig, dal3 KIRscH das formale Niveau von Begriff shildungsphasen
alseine Variable sieht, die im Unterricht unterschiedlich hach ausgepréagt sein
kann. Gleichzdtig stellt er die Beaehung zu einer anderen sehr wichtigen
Variablen, rBmlich dem Niveau des Arbeitens mit den Begriffen.

Wichtig ist auch das Argumentationsniveau des Unterrichts. Die Auspragung
dieser Variablen schwankt erfahrungsgemaid erheblich im Unterricht. Haufig
folgen kurzen Phasen verhaltnismélig hohen Argumentationsniveaus, die dem
Lehrer zur Beruhigung seines mathemati schen Gewissens dienen, lange Phasen
relativ niedrigen Argumentationsniveaus, die der Sicherung einigermalien
vertretbarer Ergebnisse in Klassenarbeiten denen.

»Intellektuell ehrliches Argumentieren ist auf vielen Niveaus mog-
lich. Was wir fordern ist, dal3 das einmal beanspruchte Niveau des
Argumentierensim Unterricht durchgehalten, jabei Bedarf gesteigert
—und nicht nach einigen Alibi-Stunden wieder preisgegeben wird.”
(KIRSCH 1976,S. 104
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Die Dosierung der Niveauvariablen zielt auf unterschiedli che Intensitétsgufen
der Lernzielbeschreibungen "Einblick", "Uberblick", "Vertrautheit", wiesiein
Curriculumdiskussonen fir dieKoll egstufe aigesprochen werden (z.B. KRATZ
1975. Sie sind ein wichtiges Instrument zur Erreichung bestimmter Lernziele.

Die Niveauvariable spielt eine zentrale Roll e zur Beschreibung der Methode
des spiraligen Aufbaus von Lehrgangen nach BRUNER. Traditionell hat dasim
Anaysisunterricht bei der Gestaltung einer Propadeutik eine Rolle gespielt.
Wenn man de Hochschule mit einbezeht, so ergeben sich damit also zu-
mindest drei klar voneinander abgrenzbare Niveaustufen, wenn de Kurse auch
nicht nur in deser Variablen voneinander verschieden sind. Auswahl, An-
ordnurg, Aufwand undDichte gehen hier natirlich ebenfallsein. Die Diskus-
sion um das Spiral-Modell hat wesentli ch auf den Grundschulunterricht einge-
wirkt. Das Bewul¥sein fur das Niveau als Variable scheint es mir zu ermdgli-
chen, desen Ansatz auch fir die Kollegstufe nutzbar zu machen.

Bei der Diskusson des Kompasiti onsproblems haben wir besonders die Bedeu-
tung von Verbindurgen hervorgehoben. Dort ging es um die Variation cer
Verbindurgsarten. SolcheVerbindurgen kénnen urterschiedlichintensiv sein.
Besonderer Beli ebtheit scheinen sich logische Bindurgen zu erfreuen. Sowird
viel Wert gelegt auf Betonurg von Verbindurgen zwischen Schliisen und
Voraussetzungen. Man bemtht sich darum, einen hoken logischen Bindurgs-
grad beim Argumentieren herzustellen. Auch de Verbindurgen zu Umwelt-
problemen kénren urterschiedlich intensiv gestaltet werden. So kann man
etwa ,, Anschaulichkeit* as relativ starken Bindurgsgrad zwischen Anaysis
und Geometrie betrachten. Es erscheint also sinnvoll, als weitere Dosierungs-
variable den Bindungsgrad der Inhalte in den einzenen Phasen bzw. Unter-
richtseinheiten hervorzuheben. Bindurgsgrad zielt auf Verstéandns, Einblick
und Vertrautheit. Hoher Bindungsgrad hirgt jedoch de Gefahr des ,, Abhén-
gens‘. Es sheint mir deshalb wichtig zu sein, den Schilern auch immer
wieder neue Themenkreise anzubieten, in denen sich ihnen de Chance énes
Neubeginns bietet.
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3.4 Seuerungsprobleme

Von grol¥er Wichtigkeit fir die Unterrichtsgestaltung ist die Wehl der Unter-
richtsform. Wir woll en von der Steuerung des Unterrichts gorechen. Eshandelt
sich hierbel um die Redisierung der geplanten Unterrichtseinheit oder des
Lehrganges. Insbesondere geht es hier um die Interaktionen zwischen Schiiler
undLehrer. DieVerfahren werden in der Literatur as Drill methode, Frontal-
unterricht, Vorlesungsmethode usw. diskutiert. InWerken zur Schulpéadagogik
wird dies allgemein dargestellt, fur den Mathematikunterricht kannich auf das
Buch vonWittmannverwiesen. Deshalb wird hier auf eineweitere Darstellung
verzichtet.

4. Anwendungsmdglichkeiten der methodischen Analyse

Ein wesentli ches Anliegen dieser Arbeit i st das Hervorheben wichtiger metho-
discher Variablen zur Beschreilbung und Planung von Analysisunterricht.
Dabel ist esnatiirlich nicht mdglich, all e aftretenden Variablen zu erfassen, da
damit der ganze method sche Prozef3 uniitersichtlich wirde. Esging lediglich
darum, einige wichtige Variable hervorzuheben. Durch Zitate und Hinweise
auf die didaktische Diskusson hebeich de Bedeutung der Variablen zu bele-
gen versucht, so dal3 sie ds mdgliches Instrument zur Beschreibung metho-
discher Entscheidungen sichtbar werden. Die Leistungsfahigkeit dieses Ansat-
zes konrte sich bei folgenden Aufgaben erweisen, deich hier kurz skizzieren
madchte.

(1) Redisierung von Lehrplanen

In den Lehrplénen werden heute hauptsachlich Angaben dber Inhate und
Zielverhaten gemacht. Bei der Redisierung der Lehrgange ist es notwendig,
die method schen Variablen so auszuprégen, daldim Hinblick auf die au urter-
richtetenden Schiiler die Ziele areicht werden kdnren. Es besteht die M6g-
lichkeit, bei einer weiteren Gestaltung der Lehrpléne deutli chere method sche
Hinweise a1 geben.
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(2) Entwicklung von Diff erenzierungsmodell en

Obwohl die Lehrplane Analysisfiir unterschiedliche Kurse vorsehen, bezehen
sich die Angaben auch hier auf Zielsetzungen und Inhalte, ohre daid deutlich
wird, in welcher Weise die unterschiedli ch begabten undinteresgerten Schiiler-
gruppen verschieden method sch angesprochen werden sollen. Betrachtet man
Lehrbticher fir verschiedene Kurse, dannfallt die geringe Variationsbreite auf.
Ein bewul¥es Gestalten der method schen Variablen 1813t hier Verbesserungen
erhoffen.

(3) Analyse von Unterricht

Bel der Analyse von Mathematikunterricht ist es notwendig, auch de metho-
dischen Fragen einzubezehen. Es erscheint deshalb zwedkmallig, einen Be-
griffsapparat zu entwickeln, der methodsche Entscheidurgen treffend be-
schreibt, um z.B. verwendete Prinzipien klar angeben zu kénren. Zahlreiche
Unterrichtsprinzipien bezehen sich auf methodsche Entscheidungen. Ich
erinnerean das Prinzip von der Isolation der Schwierigkeiten (Reihenfolge), an
das Prinzip der Variation (Verbindurg), an das Prinzip der Stufengemaiheit
(Niveau) usw. Beispielsweise hat SCHWEIZER (1958 das Okonamieprinzip fiir
die Algebra in einem Aufsatz diskutiert, indem er die Variablen Auswahl
(,, Streichung von Stoffen*), Niveau (,, Propadeutik”), Bindungsgrad (, Aus-
dehnurg der Anschauung und Hinausschiebung der Abstraktion*), Aufwand
(, Gegen vorzdtige Medhanisierung”), Akzentuierung (, Leitverfahren, Leit-
aufgaben, Leitbegriffe"), Dichte (,Arbeitsintensitdt im Klasenurterricht”)
ansprac.

(4) Beschreibung von Unterrichtsmethoden

Eine Unterrichtsmethode kann man auff assen a's Strategie, d.h.einebestimmte
Auspragung der methodschen Variablen, de aif die Optimierung des Lern-
erfolgs bei den Schilern gerichtet ist. Einige Methoden haben besondere
Bezachnungen erhaten, z.B. genetisches Lehren, exemplarisches Lehren,
Frontalunterricht, Drill -Methode, Vorlesungsmethode. Wie wir bereits gese-
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hen haben, legen dese Methoden jewell s einige Variablen fest, ohre Uber die
anderen etwas auszusagen. So ist z.B. das genetische Lehren bestimmt durch
eine besondere Auspragung der Variablen Verbindurg, Reihenfolge, Niveau
undBindurgsgrad. Der Frontalunterricht ist im wesentlichen bestimmt durch
die Variable Steuerung. Wenn man sich darum bemiht, die wichtigsten Aus-
pragungen der methodschen Variablen zu erfassen, dann miif¥e es moglich
sein, Unterrichtsmethoden wesentlich genauer zu beschreiben, als das bisher
geschehen ist.

(5) Bewertung von Unterrichtsmethoden

DaUnterrichtsmethoden in der Regel eine Optimierung des Unterrichtserfolges
anstreben, wird man nach Mitteln zur Bewertung einer Methode suchen. Da
die Unterrichtsmethode durch viele Variablen bestimnt ist, ist es shwierig,
den EinfluR3 kestimmter Variablen auf den Unterrichtserfolg festzustellen. Zur
Zeit wird vorwiegend mit Erziehungsmethoden undLernzielen argumentiert.
Inwieweit aber bestimmte methodi sche Entscheldungen das Erreichen gewisser
Lernzielefestlegen, ist bisher meist nur durch Erfahrungen, selten durch empi-
risch gesicherte Ergebnise a1 belegen. Die bisher vorliegenden Untersu-
chungen bezehen sich auf Variable, die vom Praktiker eher as sskundir
angesehen werden. Eserscheint deshalb nawendig, den Blick fir methodsche
M é6gli chkeiten zu erweitern.
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