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Herrn Prof. W. Schweizer in herzlicher Verbundenheit zum 75.  Geburtstag gewidmet

1. Einführung

Die didaktische Diskussion um den Analysisunterricht ist weitgehend bestimmt

von Überlegungen zu Zielsetzungen und Inhalten. Insbesondere unter dem

Einfluß amerikanischer Pädagogen hatten die Lehrplanentwicklungen der

vergangenen Jahre zum Ziel, Curricula mit operationalisierten Lernzielen zu

entwickeln. Diese Neugestaltung der Lehrpläne hat zweifellos zu einer Ver-

besserung der Information für den Lehrer geführt. Allerdings sind ihm bisher

kaum Hil fen zur methodischen Gestaltung seines Unterrichts gegeben worden,

die ihm Sicherheit geben könnten, daß durch bestimmte unterrichtliche Maß-

nahmen die angestrebten Ziele erreicht werden können. Didaktische Vorschlä-

ge zur Neugestaltung des Analysisunterrichts beziehen sich weitgehend auf

Aussagen über zu behandelnde Inhalte, Diskussion bestimmter zentraler Be-

griffe und Fragen der Reihenfolge. Man denke etwa an die alte Frage, ob man

erst Differential- und dann Integralrechnung behandeln sollte, ob man mit

Folgen oder ohne Folgen die Konvergenz von Funktionen behandeln soll ,

schließlich ob man stetige Funktionen oder Lipschitz-stetige Funktionen in den

Vordergrund stellen sollte. Dagegen wird die Entscheidung, welche Form von

Definitionen für zentrale Begriffe gewählt werden soll , heute weitgehend unter

dem Aspekt der Strenge, der Eleganz oder der Originalität, weniger unter dem

der Verständlichkeit für die Schüler diskutiert.

Die methodische Komponente wird noch am ehesten angesprochen, wenn es

um Fragen der „Anschaulichkeit und Strenge“ im Analysisunterricht geht.

Immerhin hat es zu dieser Thematik drei Hefte dieser Schriftenreihe gegeben!

Man beachte, daß es im Titel nicht „oder“ bzw. „entweder oder“ heißt.
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Ermutigende Äußerungen von FREUDENTHAL (1973) über die Notwendigkeit,

Analysis „beziehungshaltig“ zu unterrichten, lassen hoff en, daß die metho-

dische Komponente wieder stärker beachtet wird, nachdem sie unter dem

Diktat der Strenge in den letzten Jahren in den Hintergrund getreten war. Bei

der Analyse der zahlreichen Arbeiten zur Analysis, die in den letzten Jahren

veröffentlicht worden sind, fällt auf, daß wohl gelegentlich methodische Hin-

weise gegeben werden, daß sie jedoch gegenüber den mathematischen Aus-

führungen meist überhaupt nicht ins Gewicht fallen.

Es ist weiter interessant, daß bisher kein Begriff ssystem entwickelt worden ist,

das man zur methodischen Charakterisierung einschlägiger Unterrichtsmaß-

nahmen in der Analysis verwenden könnte. Es ist nicht das Ziel dieser Arbeit,

ein solches System anzugeben. Es soll jedoch das Bewußtsein für Möglich-

keiten methodischer Entscheidungen geweckt werden, um damit vielleicht eine

Systembildung anzuregen. 

Die Problematik eines solchen Systems besteht darin, daß es einerseits zu einer

Verengung der Betrachtungsweise führen kann, bei der man nicht mehr alle

Möglichkeiten im Blick behält, und daß es andererseits so allgemein ist, daß es

nicht mehr zu unterscheiden gestattet zwischen wesentlich verschiedenen

methodischen Entscheidungen.

Ein solches System sollte deshalb kontrolli ert werden, indem einerseits wichti-

ge bekannte Erfahrungen und methodische Vorschläge eingeordnet und ande-

rerseits zentrale methodische Entscheidungen im Analysisunterricht mit Hil fe

dieses Schemas analysiert werden.

Methodische Entscheidungen sollen zu einem Mathematikunterricht führen,

der es gestattet, die vorgegebenen Ziele mit bestimmten Schülergruppen zu

erreichen. Sie beziehen sich auf die Anlage von Unterrichtseinheiten im Rah-

men eines Lehrganges und auf die Gestaltung von Unterrichtsphasen im Rah-

men von Unterrichtseinheiten. Mit Unterr ichtseinheiten wollen wir im folgen-

den thematische Einheiten betrachten, die in der Regel eine oder mehrere

Unterrichtsstunden umfassen.
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Unterrichtseinheiten bestehen aus verschiedenen Phasen, in denen sich die

Schüler mit Inhalten auseinandersetzen. Teilweise setzt der Lehrer diese Ent-

scheidungen, teilweise sind sie ihm vorgegeben durch Lehrpläne, durch Unter-

richtswerke, Unterrichtsmaterialien, durch Unterrichtsbedingungen, allgemeine

pädagogische Normen und Ausbildungstraditionen. Es sind immer wieder

Tendenzen zu beobachten, die den Entscheidungsspielraum des Lehrers ein-

engen. Das wird begründet mit Zielvorstellungen, Optimierungsforderungen,

Normierungsbestrebungen im Hinblick auf Abschlußprüfungen oder Schutz-

maßnahmen für Schüler, oder mit gesellschaftlichen Zwängen.

Es kann jedoch leicht zu einem Schematismus führen, der den Lehrer einengt,

anstatt ihn zu befähigen, seinen Handlungsspielraum bewußt zum Besten der

Schüler auszuschöpfen. Ziel dieser Arbeit ist es, auf solche Gestaltungsmög-

lichkeiten hinzuweisen.

2. Wichtige Phasen in Unterr ichtseinheiten zur Analysis

2.1 Begriffsentwicklung

Eine wichtige Aufgabe des Analysisunterrichts besteht darin, die Schüler mit

zentralen Begriffen wie Konvergenz, Stetigkeit, Differenzierbarkeit, Ableitung,

Grenzwert, Integrierbarkeit, Integral vertraut zu machen. In der Regel wird der

Schüler nicht sofort mit der Definition bekannt gemacht, sondern der Lehrer

versucht zunächst, aus Beispielen und eindrucksvollen Situationen eine Vor-

stellung von dem zu erfassenden Phänomen zu vermitteln. Ein solcher Begriff s-

bildungsprozeß führt über die Formulierung einer Definition hinaus, indem

beim Lernenden das Wissen neu organisierte (OTTE 1974) und sein Wissen

über mehrere Stufen vertieft wird (VOLLRATH 1974). 

Ein klassisches Beispiel aus dem Analysisunterricht ist der Begriff des Grenz-

wertes. Man gibt dem Schüler einige Beispiele konvergenter Folgen und

spricht auf einer ersten Stufe davon, daß sich die Glieder der Folge einer Zahl

nähern. Diese Zahl wird als Grenzwert der Folge bezeichnet. Auf der Grundla-
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ge dieser etwas verschwommenen Redewendung werden dann Beispiele und

Gegenbeispiele diskutiert, was zu einer schrittweisen Präzisierung der De-

finition führt. 

Solche Prozesse sind teilweise in den Lehrbüchern vorgezeichnet, sie spielen

sich aber im wesentlichen im Unterricht ab, da einerseits Lehrbuchautoren eine

Scheu zu haben scheinen, vorläufige Formulierungen zu verwenden, die für

Kritiker angreifbar sind, und da andererseits solche Prozesse nur begrenzt

simulierbar sind.

2.2 Suchen von Zusammenhängen

In dieser Phase geht es hauptsächlich um das Suchen von Sätzen. Mit Hil fe

graphischer Darstellungen, durch Analyse von Beispielen, durch Induktion

kann der Lehrer die Schüler zu Vermutungen führen. Es entspricht einer Tradi-

tion des Gymnasialunterrichts, Sätze nicht vorzugeben, sondern die Schüler

zum Finden von Sätzen zu führen. Das Verfahren wird heute unter dem Namen

„entdeckendes Lernen“ als pädagogische Errungenschaft aus USA wieder

importiert. Auch hier handelt es sich um einen Prozeß, der sich über mehrere

Stufen hinzieht, ausgehend von einer vagen Vermutung, die durch Beispiele

gestützt, durch Gegenbeispiele eingegrenzt und schließlich sprachlich an-

gemessen in einem Satz formuliert wird. Im Rahmen heuristischer Untersu-

chungen findet diese Tätigkeit sowohl von lernpsychologischer als auch von

didaktischer Seite großes Interesse.

2.3 Argumentieren

Das Argumentieren spielt insbesondere beim Beweisen von Sätzen eine wichti-

ge Rolle. Doch beschränkt es sich nicht darauf. Das Entwickeln von Algorith-

men, das Lösen von Aufgaben, das Anwenden von Mathematik ist in einem

guten Unterricht ebenfalls von Argumentationen begleitet. Beim Beweisen

folgt im Unterricht der Beweis keineswegs immer dem Satz, sondern in den

meisten Fällen dürfte bereits bei der Einführung zu einem Satz wesentlich

argumentativ gearbeitet werden. Selbst in den Lehrbüchern auf Universitäts-
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niveau findet man es häufig, daß Argumentationen zu einem Satz führen, so

daß der Beweis nicht noch einmal gesondert aufgeschrieben wird. Das ist an

sich ein natürli cher Prozeß, er birgt jedoch die Gefahr, daß dem Schüler gar

nicht bewußt wird, daß er hier einen Beweis geführt hat (WALSCH 1972).

Auch für das Argumentieren gibt es verschiedene Stufen, die von einem blin-

den konkreten Operieren mit Beispielen über produktives Operieren mit Bei-

spielen, bei dem bereits die Beweisidee sichtbar wird, zum formalen Beweis

führen können. So wichtig Beweise im Mathematikunterricht allgemein sind,

ist man sich doch darüber im klaren, daß die Forderung unsinnig ist, jeden

Satz, der im Unterricht benutzt wird, auch zu beweisen. Denn selbst in wissen-

schaftlichen Werken ist es üblich, gewisse Sätze ohne Beweise zu benutzen.

Man denke nur an den Jordanschen Kurvensatz, dessen Beweis sich in kaum

einem Lehrbuch findet. Statt dessen ist in der Schule Einverständnis erzielt

worden, wenigstens das Erkennen der Beweisbedürftigkeit mathematischer

Sätze als Ziel anzustreben.

2.4 Algorithmen

So wichtig die theoretischen Ausführungen in der Analysis sind, so bedeutsam

ist gerade für den Unterricht die Möglichkeit, aus wichtigen Ergebnissen der

Analysis Algorithmen zu entwickeln. 

Man denke etwa an die Kurvendiskussionen, das Bestimmen von Flächen- und

Rauminhalten, Interpolation und Approximation. Diesen Algorithmen lassen

sich Aufgabenfelder zuordnen, die traditionell eine wichtige Rolle im Abitur

spielen. Das algorithmische Arbeiten nimmt deshalb einen großen Raum im

gymnasialen Analysisunterricht ein. Es ist sicher eine wichtige Aufgabe des

Mathematikunterrichts, den Schülern die „Macht des Kalküls“ zu zeigen, aber

man sollte doch auch die Gefahr des Abstumpfens sehen, auf die immer wieder

verwiesen worden ist. Für den Analysisunterricht scheint es mir deshalb eine

wichtige Zielsetzung zu sein, daß nicht das algorithmische Arbeiten sondern

die Entwicklung von Algorithmen im Vordergrund stehen sollte (VOLLRATH

1974).
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2.5 Anwenden

In der Diskussion um Zielsetzungen für den Mathematikunterricht ist seit

FELIX KLEIN immer wieder auf die Bedeutung der Anwendungen hingewiesen

worden. Man ist sich darin einig, daß es sowohl innermathematische, als auch

außermathematische Anwendungen gibt. Von den innermathematischen An-

wendungen der Analysis seien die Tangenten-, Flächeninhalts- und Raumin-

haltsbestimmungen erwähnt, als außermathematische Anwendungen Geschwin-

digkeit in der Physik, Wachstumsprozesse in der Biologie und Grenzkosten in

den Wirtschaftswissenschaften. Das Anwenden von Mathematik ist eine wich-

tige Tätigkeit, deren Schwierigkeit leicht unterschätzt wird. Zur Begründung

weist man immer wieder auf die Motivierbarkeit der Schüler durch Anwendun-

gen hin. Man erhält auch die Möglichkeit, die Forderung nach Analysisunter-

richt im Fächerkanon zu begründen, man sollte aber nicht übersehen, daß für

viele Schüler diese Anwendungen durch die Eigengesetzlichkeit der betreffen-

den Gebiete keineswegs den Analysisunterricht erleichtern.

Es ist eine Erfahrung, daß z.B. in sprachlichen Klassen die Einbeziehung der

physikalischen Betrachtungen zu Geschwindigkeit und Beschleunigung von

den meisten Schülern als schwerer empfunden werden als etwa die Tangenten-

steigungsbestimmungen.

2.6 Formulieren

Zu einem großen Teil i st der Analysisunterricht damit befaßt, mathematische

Sachverhalte adäquat auszudrücken. Das bezieht sich auf Aufgabenstellungen,

Definitionen, Sätze, Zusammenfassen von Ergebnissen, Diskussion von Ergeb-

nissen, Formulierung von Zielsetzungen, Entwickeln von Begriffen, Beschrei-

ben von Algorithmen usw. Auch bei dieser Tätigkeit handelt es sich um einen

Prozeß, der variabel ist, und der wesentlich methodisch beeinflußt werden

kann. Die Lehrbücher geben meist nur die Endform wieder, so daß der Prozeß

einem Lernenden nur schwer sichtbar gemacht werden kann. Während für den

Bereich der Grundschule inzwischen zahlreiche Untersuchungen zu diesem

Problemkreis vorliegen, fehlt es für den Bereich der Kollegstufe weitgehend an
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fundierten Ausführungen. Für die Mittelstufe liegen einige interessante Unter-

suchungen über die Bedeutung expliziter bzw. impliziter Formulierungen für

das Lernen von Mathematik vor (Z.B. PALZERE 1967), es wären jedoch ausführ-

liche Untersuchungen zu diesem Thema erwünscht.

2.7 Problemlösen

Es ist geradezu eine Mode geworden, sich in der Didaktik mit dem Problemlö-

sen zu befassen. Leider sind die meisten Ansätze nicht über das hinausge-

kommen, was sich in den inzwischen klassischen Büchern von POLYA findet.

Die Verwirrung wird noch dadurch vergrößert, daß in Amerika unter „Pro-

blem“ häufig nur „Aufgabe“ verstanden wird, während in der deutschen Didak-

tik ein eher tiefsinniger Aufgabentyp gemeint ist. Wenn sich die Aufgabenty-

pen auch schwer abgrenzen lassen (wie mir das Normenbuch zu zeigen

scheint), so soll doch im folgenden der in unserem Bereich gebräuchliche Typ

angesprochen sein.

2.8 Üben

Wir haben diese Phase bereits beim Anwenden und beim Problemlösen an-

gesprochen. Gemeint ist das Behandeln von Aufgaben zum Sichern von De-

finitionen, Sätzen und Algorithmen, zur Vorbereitung auf Tests und als Aus-

drucksmöglichkeit für Schülerleistungen. Das Üben gehört zu den „niederen“

didaktischen Tätigkeiten, die in der didaktischen Literatur allenfalls beiläufige,

meist jedoch abwertende Erwähnung findet, wenn es auch in der Schulpraxis

von immenser Bedeutung ist. Es ist erstaunlich, daß bisher die lernpsychologi-

schen Forschungsergebnisse, die in diesem Bereich vorliegen, kaum verwertet

worden sind.

2.9 Reflektieren

Diese Phase ist bestimmt durch eine in der didaktischen Diskussion hoch einge-

schätzte Tätigkeit, die sich in „Diskussionen“ , „Vertiefungen“, „Besinnungen“

niederschlägt. Sie findet sich in vielen Lehrplänen in einer dieser Erschei-
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nungsformen angesprochen, weil wichtige Ziele wie Einblick und Überblick,

so vage diese auch formuliert sein mögen, erreicht werden sollen. Auch diese

Phase überschneidet sich mit den anderen und bezieht sich auf Probleme,

Vermutungen, Begriffe, Definitionen, Sätze, Beweise, Algorithmen und An-

wendungen. Sie soll i n der Regel dazu dienen, die Schüler von einem Niveau

auf ein höheres zu bringen. Dabei kann diese Tätigkeit die nächste Stufe ein-

leiten, nach VAN HIELE (1964) kann sie diese auch charakterisieren.

3. Methodische Entscheidungen

Lernziele und Inhalte sind heute weitgehend durch Lehrpläne festgelegt. In der

didaktischen Diskussion der letzten Jahre hat man versucht, den Prozeß der

Lehrplanentwicklung durchsichtig zu machen. Insbesondere sollten Lernziel-

analysen, Arbeitsplatzanalysen und Bedarfsanalysen den Prozeß objektivieren.

Teilweise wurden Staatsinstitute beauftragt, Curriculare Lehrpläne zu entwik-

keln. In der Praxis ist hinter dem ganzen Aufwand nicht mehr geschehen, als

daß in jedem Bundesland ein Kreis von dem Ministerium kompetent erschei-

nenden Lehrern oder Hochschullehrern zusammengetreten ist und unter Zeit-

druck, Arbeitsüberlastung und recht dürftigem Informationsmaterial Lehrpläne

entwickelt hat, die den Rahmenrichtlinien von 1968 weitgehend entsprechen.

Es steht außer Zweifel, daß die didaktische Diskussion auch in der Zukunft bei

der Weiterentwicklung der Lehrpläne noch eine wichtige Aufgabe hat. Ande-

rerseits wäre es unrealistisch, den Zwang der durch die vorliegenden Lehrpläne

gegebenen Einschränkungen zu übersehen.

Die im Lehrplan genannten Inhalte sind in die Unterrichtspraxis umzusetzen.

Damit ergeben sich für den Lehrer eine Reihe von Entscheidungen, von denen

ich vier Typen hervorheben möchte.

Zu den im Lehrplan gegebenen Begriffen sind Definitionen, Beispiele und

Gegenbeispiele zu wählen. Für Übungsphasen sind Aufgaben zu wählen, in

einer bestimmten Unterrichtseinheit sind die Phasen festzulegen, und für den
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Lehrgang sind die einzelnen Unterrichtseinheiten vorzusehen. Diese Ent-

scheidungen wollen wir unter dem Aspekt der Auswahl betrachten.

Beispiele, Definitionen, aber auch verschiedene Phasen in einer Unterricht-

seinheit, Unterrichtseinheiten in einem Lehrgang sind in eine bestimmte Rei-

henfolge zu bringen. Zusammenhänge müssen hergestellt , Verbindungen ge-

knüpft und Inhalte müssen Phasen und Unterrichtseinheiten zugeordnet wer-

den. Diese Entscheidungen wollen wir unter dem Aspekt der Komposition

zusammenfassen.

Definitionen können auf verschiedenem Abstraktionsniveau formuliert werden,

Inhalte können in einzelnen Unterrichtseinheiten stark komprimiert oder weit-

läufiger behandelt werden. Den Anteil der Übungen an einer Unterrichtseinheit

und auch am Lehrgang kann man variieren, schließlich kann man den Grad der

Verbundenheit zwischen Inhalten, Phasen und Unterrichtseinheiten variieren.

Wir fassen das unter dem Aspekt der Dosierung zusammen.

Schließlich sind für die einzelnen Phasen und Unterrichtseinheiten die Formen

der Schüler- und Lehrertätigkeit vorzusehen. Diese Frage der Wahl einer

Unterrichtsform wollen wir unter dem Aspekt der Steuerung ansprechen.

Es wird deutlich, daß sich die methodischen Entscheidungen auf verschiedene

Ebenen des Unterrichtsprozesses beziehen. Wir wollen diese Ebenen nicht

scharf trennen, denn wir streben kein System an. Es sollen vielmehr innerhalb

der einzelnen Entscheidungsbereiche Variable hervorgehoben werden, deren

Ausprägung vom Lehrer gewählt werden muß. Dabei soll versucht werden, die

Wirkung auf das Zielverhalten zu diskutieren.

3.1 Auswahlprobleme

Eine immense Diskussion wurde durch den Vorschlag von KARCHER (1973)

ausgelöst, statt stetiger Funktionen Lipschitz-stetige Funktionen im Unterricht

zu behandeln. Als Gründe werden angegeben:

„Die Analysis kann auf diese Weise mit wesentli ch einfacheren
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Beweisen behandelt werden als bisher; gleichzeitig haben die gut-

artigen Funktionen der Anschauung zugänglichere Eigenschaften als

die (Cauchy-)stetigen Funktionen. Daher kann man mehr Schülern als

bisher verständlich machen, worum es in der Analysis geht; wegen

der kürzeren Beweise treten die Grundideen besser hervor. . . .“

(KARCHER 1973, S. 46)

Eine andere oft diskutierte Frage betriff t die Verwendung von Folgen.

„Allerdings scheinen mit Folgen für die Schule nicht die günstigste

Grundlage für den Analysislehrgang abzugeben. Sie bedingen zusätz-

liche Quantoren und damit zusätzliche gedankliche Schwierigkeiten

bei der Definition des Grenzwertsatzes und damit der Ableitung und

Stetigkeit...

Der wesentliche Nachteil der Intervallschachtelungen, der Funda-

mentalfolgen und auch der neuerdings für die Schule erwogenen

Filter als Konstruktionsmittel besteht in der Notwendigkeit zur Bil -

dung von Äquivalenzklassen für die Definition der reellen Zahlen.

Die Objekte werden dadurch unübersichtlicher und die Beweise

werden komplizierter. Auch die Abstraktionsstufe wird erhöht, und

der notwendige Begriff sapparat wird umfangreicher.“ (KOCH 1969,

S. 25-26)

Die Zitate machen deutlich, daß man von einer bestimmten Auswahl einerseits

Einflüsse auf bestimmte Unterrichtsphasen erwartet (die Beweise werden

einfacher, die Beweise werden komplizierter, Eigenschaften werden leichter

zugänglich, es treten zusätzliche gedankliche Schwierigkeiten auf, Objekte

werden unübersichtlicher, die Abstraktionsstufe wird erhöht, die Grundideen

treten besser hervor, der notwendige Begriff sapparat wird umfangreicher),

andererseits ein bestimmtes Zielverhalten der Schüler zu erreichen sucht (Ver-

stehen, worum es in der Analysis geht). Offensichtlich rechnet man damit, daß

die Auswahl weitere methodische Variable beeinflußt, die wesentlich für die
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Erreichung von Lernzielen sind. Es hat den Anschein, als ob dem Auswahl-

problem in der didaktischen Diskussion eine Schlüsselfunktion zugeschrieben

wird. Zweifellos beeinflußt gerade in der Mathematik die Auswahl in einem

hohen Maße andere Variable, aber ich habe den Eindruck, daß das überbe-

wertet wird. Die Entscheidung für die Lipschitz-Stetigkeit sagt z.B. noch nichts

darüber aus, auf welchem Abstraktionsniveau sie behandelt wird. Man kann

anschaulich-geometrisch definieren:

Eine Funktion heißt Lipschitz-stetig, wenn die Sekantensteigungen

beschränkt sind, 

oder stärker formal:

eine Funktion f heißt Lipschitz-stetig, wenn es eine Zahl L gibt, so

daß für alle x, y des Definitionsbereichs gilt

.f (x ) - f (y ) L x - y≤ ⋅

Es ist abhängig von der Begabung der Schüler, welcher Begriff auf welcher

Abstraktionsstufe besser verstanden wird. Im Hinblick auf das Zielverhalten ist

es also durchaus sinnvoll , das Auswahlproblem in Zusammenhang mit dem

Dosierungsproblem für das Abstraktionsniveau zu sehen. Für die Unterrichts-

planung handelt es sich jedoch um voneinander unabhängige Variable.

Daß die Auswahl tatsächlich für das Zielverhalten wichtig sein kann, zeigt das

bekannte Problem, wie man den Grenzwert von Funktionen definieren soll . In

der Diskussion werden häufig drei konkurrierende Verfahren betrachtet:

Umgebungsdefinition,

Epsilon-Delta-Definition,

Folgendefinition.

Zur Beurteilung dieser Definitionen kann man die Möglichkeit der Veran-

schaulichung, insbesondere aber die logische Struktur der Definitionen her-
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anziehen. Offensichtlich kommen die Lehrbuchverfasser zu sehr unterschiedli -

chen Ergebnissen, denn ohne erkennbares System finden sich diese Definitio-

nen sowohl in Grundkurs- als auch in Leistungskursbüchern.  Man kann diese

Frage auch empirisch angehen.

CHURCHMAN hat 1972 diese drei Definitionen in getrennten Kursen zugrunde-

gelegt und untersucht, wie sich diese Definitionen im Unterricht auf das Lösen

von Aufgabengruppen

a) zur Bestimmung von Grenzwerten an Unstetigkeitsstellen,

b) zum Nachweis von Konvergenzbedingungen,

c) zu Geometrische Anwendungen des Grenzwertbegriff s,

d) zur Verifikation von Grenzwerten

auswirken. Dabei zeigte es sich, daß der Kurs mit Folgendefinition in allen

Fällen bessere Ergebnisse erbrachte als die beiden anderen Kurse.  Allerdings

waren die Unterschiede nur bei b) und c) auf dem 0.05-Niveau signifikant.

Leicht überlegen (nicht signifikant) war die Epsilon-Delta-Fassung gegenüber

der Umgebungsfassung bei den Aufgaben aus a), c) und d); dagegen war die

Umgebungsfassung der Epsilon-Delta-Fassung bei Aufgaben vom Typ b) leicht

(nicht signifikant) überlegen.  Der Folgenzugang ist insbesondere überlegen bei

Aufgaben, die auf Verständnis des Konvergenzbegriff s bei Funktionen zielen.

Durch den Lehrplan, stärker noch durch das gewählte Lehrbuch, ist natürlich

die Wahlmöglichkeit für bestimmte Definitionen erheblich eingeschränkt.

Dagegen besteht stärkere Freiheit in der Wahl von Aufgaben in Übungsphasen.

Hier hat der Lehrer die Möglichkeit, unter gegebenen Aufgaben in dem vorhan-

denen Buch diejenigen auszuwählen, die er für besonders wichtig hält.  Ins-

besondere ergibt sich hier die Möglichkeit, durch Wahl von bestimmten Auf-

gabentypen dem Unterricht ein besonderes Gepräge zu geben.  So kann man

etwa durch Wahl von Anwendungsaufgaben den Unterricht anwendungs-

orientiert gestalten, während durch Übungen, die stärker auf Beweise ausge-
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hen, der Unterricht stärker forschungsorientiert wird.

Auch die Wahl von bestimmten Phasen in einer Unterrichtseinheit ist wichtig

für das Zielverhalten der Schüler und gibt zugleich dem Unterricht ein be-

stimmtes Gepräge.  Wenn z.B. einer Begriff sbildungsphase keine Übungsphase

folgt, dann besteht die Gefahr von fehlendem Begriff sverständnis, gleichzeitig

wirkt ein solcher Unterricht sehr „ theoretisch“ .  Doch handelt es sich dabei

nicht um ein spezifisches Problem des Analysisunterrichts, wenn es sich hier in

der Regel auch besonders deutlich zeigt.

3.2 Kompositionsprobleme

Bei der Unterrichtsplanung ergibt sich wohl zuerst die Aufgabe, die im Lehr-

plan genannten Inhalte auf bestimmte Unterrichtseinheiten zu verteilen (Grob-

planung).  Es handelt sich hier um eine Frage der Zuordnung.  Sie stellt sich

allerdings eher dem Lehrbuchautor; der Lehrer entscheidet sich in der Regel

mit einem bestimmten Lehrbuch auch für eine dort vorgegebene Zuordnung.

Auf der Ebene der Planung von Unterrichtseinheiten (Feinplanung) ist ihm die

Zuordnung von Inhalten zu bestimmten Phasen überlassen.  Das wird dadurch

verstärkt, daß die Lehrbücher für die Oberstufe in zunehmendem Maße den

Charakter von „Lesebüchern“ erhalten.  Das Problem der Zuordnung ist eng

verbunden mit dem der Auswahl und wird sich in der Praxis nicht immer tren-

nen lassen.  An einer wichtigen Stelle im Analysisunterricht zeigt es sich

jedoch, daß das Zuordnungsproblem bedeutsam für das Verständnis ist.  Es

ergibt sich z.B. die Frage, ob ein bestimmter Sachverhalt Gegenstand einer

Definition oder eines Satzes sein sollte. So kann man etwa die Volumenmaß-

zahl eines Drehkörpers als

π f x dx

a

b

( ) 2∫
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 definieren oder herleiten. KIRSCH lehnt das Definieren mit dem Hinweis ab: 

"Generell  würde ich es als antididaktische Inversion im Sinne von H.

Freudenthal bezeichnen, wenn etwas, was im ursprünglichen Ver-

ständnis ein Satz ist, im systematischen Aufbau zu einer Definition

gemacht wird" (KIRSCH 1976, S. 89).

Neben Fragen der Auswahl findet man häufig Argumente, die sich mit Fragen

der Reihenfolge befassen.  Einmal geht es dabei um die Reihenfolge der ma-

thematischen Objekte im Unterricht, also ob z.B. erst die Differential- und

dann die Integralrechnung kommen soll oder umgekehrt.  Hier handelt es sich

teilweise um eine Frage des Geschmacks, teilweise auch um eine der Ökono-

mie, schließlich auch um ein Problem logischer Abhängigkeiten.  Diese Fragen

sind stärker fachsystematisch bestimmt, während z.B. die Frage, ob man erst

Beispiele und dann die Definition bringen soll oder umgekehrt, eher metho-

dischen Charakter hat.  Dazu drei Zitate, die diese Variable ansprechen.

„Für die Einführung des Integralbegriff s selbst bieten sich dann im

wesentlichen zwei Möglichkeiten an: entweder man erklärt die Be-

griffe abstrakt und wiederholt sie anschließend an einem Beispiel,

oder man geht gleich von einem Beweis aus, etwa f(x) = x2 auf [0,1 ]

und vollzieht die folgenden allgemeinen Überlegungen Schritt für

Schritt an diesem Beispiel“ (REICHEL 1974, S. 170).

„Eine weitere Besonderheit unserer Darstellung ist, daß die Analysis

mit der Untersuchung von Funktionen begonnen wird, weil man auf

diese Weise rasch zu interessanten Sätzen der Analysis kommt.

Folgen treten erst auf, wenn sich bei der Einführung des Integrals

eine Diskussion der Vollständigkeit der reellen Zahlen aufdrängt.“

(KARCHER 1973, S. 46).
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„ Ich halte es für gut, den ersten propädeutischen Unterricht in In-

finitesimalrechnung entweder mit der Integralrechnung zu eröffnen,

in welcher der Grenzbegriff erfahrungsgemäß leichter aufgefaßt wird,

oder so anzulegen, daß im Anfange der Grenzbegriff und damit

Schwierigkeiten erkenntnistheoretischer Natur vermieden werden.

Der Lernende soll bei der zweiten Art zunächst einmal so rasch als

möglich medias in res kommen und sehen, worauf die neuen Überle-

gungen hinauslaufen und wozu sie gut sind.  Hierdurch gewinnt er

von Beginn an Vertrauen zu ihnen und kann in einem späteren Zeit-

punkt, wo sich der Grenzbegriff selbstverständlich einmal irgendwie

einstellen muß, etwaigen Zweifeln mit ganz anderer geistiger Reife

und ganz anderer Kenntnis der Zusammenhänge gegenübertreten.“

(WALTHER 1929, S. 87).

Im ersten Zitat werden zwei Varianten zum Lehren des Integralbegriff s ohne

Wertung angegeben.  Ein wesentliches Ziel beim Lernen mathematischer

Begriffe ist die Fähigkeit Beispiele und Gegenbeispiele angeben zu können,

bzw. vorgelegte Objekte darauf untersuchen zu können, ob es sich um Bei-

spiele für den Begriff handelt.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Reihenfolge Betrachtung von Beispielen –

Betrachtung von Gegenbeispielen – Mitteilung der Definition das Zielverhalten

der Schüler beeinflußt.  Dazu gibt es eine Reihe von Arbeiten von HENDERSON

und seinen Schülern.  Heute führt COONEY diese Forschungen fort (COONEY,

DAVIS, HENDERSON 1975).  Die Ergebnisse sind recht unbefriedigend. Ins-

besondere kann man bisher nicht die Überlegenheit einer bestimmten Vor-

gehensweise als empirisch begründet ansehen.

Das Zitat von WALTHER zeigt, daß Wirkungen im wesentlichen im affektiven

Bereich erwartet werden.  Insbesondere wird man dadurch die Motivation der

Schüler beeinflussen können, was natürlich für die Erreichung der Lernziele

sehr wichtig ist.

Das Zitat von KARCHER schließlich zeigt eine wichtige Wirkung der Reihenfol-
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ge zentraler Begriffe im Unterricht: Der Zugang zu bedeutsamen Ergebnissen

der Analysis kann gesteuert werden.  Es handelt sich hier um einen sehr augen-

scheinlichen Sachverhalt.  Betrachtet man die Fülle wissenschaftlicher Darstel-

lungen zur Analysis, so liegt offensichtlich ein besonderer Reiz für den Ma-

thematiker darin, durch die von ihm gewählte Anordnung von Definitionen und

Sätzen zu einer eigenwilli gen Darstellung der Theorie zu gelangen, die einer-

seits eine Originalität des Autors zeigen kann, in der Regel aber mit Argumen-

ten begründet wird, die dem von KARCHER gegebenen entsprechen.  Für den

Schulunterricht scheint es mir wichtig zu sein, diese Variationsmöglichkeit

nicht ausschließlich unter dem Aspekt der Optimierung des Unterrichts zu

sehen.  Der Lehrer sollte hier vielmehr gerade eine wichtige Ansatzmöglichkeit

zu originellem Lehren sehen.

Auch in die Diskussion der Frage nach der Reihenfolge von Differential- und

Integralrechnung spielen Argumente wie „Natürlichkeit“ , „Ursprünglichkeit“

hinein.  Sie ergeben sich aus didaktischen Analysen mathematischer Theorien

und beziehen sich in der Regel auf die Genese der Gegenstände.  In der Argu-

mentation für eine bestimmte Reihenfolge wird auch die Wirkung auf andere

methodische Variable gesehen.

So diskutiert KIRSCH z.B. die Frage der Reihenfolge Bestimmtes Integral –

Unbestimmtes Integral unter dem Aspekt, inwieweit sich bei einem Lehrgang

ein bestimmtes Argumentationsniveau durchhalten läßt (KIRSCH 1976, S. 96).

Man sollte die Diskussion der Reihenfolge auch unter dem allgemeineren

Aspekt der Entwicklung von Unterrichtssequenzen sehen. „Genetische Se-

quenzenbildung“ und „Sequenzierung auf Grund deduktiver Darstellungen

mathematischer Theorien“ (WITTMANN 1975) beziehen sich wesentlich auf

Fragen der Reihenfolge von Unterrichtsphasen in einer Unterrichtseinheit. Es

ist bekannt, daß sich diese allgemeinen methodischen Fragen unter dem Aspekt

der Ziele mit Hil fe lerntheoretischer Betrachtungen bewerten lassen, wenn das

Ergebnis auch keineswegs so eindeutig sein muß, wie es manche Darstellungen

suggerieren.  Die Beziehung zu anderen methodischen Variablen wird deutlich,
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wenn man etwa die Frage des Abstraktionsniveaus betrachtet.  Es ist eine gute

Tradition, bereits in der Mittelstufe eine Propädeutik der Analysis vorzusehen.

Im Hinblick auf die Fähigkeiten der Schüler muß man sich jedoch in dieser

Stufe mit propädeutischen Aktivitäten begnügen.

Allgemeinere pädagogische Ansätze, wie etwa das Spiralprinzip von BRUNER,

beziehen sich auf diesen Zusammenhang zwischen Reihenfolge und Abstrak-

tionsniveau.  Schließlich sei noch darauf verwiesen, daß die Trennung der

einzelnen Schritte in der Regel nicht scharf ist.  Vielmehr ergeben sich norma-

lerweise Überlappungen.  In der Diskussion um den Analysisunterricht an der

Höheren Schule ist schon frühzeitig eine Reihe von Argumenten wichtig

gewesen, die sich auf die Verbindung zwischen den einzelnen Gegenständen

und zwischen verschiedenen Gebieten beziehen.

„Wir wollen, daß die Begriffe, die durch die Symbole y = f (x), , 
dy

dx
ydx∫

umschrieben werden, mit diesen Bezeichnungen den Schülern geläu-

fig gemacht werden, und zwar nicht als eine neue abstrakte Disziplin

sondern im organischen Aufbau innerhalb des Gesamtunterrichts,

wobei man von den allereinfachsten Beispielen an aufsteigen möge.

. . .

Die unabweisbare Notwendigkeit solcher Reformen liegt darin be-

gründet, daß sie diejenigen mathematischen Begriff sbildungen betref-

fen, die heutzutage die Anwendungen der Mathematik auf alle mögli -

chen Gebiete durchaus beherrschen und ohne die alle Studien an der

Hochschule, schon die einfachsten Studien über Experimentalphysik

in der Luft schweben.“ (KLEIN 1968).

„ Ich las vor einiger Zeit von Anstrengungen, den Unterricht in der

Analysis zu verbessern, indem man sie exakter mache.  Ich glaube,

daß der Analysis auf der Schule nur durch größere Wirklichkeitsnähe
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zu helfen ist.  Mehr Abstraktion ohne das Gegengewicht größerer

Wirklichkeitsnähe liefert nur noch mehr beziehungslose und darum

wertlose Mathematik.“ (FREUDENTHAL 1973, S. 525).

Die Verbindung zu anderen Gebieten wird als Gegengewicht zum Abstrak-

tionsniveau gesehen.  Dabei setzt sie eine bestimmte Stoffauswahl voraus.

Insofern wird deutlich, daß auch hier Abhängigkeiten zwischen den metho-

dischen Variablen vorhanden sind.  Man beabsichtigt mit dieser Variablen, die

Einstellung der Schüler zu beeinflussen, insbesondere erwartet man Moti-

vationen.  Man benutzt diese Variable aber auch, um Einwänden gegen neue

Gebiete aus Gründen der Stoffülle zu begegnen.  Das ist geradezu ein beliebter

Trick geworden. Mengenlehre, Strukturbetrachtungen, Computereinsatz,

Vektorrechnung usw. wurden häufig der Schule zunächst als integrationsfähige

Aktivitäten angeboten, während sie dann im Unterricht ein Eigenleben entwik-

kelten.  Es ist also durchaus ein gesundes Mißtrauen gegenüber solchen Argu-

menten angebracht.  Auch allgemeinere didaktische Fragestellungen wie die

Wirksamkeit integrierter oder isolierter Darstellungen mathematischer Gebiete

spielen hier hinein.

Das Problem stellt sich z.B. bei der Analysis, ob es sinnvoll i st, dem Lehrgang

einen Logikkurs voranzustellen oder ob man die Logik in den Kurs integrieren

sollte.  Didaktische Analysen haben gezeigt, daß die Schwierigkeiten zentraler

Begriffe der Analysis wesentlich durch die logische Struktur der Definitionen

bestimmt werden.  Es gibt eine Reihe empirischer Untersuchungen, die sich mit

der Frage beschäftigen, ob sich durch einen vorgeschalteten Logikkurs die

Leistungen in einem bestimmten mathematischen Gebiet verbessern lassen.  Es

wären jedoch Untersuchungen erwünscht, die sich auf den Analysisunterricht

beziehen.

Schließlich spielt die Frage der Verbindung eine wichtige Rolle bei bestimmten

Methoden zur Organisation des Unterrichts.  Für WITTMANN ist die „Ein-

bettung der Überlegungen in größere ganzheitli che Problemkontexte außerhalb
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oder innerhalb der Mathematik“ ein wichtiges Kennzeichen der genetischen

Methode.  Die Verbindung beschreibt die Ordnungsstruktur innerhalb der

Aktivitäten.  Forderungen nach „mosaikartiger“ , „netzförmiger“ Gliederung

beziehen sich auf diese Variable.

Auch FREUDENTHAL fordert, daß die Analysis „beziehungshaltig“ unterrichtet

wird, insbesondere sollte bereits der Anlauf zur Analysis beziehungshaltig sein,

das ist mehr als nur „Anwendungstheorie“ .

Man kann dieses Vorgehen psychologisch begründen, denn ein Gebiet, das in

vielseitiger, integrierter Form dargeboten wird, wird leichter behalten „als ein

Aggregat von beziehungslosen Teilen“ (STRUNZ 1968).

Die Verbindungen zur Geometrie dürften weitgehend das Phänomen der

Veranschaulichung bestimmen. Analysis anschaulich unterrichten bedeutet

also, starke Verbindungen zur Geometrie herstellen.

Ein wichtiges Mittel zur Organisation von Mathematikunterricht ist die Akzen-

tuierung.  Hierhin gehört insbesondere die Hervorhebung von Leitideen.

„Wir wollen nur, daß der allgemeine Funktionsbegriff in der einen

oder anderen Eulerschen Auffassung den ganzen mathematischen

Unterricht der höheren Schule wie ein Ferment durchdringe“ . (KLEIN

1968, S. 221)

„Eine Akzentuierung des Approximationsaspekts bei der Behandlung

der Differential- und Integralrechnung auf dem Gymnasium erscheint

im wesentlichen aus zwei Gründen gerechtfertigt. 

1. Die fundamentalen Begriffe der Theorie können von der Approxi-

mation her strukturell einheitli ch betrachtet werden und zwar in einer

Weise, die auf allgemeinere Situationen (normierte Vektorräume)

übertragbar ist.  Die heuristischen Prinzipien ,Zurückführung des

Komplizierten auf das Einfachere‘ und ,Analogisierung‘ lassen die-

sen Aspekt plausibel erscheinen.
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2. Man gewinnt auf diesem Weg einen Zugang zur numerischen

Approximation, was abgesehen von der wachsenden Bedeutung der

angewandten Mathematik neuerdings auch deshalb interessant ist,

weil  effektive Berechnungen in der Schule leicht und schnell mit

Hil fe von Minicomputern durchgeführt werden können.“ (WITTMANN

1972, S. 184)

Die Akzentuierung ist ein methodisches Mittel, um Überblick, Verständnis,

heuristische Fähigkeiten, Beherrschung wichtiger mathematischer Verfahren

und Kenntnis zentraler Begriffe zu erreichen.

Dazu werden immer wieder Zielangaben im Unterricht unter einem bestimmten

Aspekt gegeben, in der Diskussion der Ergebnisse wird darauf Bezug genom-

men, Definitionen und Sätze werden so gewählt, daß die Beziehung zum

betonten Aspekt deutlich wird.  Damit wird natürlich die Auswahl der Inhalte

wesentlich beeinflußt, aber auch die Zuordnung und die Reihenfolge.  Will

man z.B. den Approximationsaspekt als Leitidee nehmen, dann ist es sinnvoll ,

die Differenzierbarkeit als lineare Approximierbarkeit zu definieren.  Anschlie-

ßend kann man dann die klassische Fassung der Existenz des Differentialquo-

tienten bringen.

Der Approximationsaspekt beeinflußt also hier die Auswahl der zu betrachten-

den Sachverhalte, deren Zuordnung zu bestimmten Phasen und ihre Reihenfol-

ge.

Ist die Wahl einer Leitidee an sich für das Lernen von Mathematik eine Hil fe,

so ist doch nicht gesagt, daß eine bestimmte Leitidee für alle Lernenden vorteil -

haft ist.  Im traditionellen Analysisunterricht dienten das Tangenten- und das

Flächeninhaltsproblem zur Akzentuierung, und man hat damit gute Erfahrun-

gen gemacht.  Die Hervorhebung des Approximationsgedankens läßt sich

begründen, aber hinsichtlich „Ursprünglichkeit“ und „Zugänglichkeit“ für den

Schüler scheinen mir doch erhebliche Bedenken angebracht zu sein.  Daß es

Schüler gibt, mit denen man das machen kann, ist sicher keine ausreichende

Begründung.  Immerhin gibt es bereits Schulbücher, in denen der Approxima-
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tionsaspekt zum Tragen kommt, so daß zu hoffen ist, daß in absehbarer Zeit

über Erfahrungen berichtet werden kann.

Schließlich sei darauf hingewiesen, daß Akzentuierungen verschieden hohen

Allgemeinheitsgrad besitzen können. „Approximationsidee“ , „Strukturbegrif-

fe“ , „Anwendbarkeit“ sind mögliche Akzentuierungen mit verschieden hohem

Allgemeinheitsgrad.  Von daher erscheint es sinnvoll , den Allgemeinheitsgrad

solcher Akzentuierungen auf unterschiedlich umfangreiche Unterrichtseinhei-

ten zu beziehen.  Damit ergeben sich dann natürlich auch unterschiedliche

Wertungen für bestimmte Akzentuierungen.

Die vier Variablen Zuordnung, Reihenfolge, Verbindung und Akzentuierung

beschreiben die Beziehung der verschiedenen Aktivitäten zueinander.  Wir

fassen sie deshalb unter dem Aspekt der Komposition zusammen.

3.2 Dosierungsprobleme

Bei der Diskussion der Auswahl und der Komposition haben wir bereits einige

Variable angesprochen, die sich auf die Dosierung von Inhalten und von

Phasen beziehen.  Bei der Planung eines Lehrgangs oder einer Unterricht-

seinheit steht dem Lehrer eine bestimmte Zeit zur Verfügung.  Es ist seine

Aufgabe, die vorgesehenen Unterrichtsschritte auf diese Zeit zu verteilen.

Dabei ist sein Entscheidungsspielraum eingeengt durch bereits getroffene

Auswahl, Zuordnung, Anordnung usw., insbesondere aber durch die Disposi-

tion der Schüler (Lerngeschwindigkeit, Aufnahmefähigkeit, Motivierbarkeit

usw.). Will man also eine bestimmte Art von Phasen für den Unterricht planen,

dann ergibt sich unmittelbar die Frage nach dem Aufwand der dafür im Rahmen

einer Unterrichtseinheit oder des Lehrgangs vorgesehen werden soll .

Unter dem Aufwand für eine bestimmte Phasenart verstehe ich das Verhältnis

aus Phasendauer und Dauer der Unterrichtseinheit bzw. des Lehrgangs.  So

ergibt die Planung einer Unterrichtseinheit etwa einen bestimmten Begriff s-

bildungsaufwand der Unterrichtseinheit.  Betrachtet man alle Begriffsbildungs-

phasen innerhalb eines Lehrganges, so ergibt sich daraus der Begriff sbildungs-
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aufwand des Lehrgangs.  Faßt man Phasen der Begriff sbildung, des Suchens

von Zusammenhängen, des Argumentierens und Formulierens zusammen unter

dem Begriff der Theoriebildungsphasen, so ergibt sich für den Lehrgang ein

bestimmter Theoriebildungsaufwand.

Der Aufwand, der für bestimmte Phasen innerhalb eines Lehrgangs getrieben

wird, ist wesentlich vom angestrebten Ziel, der Begabung der Schüler, al-

lerdings auch von nicht immer leicht objektivierbaren Wertungen abhängig.  Es

ist z.B. unverkennbar, daß heute in verstärktem Maße ein hoher Aufwand für

Begriff sentwicklung in den Analysislehrgängen getrieben wird.  Andererseits

zeigt sich auch ein Trend zu verstärktem Aufwand algorithmischen Arbeitens.

Für den ersten dürfte der hohe fachliche Ehrgeiz und der Bli ck auf die Uni-

versität maßgebend sein, während der zweite durch die Bedeutung der Ab-

iturnoten für die Zukunft der Schüler bedingt ist.  Die Schule versucht,

unterschiedliche didaktische Forderungen zu berücksichtigen, aber es zeigt

sich, daß häufig in Neuempfehlungen für bestimmte Inhalte oder Phasen ver-

säumt wird, anzugeben, zu Lasten welcher Phasenarten der Aufwand einer

bestimmten Phasenart vergrößert werden soll .  Es mag starr wirken, wenn man

mit bestimmten Zeitmaßen bei Lehrgangsplanungen operiert, es ist aber doch

immerhin ein Hil fsmittel, um Reformen auf den Boden der nüchternen Tatsa-

chen zu ziehen.

Abb. 1
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Betrachtet man nun den Aufwand für eine bestimmte Phasenart in den ein-

zelnen Unterrichtseinheiten, so ergibt sich ein Aufwandsprofil , das wichtig ist

für die Beurteilung eines Lehrgangs.  Betrachten wir z.B. den Aufwand für

begriff liches Arbeiten und für algorithmisches Arbeiten innerhalb des Lehr-

gangs, dann ergibt sich häufig ein Profil , wie es in Abb. 1 dargestellt i st.

Es gibt einige Unterrichtseinheiten, in denen der Begriff saufwand sehr hoch

ist, z.B. Einführung in den Grenzwertbegriff , Erarbeitung des Ableitungs-

begriffs, Erarbeitung des Integralbegriff s, die von Unterrichtseinheiten mit sehr

hohem Aufwand für algorithmisches Arbeiten abgelöst werden.  Insbesondere

mit dem Näherrücken des Abiturs in Ländern mit Zentralabitur fällt es schwer,

einen ausgeglichenen Lehrgang zu gestalten.  Gewisse Schwankungen scheinen

mir natürlich zu sein, aber derart extreme Verhältnisse, wie sie im Diagramm

dargestellt  sind, sicher ungesund, denn dadurch wird allzu leicht bei den Schü-

lern der Eindruck erweckt, man könne bei der Theorie abschalten, es komme

allein auf die Algorithmen an.  Das würde zu einem völli g falschen Bild mathe-

matischen Arbeitens führen.

Will  man die einzelnen Phasen ausgewogen unterrichten, dann zeigt sich im

Hinblick auf Ziele und Fähigkeiten die Notwendigkeit, die Phasen zu kom-

primieren.  Das kann auch dadurch hervorgerufen werden, daß bei der Benut-

zung eines theorieaufwendigen Lehrbuches im Unterricht der Theorieaufwand

reduziert werden muß.

Wir erfassen das mit Hil fe der Dichte der Phasen bzw. Unterrichtseinheiten.

Darunter verstehe ich das Verhältnis aus Inhalt und Dauer einer Phase bzw.

Unterrichtsdauer.  Zweifellos ist durch die Reform der vergangenen Jahre die

Dichte wichtiger Phasen wesentlich gestiegen.  Wenn auch die Lehrbücher nur

mit gewisser Vorsicht Aussagen über den tatsächlichen Unterrichtsverlauf

gestatten, so muß man doch einfach sehen, daß die Theoriedichte, die Anwen-

dungsdichte und die Übungsdichte erheblich zugenommen haben.  Wenn auch

immer wieder Vorschläge gemacht worden sind, durch Konzentration auf das

Wesentliche Zeit zu gewinnen, so haben sich doch anstelle der weggelassenen
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Begriffe andere breit gemacht, die den Effekt wieder aufhoben.  Ein typisches

Beispiel scheint das Schicksal des von PICKERT gemachten Vorschlages zu

sein, ohne Grenzwertbegriff zur Differential- und Integralrechnung zu führen.

Damit hätte man zweifellos den Begriff sbildungsaufwand des Lehrganges und

die Begriff sbildungsdichte reduzieren können.  Statt dessen jedoch bauschte

man nun das Kapitel „Stetigkeit“ derart auf, daß bezüglich dieser beiden Varia-

blen alles beim alten geblieben ist.

Andererseits hat der Lehrer gerade durch Variation der Dichte wichtiger Pha-

sen innerhalb der verschiedenen Unterrichtseinheiten eine ausgezeichnete

Möglichkeit, sich auf die Fähigkeiten der Schüler einzustellen.

Betrachtet man das Dichteprofil eines Lehrganges, das heißt also die Dichte

einzelner Aktivitäten im Verlaufe des Lehrganges, dann ergibt sich gerade Wer

ein Indiz für die Planungsqualität des Unterrichts.

Abb. 2 Abb. 3

In Abb. 2 und 3 spiegeln sich Veranlagungen des Lehrers wider.  Der „wilde

Mann“ , beginnt mit hoher Dichte, im weiteren Verlauf des Unterrichts merken

dann die Schüler, daß bei ihm auch nur „mit Wasser gekocht“ wird.  Der

„Gemütsmensch“  fängt „ friedlich“ an und kommt gegen Ende des Lehrganges

ins Gedränge.  Natürliche Schwankungen der Dichte ergeben sich aus dem

Anpassungsprozeß des Unterrichts an die Klasse.  Ein Ansteigen der Dichte

scheint auch im Hinblick auf die Studierfähigkeit ein wichtiges Trainings-
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moment zu sein, aber diese Variationen sollten immer das Wohl der Schüler im

Auge haben.

Am häufigsten wird in der Literatur das Niveau angesprochen.  Die oft zitierte

„Strenge“  kann man als Ausprägung der Niveauvariablen betrachten, die sich

auf Begriff sentwicklung, Argumentieren, Formulieren und Reflektieren be-

zieht.  Es findet sich jedoch auch häufig die Auffassung, daß Strenge selbst

eine Variable ist.  Das wäre natürlich auch mit unserem System verträglich,

indem man etwa Strenge als Variable des Theoriebildungsniveaus auffaßt.

Die Auffassung von „Strenge“ ist erheblichen Schwankungen unterworfen.  So

berichtet FREUDENTHAL:

„Als ich studierte, mußte eine strenge Analysisvorlesung für erste

Semester mit einer Begründung der Zahlentheorie anfangen: die

natürlichen, die ganzen, die rationalen Zahlen.  Heute geht man, ohne

sich zu schämen, von der axiomatischen Definition des Systems der

reellen Zahlen als eines geordneten oder topologischen Körpers mit

gewissen Eigenschaften aus.

Damals hätte man so einem vorgeworfen: ,Woher weißt du denn, daß

so etwas existiert?‘   Die Antwort, heute, lautet: ,Und wenn du von

den natürlichen Zahlen oder den Mengen ausgehst, woher weißt du

dann, daß die existieren? . . .‘ Um so erstaunlicher ist es, daß man,

von Exaktheitsskrupeln gequält, nun auf der Schule das behandeln

will , was man für erste Semester als zu schwer gestrichen hat: forma-

le Theorien mit Existenzbeweisen der ganzen, rationalen, reellen

Zahlen.... Wer heutzutage behauptet, das sei der Gipfel der Exaktheit,

ist nicht modern.“ (FREUDENTHAL 1973, S. 140)

Dies Zitat zeigt die Entwicklung des Begriff s Strenge im Laufe der Zeit.  Im

Zitat wird deutlich, daß offensichtlich Strenge einen normativen Einfluß auf

das Handeln des Lehrers hat.  Es ist ein bekannter Effekt, der vielleicht am

deutlichsten in den vergangenen Jahren bei der Gleichungslehre zu beobachten
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war, daß je einfacher ein mathematischer Gegenstand ist, desto stärker der

Exaktheitsgrad angehoben wird.  Im Analysisunterricht sind besonders die

Formulierungen von Definitionen, Sätzen und Beweisen anfälli g für ein über-

höhtes Niveau in Richtung einer Formalisierung.  Demgegenüber wird das

Anwenden von Begriffen und Sätzen häufig auf einem unnötig niedrigen

Niveau betrieben.  In einem Vorschlag zu einer Einführung in den Integral-

begriff verteidigt KIRSCH seinen Ansatz:

„Zum Abschluß möchte ich dem möglichen Einwand begegnen, das

beschriebene Vorgehen bedeute eine Aufweichung des hohen An-

spruchs, der im gymnasialen Mathematikunterricht gestellt werden

soll  In der Tat stellen wir einen geringeren Anspruch an das formale

Niveau, auf dem der Integralbegriff eingeführt wird.  Aber wir for-

dern ein viel höheres Maß an Fähigkeiten im Umgang mit diesem

Begriff , als es weithin (auch in mathematisch-naturwissenschaftli -

chen Klassen) üblich ist!“ (KIRSCH 1976, S. 104)

Hier ist wichtig, daß KIRSCH das formale Niveau von Begriff sbildungsphasen

als eine Variable sieht, die im Unterricht unterschiedlich hoch ausgeprägt sein

kann. Gleichzeitig stellt er die Beziehung zu einer anderen sehr wichtigen

Variablen, nämlich dem Niveau des Arbeitens mit den Begriffen.

Wichtig ist auch das Argumentationsniveau des Unterrichts. Die Ausprägung

dieser Variablen schwankt erfahrungsgemäß erheblich im Unterricht. Häufig

folgen kurzen Phasen verhältnismäßig hohen Argumentationsniveaus, die dem

Lehrer zur Beruhigung seines mathematischen Gewissens dienen, lange Phasen

relativ niedrigen Argumentationsniveaus, die der Sicherung einigermaßen

vertretbarer Ergebnisse in Klassenarbeiten dienen.

„ Intellektuell  ehrliches Argumentieren ist auf vielen Niveaus mög-

lich.  Was wir fordern ist, daß das einmal beanspruchte Niveau des

Argumentierens im Unterricht durchgehalten, ja bei Bedarf gesteigert

– und nicht nach einigen Alibi-Stunden wieder preisgegeben wird.“

(KIRSCH 1976, S. 104)
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Die Dosierung der Niveauvariablen zielt auf unterschiedliche Intensitätsstufen

der Lernzielbeschreibungen "Einblick", "Überblick", "Vertrautheit", wie sie in

Curriculumdiskussionen für die Kollegstufe angesprochen werden (z.B. KRATZ

1975). Sie sind ein wichtiges Instrument zur Erreichung bestimmter Lernziele.

Die Niveauvariable spielt eine zentrale Rolle zur Beschreibung der Methode

des spiraligen Aufbaus von Lehrgängen nach BRUNER. Traditionell hat das im

Analysisunterricht bei der Gestaltung einer Propädeutik eine Rolle gespielt.

Wenn man die Hochschule mit einbezieht, so ergeben sich damit also zu-

mindest drei klar voneinander abgrenzbare Niveaustufen, wenn die Kurse auch

nicht nur in dieser Variablen voneinander verschieden sind.  Auswahl, An-

ordnung, Aufwand und Dichte gehen hier natürlich ebenfalls ein.  Die Diskus-

sion um das Spiral-Modell hat wesentlich auf den Grundschulunterricht einge-

wirkt. Das Bewußtsein für das Niveau als Variable scheint es mir zu ermögli -

chen, diesen Ansatz auch für die Kollegstufe nutzbar zu machen.

Bei der Diskussion des Kompositionsproblems haben wir besonders die Bedeu-

tung von Verbindungen hervorgehoben.  Dort ging es um die Variation der

Verbindungsarten.  Solche Verbindungen können unterschiedlich intensiv sein.

Besonderer Beliebtheit scheinen sich logische Bindungen zu erfreuen. So wird

viel Wert gelegt auf Betonung von Verbindungen zwischen Schlüssen und

Voraussetzungen. Man bemüht sich darum, einen hohen logischen Bindungs-

grad beim Argumentieren herzustellen.  Auch die Verbindungen zu Umwelt-

problemen können unterschiedlich intensiv gestaltet werden.  So kann man

etwa „Anschaulichkeit“ als relativ starken Bindungsgrad zwischen Analysis

und Geometrie betrachten.  Es erscheint also sinnvoll , als weitere Dosierungs-

variable den Bindungsgrad der Inhalte in den einzelnen Phasen bzw.  Unter-

richtseinheiten hervorzuheben.  Bindungsgrad zielt auf Verständnis, Einblick

und Vertrautheit.  Hoher Bindungsgrad birgt jedoch die Gefahr des „Abhän-

gens“ .  Es scheint mir deshalb wichtig zu sein, den Schülern auch immer

wieder neue Themenkreise anzubieten, in denen sich ihnen die Chance eines

Neubeginns bietet.
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3.4 Steuerungsprobleme

Von großer Wichtigkeit für die Unterrichtsgestaltung ist die Wahl der Unter-

richtsform. Wir wollen von der Steuerung des Unterrichts sprechen.  Es handelt

sich hierbei um die Realisierung der geplanten Unterrichtseinheit oder des

Lehrganges. Insbesondere geht es hier um die Interaktionen zwischen Schüler

und Lehrer.  Die Verfahren werden in der Literatur als Drill methode, Frontal-

unterricht, Vorlesungsmethode usw. diskutiert.  In Werken zur Schulpädagogik

wird dies allgemein dargestellt , für den Mathematikunterricht kann ich auf das

Buch von Wittmann verwiesen.  Deshalb wird hier auf eine weitere Darstellung

verzichtet.

4. Anwendungsmöglichkeiten der methodischen Analyse

Ein wesentliches Anliegen dieser Arbeit ist das Hervorheben wichtiger metho-

discher Variablen zur Beschreibung und Planung von Analysisunterricht.

Dabei ist es natürlich nicht möglich, alle auftretenden Variablen zu erfassen, da

damit der ganze methodische Prozeß unübersichtlich würde.  Es ging lediglich

darum, einige wichtige Variable hervorzuheben.  Durch Zitate und Hinweise

auf die didaktische Diskussion habe ich die Bedeutung der Variablen zu bele-

gen versucht, so daß sie als mögliches Instrument zur Beschreibung metho-

discher Entscheidungen sichtbar werden.  Die Leistungsfähigkeit dieses Ansat-

zes könnte sich bei folgenden Aufgaben erweisen, die ich hier kurz skizzieren

möchte.

(1) Realisierung von Lehrplänen

In den Lehrplänen werden heute hauptsächlich Angaben über Inhalte und

Zielverhalten gemacht.  Bei der Realisierung der Lehrgänge ist es notwendig,

die methodischen Variablen so auszuprägen, daß im Hinblick auf die zu unter-

richtetenden Schüler die Ziele erreicht werden können.  Es besteht die Mög-

lichkeit, bei einer weiteren Gestaltung der Lehrpläne deutlichere methodische

Hinweise zu geben.
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(2) Entwicklung von Differenzierungsmodellen

Obwohl die Lehrpläne Analysis für unterschiedliche Kurse vorsehen, beziehen

sich die Angaben auch hier auf Zielsetzungen und Inhalte, ohne daß deutlich

wird, in welcher Weise die unterschiedlich begabten und interessierten Schüler-

gruppen verschieden methodisch angesprochen werden sollen.  Betrachtet man

Lehrbücher für verschiedene Kurse, dann fällt die geringe Variationsbreite auf.

Ein bewußtes Gestalten der methodischen Variablen läßt hier Verbesserungen

erhoffen.

(3) Analyse von Unterricht

Bei der Analyse von Mathematikunterricht ist es notwendig, auch die metho-

dischen Fragen einzubeziehen.  Es erscheint deshalb zweckmäßig, einen Be-

griff sapparat zu entwickeln, der methodische Entscheidungen treffend be-

schreibt, um z.B. verwendete Prinzipien klar angeben zu können.  Zahlreiche

Unterrichtsprinzipien beziehen sich auf methodische Entscheidungen.  Ich

erinnere an das Prinzip von der Isolation der Schwierigkeiten (Reihenfolge), an

das Prinzip der Variation (Verbindung), an das Prinzip der Stufengemäßheit

(Niveau) usw.  Beispielsweise hat SCHWEIZER (1958) das Ökonomieprinzip für

die Algebra in einem Aufsatz diskutiert, indem er die Variablen Auswahl

(„Streichung von Stoffen“ ), Niveau („Propädeutik“ ), Bindungsgrad („Aus-

dehnung der Anschauung und Hinausschiebung der Abstraktion“ ), Aufwand

(„Gegen vorzeitige Mechanisierung“ ), Akzentuierung („Leitverfahren, Leit-

aufgaben, Leitbegriffe“ ), Dichte („Arbeitsintensität im Klassenunterricht“ )

ansprach.

(4) Beschreibung von Unterrichtsmethoden

Eine Unterrichtsmethode kann man auffassen als Strategie, d.h. eine bestimmte

Ausprägung der methodischen Variablen, die auf die Optimierung des Lern-

erfolgs bei den Schülern gerichtet ist.  Einige Methoden haben besondere

Bezeichnungen erhalten, z.B. genetisches Lehren, exemplarisches Lehren,

Frontalunterricht, Drill -Methode, Vorlesungsmethode.  Wie wir bereits gese-
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hen haben, legen diese Methoden jeweils einige Variablen fest, ohne über die

anderen etwas auszusagen.  So ist z.B. das genetische Lehren bestimmt durch

eine besondere Ausprägung der Variablen Verbindung, Reihenfolge, Niveau

und Bindungsgrad.  Der Frontalunterricht ist im wesentlichen bestimmt durch

die Variable Steuerung.  Wenn man sich darum bemüht, die wichtigsten Aus-

prägungen der methodischen Variablen zu erfassen, dann müßte es möglich

sein, Unterrichtsmethoden wesentlich genauer zu beschreiben, als das bisher

geschehen ist.

(5) Bewertung von Unterrichtsmethoden

Da Unterrichtsmethoden in der Regel eine Optimierung des Unterrichtserfolges

anstreben, wird man nach Mitteln zur Bewertung einer Methode suchen.  Da

die Unterrichtsmethode durch viele Variablen bestimmt ist, ist es schwierig,

den Einfluß bestimmter Variablen auf den Unterrichtserfolg festzustellen.  Zur

Zeit wird vorwiegend mit Erziehungsmethoden und Lernzielen argumentiert.

Inwieweit aber bestimmte methodische Entscheidungen das Erreichen gewisser

Lernziele festlegen, ist bisher meist nur durch Erfahrungen, selten durch empi-

risch gesicherte Ergebnisse zu belegen.  Die bisher vorliegenden Untersu-

chungen beziehen sich auf Variable, die vom Praktiker eher als sekundär

angesehen werden.  Es erscheint deshalb notwendig, den Blick für methodische

Möglichkeiten zu erweitern.
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