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1. Einleitung

Aus Untersuchurgen Uber die Fahigkeiten von Kindern verschiedenen Alters
im Erkennen undKonstruieren ghnli cher Rechtecke Zehen PIAGET undINHEL-
DER (1971) die Folgerung, dal3 sichim Alter von etwa 12 Jahren die Fahigkeit
entwickelt hat, bel Vergleichs- und Konstruktionsaufgaben Propationen als
entscheidendes Hil fsmittel zur Ldsung dieser Aufgaben zu entdedken

Dal es dch dabei um eine , sportane Entwicklung” handeln soll (S. 15), er-
scheint befremdend, dennman weil3, dal3 geradein desem Alter im Mathema-
tikunterricht wichtige Vorausstzungen zum Erfassen der Propartionen ge-
schaff en werden: In den Anwendurgen der Bruchrechnurg wird mit ,, V erhélt-
nisen“ geabeitet, es werden malistabsgerecdhte Vergroferungen angefertigt,
Sicherheit im Umgang mit gebrochenen Mal3zahlen wird angestrebt, und de
Fahigkeiten zum Messen undV ergleichen werden geschullt.

Andererseits wird de Ahnlichkeit von Figuren im Mathematikunterricht ex-
plizit gew6hnlich erst im Alter von etwa 15 Jahren behandelt Da éer nach den
Beobadhtungen PIAGETS off ensichtlich de Kinder bereits friiher die Ahnlich-
keit bei einfachen Figuren wie Dreiedk und Rechtedk mathematisch erfassen
kénren, wird man zur Untersuchung angeregt, inwieweit solche Fragestel-
lungen der Ahnlichkeitsiehre im Mathematikunterricht sinnvoll vorgezogen
werden konrten, um die Ahnlichkeitslehre vorzubereiten.

Esist das Ziel dieser Arbeit, durch eine Analyse des Ahnli chkeitsbegriffs und
eine kriti sche Ausei nandersetzung mit PIAGETS Untersuchungen undFolgerun-
gen eine didaktische Grundage aur Gestaltung des Themenkreises ,, Ahnlich-
keit von Redchtedken” in der Orientierungsgufe au schaffen.



2. Zum Begriff der Ahnlichkeit

Der Mensch verwendet in einer Fille unterschiedlichster Situationen das
Attribut ,, dhnlich* beim Vergleich vonHandungen, Formen, Zeichen, Namen,
Objekten usw. In der Auseinandersetzung mit der Umwelt erweitert sich beim
Kindin zunehmendem Mal3e der Bereich der Objekte, zwischen denen Relatio-
nen bestehen. de mit dem Begriff der Ahnlichkeit bezéchnet werden kénren,
wahrend gleichzeitig im Mathematikunterricht in einem Prozed3 der Einengung
(bezogen auf den algemeinen Ahnlichkeitsbegriff) der Ahnlichkeitsbegriff
zum methematischen Ahnli chkeitsbegriff hin prazsiert wird.

Zunachst scheint es dem Menschen ohre weiteres klar zu sein, was es heifl3t.
daid zwei Figuren &hnlich sind. Man kann aber leicht Situationen schaffen, in
denen die bei den VPn zundcdst vorhandene Sicherheit des Urteil s verloren
geht. So weist WITTENBERG (1963) daraufhin, dal3 urnvoreingenommene Be-
trachter dazu neigen. Rechtedke der Art von Abb. 1

Abb. 1

als dhnlich zu bezachnen. Vergréfiert man dann schrittweise mit konstantem
Abstand ocer verkleinert man entsprechend, dann sient man (Abb. 2, dai3 de
vorher getroff ene Feststellung falsch ist.



Abb. 2

Uber den Prozef3, der zum methematischen Ahnlichkeitsbegriff ftihrte, kann
man nur Vermutungen anstellen. In den ,, Elementen” des EUKLID findet man
im V1. Buch eine Definition der Ahnlichkeit von Vieledken. deder noch heute
in der Elementargeometrie tiblichen entspricht. Die Entscheidurg fir diesen
Anhnli chkeitsbegriff scheint von dem grofen Interesse EUKLIDS fiir Propartio-
nen bestimmt zu sein. Obwohl man bis heute in der Geometrie den Eukli-
dischen Ahnli chkeitsbegriff verwendet, sind dahimpli zit andere Ahnli chkeits-
begriff e fir den Mathematiker wichtiger geworden.

Wenn man z.B. fur Punktmengen G und H definiert, dal3 Gr;H genau dann
gelten soll, wenn es einen Homéomorphismus gibt, der G auf H abhil det, dann
driickt r; die topdogische Ahnlichkeit der Punktmengen G und H aus. Ent-
sprechend kann man de Kongruenz r, as auf Bewegungen und die Flachen-
gleichheit r. als auf flachentreue Abbildungen bezogene Ahnlichkeiten be-
zachnen. Dieser Begriff shildungsprozel? ist durch MoBIUS bereits 1827 in
seiner Schrift , Der baryzentrische Kalkil.... eingeleitet worden. Er fihrt den
Begriff der ,Verwandtschaft* fir solche Bezehungen zwischen Figuren ein
und kenutzt diese Begriffe aur Klasdfikationin der Geometrie. Damit bereitet
er das Erlanger Programm von KLEIN vor.

PIAGETS Untersuchurngen tkber die Entwicklung des réumlichen Denkens beim
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Kinde scheinen zu zeigen, dal3 deKinder inihrer Entwicklung Figuren eher im
Hinblick auf topdogische Ahnlichkeit als auf Kongruenz betrachten. Zu ver-
schiedenen Abbil durgsarten gehéren aso bestimmte mathematische Ahnlich-
keitsbegriffe, die ihrerseits als Niederschlag bestimmter Umwelterfahrungen
gesehen werden konren. Die Bindurg des Ahnlichkeitsbegriffs an den Ab-
bildungsbegriff 183t sich ebenfalls aus der Erfahrung redhtfertigen. Dennim
téglichen Leben ist ,Ahnlichkeit* haufig verbuncen mit , Abbilden*. Man
denke dwa an Scherenschnitte, Zeichnurgen, Fotografien, Zerrbilder an
gewolbten Spiegeln usw.

Ahnliche Figuren erkennt man daran, daRR sie in gewisen Merkmalen wie
Eckenzahl, Winkelgrolie. Seitenlange, Seitenverhéltnis usw. tbereinstimmen.
Man kann Ahnli chkeitsrelationen also auch durch tikereinstimmende Merkmale
von Figuren erfassen. Auch von desem Zugang kann man verschiedene Ahn-
li chkeitsbegriff e erhalten. Der Begriff der euklidischen Ahnlichkeit von Figu-
ren ist also keineswegs zwangslaufig, sondern nu im Hinblick auf gewisse
Aufgabenstell ungen zwedkmafdig.

Aber selbst bei quivalenten Definiti onen fiir die auklidische Ahnlichkeit von
Figuren werden Abhéngigkeiten von Voraussetzungen, Zielvorstellungen,
Interessen undWertungen sichtbar.

Man kann den Relationsaspekt betonen, indem man z.B. fir Vieledke (in
Anlehnurg an EUKLID) definiert:

Zwei n-Eckeheifl3en dhnlich, wenn sie sich umkehrbar eindeutig einancer
zuordnen lassen, so dalR lenachbarten Ecken wieder benachbarte Ecken
entspredhen, entsprechende Innenwinkd gleich sind und die Verhéltnisse
von Siten Ubereinstimmen, de gleiche Winkd einschli efzen.

Ahnlichkeitssitze zeigen dann, dal3 sich bei bestimmten Figuren diese Forde-
rungen abschwaden lasen. So erhélt man z.B. fir das Redhted:

Redhteckesind genau dann &hliach, wenn de Verhéltnisse ihrer Seiten
gleich sind.
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Wenn ich im folgenden von den Seiten a, b und @ Diagonalen d spreche,
dannmeineich genauer die Langen a, b der Seiten und de Lénge d der Diago-
nalen. Auferdem bezeachne ich de grofiere Seitenléange mit a bzw. a. Dann
sind also zwei Redhtedke mit den Seiten a, b unda, b’ genau dann &hnlich,
wenn

(Da:b=4a:b.
Betont man den Abhil dungsaspelt, so wird man definieren:

Zwei n-Ecke heiBen &hnlich, wenn es eine Ahnlichketsabkildung dbt,
welche die @ne Figur auf die andere abhil det.

Anhnli chkeitsabbil dungen sindwinkel- bzw. streckenverhatnistreue Bijektionen
der Ebene. Man erhdlt sie ds Verkettung von zentrischen Stredkungen mit
Kongruenzabhil dungen.

Fir das Redhtedk ergibt sich sofort der Satz:

Redhteckesind genau dann ahlich, wennmansie so aufeinander abhilden
kann, daf3 ce Verhaltnisse on Site und Bil dseite gleich sind.

Zwei Rechtedke mit den Seiten a, b kew. &, b' sind al'so genau dann ghnlich,
wenn

(2)a:a=b:b.

Die erste Definition greift auf Merkmale der Figur zurtick, wéhrend de awveite
den Begriff der Ahnlichkeitsabbildung voraussetzt. Die @ste Definition muRd
erheblich abgewandelt werden, wenn man sie auf beliebige ageschlossene
Punktmengen der Ebene Ubertragen will, dagegen bereitet das bel der zweiten
keinerlei Schwierigkeiten.

Bel Bijektionen der Ebene sind Winkeltreue und Stredkenverhaltnistreue &qui-
valente Eigenschaften.

Betont man de Winkeltreue, dann wird man z. B. bei Rechtedken heraus-



stellen:

Zwel Rechteckesind genau dann ahlnch, wenn sie in eéinem Winkd zwi-
schen einer Diagonden undeiner Seite Uibereinstimnen.

Zwel Redtedke wiein Abb. 3sind also ahnlich.

Abb. 3

Nattirli ch kann man auch de Diagonalen heranziehen, um die Ahnli chkeit von
Redtedken zu erfaseen. Zwei Rechtedke mit den Seiten a, b und @r Diagona-
len d kew. den Seiten &, b' und der Diagonalen d sind genau dann dhnlich,
wenn

dd:a=d:a
oder gleichwertig
4d:b=d:b.

Bel der Definition des Verhaltnisbegriff es kann man so vorgehen, dald man
aus der Vorstellung des Messens heraus feststellt, dal? esfir zwel Langen a
und beine positive redle Zahl r gibt, so da3 gilt a=r b. Man mif3t also de
Lange amit der Lange b. Das Verhdtnisa: b kannman nunasdieseredle
Zahl r definieren.

Statt a: @ =b : b' kann man also gleichwertig fordern:
Es gibt eine positiveredle Zahl s, so dal gt

(5)d=s-aundbd=s b.
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Entsprechend erhélt manfira: b=4a:b"
Es gibt eine positiveredle Zahl r mit
(6)a=r-bunda=r-b.
Weitere Aussagen (ker die Ahnlichkeit von Rechtedken erhélt man sofort
durch Umstellungenwieb:a=b':a,d:a=b': b usw.
Jedem Satz tiber die Ahnlichkeit von Rechtedken kann man eine bestimmte

Konstruktionsmethode auordnen. So ergibt sich aus (5):

WIll man zu einem Redhteck én ahriches konstruieren, so muZman de
Seiten mit der gleichen Zahlvervielfachen.

Bei den Untersuchungen von PIAGET wird von den Schilernin Stufe IV im
wesentlichen nach (1), (2), (5) und(6) argumentiert.

Seine Schlul¥olgerungen bezehen sich hauptsadlich auf (1) und(2).

3. DasProblem der Aufgabenformulierung

PIAGET undseine Mitarbeiter sprechen ihre V Pn mit Aufgabenformulierungen
an, die sich auf allgemeine Vorstellungen von ,,dhnlich”, ,das gleiche in gré-
Ber u.& bezehen.

LORENZ und PIETZSCH (1969 weisen in einer kritischen Analyse gebréauch-
li cher Definiti onen des Ahnli chkeitsbegriff es darauf hin, da’ Formulierungen,
diesich auf Vorstellungen bezehen, welche mit Redewendurgen wie,, besitzen
gleiche Gestalt* verbunden sind, zu erhebli chen Fehll eistungen fihren kdnren.
Sie bringen als Beispiel die geschachtelten Redhtedke (s.0.).

Das Urteil iber Ahnlichkeit auf der Basis algemeiner Vorstellungen héngt
wesentlich von der Art der gestellten Aufgabe &. Daswird z.B. deutlich, wenn
man nur Elli psen undVieredke vergleichen l&/%. In desem Zusammenhang
werden die Ellipsen urtereinander und auch de Vierede untereinander als
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dhnlich bezachnet. Die Elli psen sind &hnlich, denn sie stimmen im Merkmal
~Kkrummlinige Begrenzung” Uberein, wéhrend die Vieredkein den Merkmalen
~Eckenzahl und, geradlinige Begrenzung” libereinstimmen.

Inwieweit solche Merkmale in de Betrachtung einbezogen werden, héngt in
einer konkreten Aufgabensituation von der Kenntnis solcher Merkmale und
von ihrer Auffalli gkeit ab. So zeigen de Versuche PIAGETS, dal3 Kinder in
einem bestimmten Alter das Merkmal ,, Seitenverhéltnis* bei Rechtedken nicht
wahrnehmen.

Beim Vergleich von Recthtedken der Art von Abb. 4wird von den VPn das
Merkmal ,, Winkel zwischen den Diagonalen“ nicht wahrgenommen, olbwohl
man damit ein Kriterium fiir die Ahnlichkeit von Rechtedken erhalten kann.

Abb. 4

Das ist natlrlich von der Art der Aufgabenstellung her verstdndich, dennin
den gezachneten Figuren sind de Diagonalen gar nicht eingezechnet. Damit
wird deutlich, dald bei Versuchen zur Ahnlichkeit von Figuren geklart werden
mul3, ob s Nichtbeaditen eines Merkmals auf Unkenntnis oder auf die Art
der Aufgabenstellung zurtickzufiihren ist.

Schliefdlich kann man beobadhten, dal3 Kinder im Alter von 11 Jahren kon-
gruente Quadrate nicht a's ahnlich beurteilen, denn ,sie sindjagleich. Hier
handelt es sch um ein bekanntes Phdnomen, dal?3 es Kindern dieses Alters
schwer fallt, pragnante Sonderféle ds unter den Begriff fallend aufzufassen.

Diese Ausfuihrungen zeigen, dal3 Auff orderungen an ein Kind, de den Begriff
Anhnli chkeit im Zusammenhang mit mathemati schen Obj ekten enthalten, ehe es
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eine Definition davon gelernt hat, fir das Kind richt eindeutig bestimnt sind.
Wenn das Kind trotzdem eine Lésung versucht, danndeshalb, weil ihm das
Wort , Ahnlichkeit* gelaufigund biszu einem gewissen Grad eine Variableist,
die in verschiedenen Situationen urterschiedlich belegt wird.

Das Kind st im taglichen Leben héufig mit Aufforderungen konfrontiert, bei
denen es erraten muf3,was vonihm verlangt wird.

Fragt man z.B. ein §ahrigesKind, ob de beiden Redhtecke von Abb. 5&hnlich
sind

Abb. 5

undes bejaht (weil sie beide gleich breit sind), dann geht es ihm im Grunde
wie dem Rekruten, der sich auf die Frage meldet, wer Klavier spielen kann,
und cer dann zum Klaviertransport abkommandiert wird.

Ahnlich verhdlt es sch mit der Aufforderung zu bestimmien Handlungen.
Wenn man einer VP den Auftrag gbt, , diese Figur in grofer” zu zeichnen,
dann handelt es 9ch um eine Auff orderung, die so vage ist, dal3 verschiedene
Losungen moglich sind. Zeichnet man z.B. auf den karierten Teil der Tafel ein
Redted der Art von Abb. 6
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Abb. 6

undgibt 8jahrigen Kindern den Auftrag; ,, Zeichnet das Rechtedk in euer Heft",
dann zechnet zwar die Mehrheit der Kinder auf dem karierten Papier ein
Redtedk aus 6 - 3K astchen. Zeichnet man dagegenein 9 - 3 dn? Rechtedk auf
die karierte Tafel, so zeichnen nu wenige Schiler Rechtedke mit 9 - 3K ast-
cheninihr Heft. Sie ekennen vonihrem Platz ausdie Zahl der Kastchen in der
Vorlage nicht mit einem Blick und telten sie deshalb nicht fur wichtig.

Im Unterricht erwartet der Lehrer sehr unterschiedli che Leistungen, wenn er
die Schiler auff ordert, eine Figur von cer Tafel abzuzechnen. Er kannz.B. ein
Redted als Kontrastfigur zu einem Trapez hervorheben wollen, dann ist es
wichtig. daf3 man in der Figur die rechten Winkel sieht. Will er den Fladchen-
inhalt mit Hilfe der Seitenléngen bestimmen, dann legt er Wert auf die Karos.
Geht es ihm um das Finden eines Beweises, so zeichnet er freihandig ein
Redted an de glatte Tafel und markiert die eénschlégigen Stiicke. Um eine
Behauptung finden zu lassen, wird er auf eine genaue KonstruktionWert legen,
also selbst mit dem Geodreiedk zeichnen.
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Inall diesen Féllenliegt die Betonurg auf bestimmten Merkmalen, desichvon
Fall zu Fall @ndern. Andererseits bleibt im Unterricht die Akzentsetzung wéah-
rend einer bestimmten Phase konstant, aufferdem hélt sich der Lehrer an gewis-
se Konventionen, de nicht unbedingt explizit genannt werden, so dal3 de
Schiller Gelegenheit haben, sich anzupassen. Man kann in einem Versuch in
neuer Umgebung Fahigkeiten zum Ausfihren bestimmter Handlungen nur
erfassen, wenn man den Auftrag operationalisiert.

Nun scheint es aber PIAGET weniger um die Fahigkeit zu gehen, bestimmte
Handungen auszufiihren, as vielmehr darum, beim Lésen bestimnter Auf-
gaben Zusammenhénge a1 entdedken, die fir die Ldsung wichtig sind. Ins-
besondere interessert ihn de Frage, inwieweit diese Fahigkeiten atersabhén-
gig sind.

Manweil3 nun, @3 esein grundegendes heuristisches Prinzip ist, die Aufgabe
so zuformulieren, dal3 klar ist, welche Leistungen erwartet werden. Das bedeu-
tet also, da? de VP z.B. wisen muB, was die Ahnlichkeit von Redtecken
bedeutet, wenn sie éne Aufgabe lGsen soll, die die Ahnlichkeit von Redht-
edken expli zit formuliert. Wiewir bereits gesehen haben, kannman nicht damit
rechnen, daR Kinder wisen, was die Ahnlichkeit von Redhtecken bedeutet,
wenn man de Definition richt mit ihnen erarbeitet hat. Wenn man aber eine
Definition gegeben het, z.B. mit Hilfe von ab = a:b', dannist es interessant,
ad = b:b' entdedken zu lassen.

Man kann retiirli ch auch zunadst eine Konstruktionsvorschrift vorgeben und
dann durch gedgnete Impulse Eigenschaften der konstruierten Figur suchen
lasen. Gibt man z.B. dieVergroferungsvorschrift, jede Seitedes Rechtedks zu
verdoppeln, zu verdreifachen. zu vervierfachen usw., dannkannman de Seiten-
verhéltnisse berechnen undvergleichen laseen. Es kann sinnvoll sein, Impulse
auch dff ener zu geben alsin desem Beispidl, entscheidendist jedoch, dal3 de
Aufgabe Uberhaupt erfaldt wird.

Dagegen handelt es sch geradezu um eine Irrefiihrung, wenn man auf der
Basis eines verschwommenen A hnli chkeitsbegriff es die Propartionen gleich-
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sam als,, Naturgesetz“ entdeden lassen will .

4. DasProblem einschlagiger Fahigkeiten

Zum Lsen von Aufgaben tiber Ahnli chkeit sind beim Schiiler oder bei der VP
Voraussetzungen nétig. die sich auf einschlagige Kenntnisse tiber den Gegen-
stand und gewisse Fertigketen mit im Umgang mit dem Gegenstand undauf
all gemeine Fahigketen bezehen, diedazu denen, de spezfischen Kenntnisse
und Fahigkeiten in einer bestimmten Problemsituation zu organisieren. Ohne
schonjetzt auf bestimmte Aufgaben einzugehen, kann man dach sagen, dal3 bei
Fragen zur Ahnlichkeit von Redhtedken Kenntnisse (iber Seitenlangen, Diago-
nalen, Winkel, Langendiff erenzen, Léngenverhéltnisse. Fertigkeitenim Zeich-
nen von rechten Winkeln, im Zeichnen von Streden einer bestimmten Lange,
im Verlangern undVervielfachen von Stredken, im Ausmessen von Stredken
undWinkeln,im Bestimmen von Langenverhétnissen, im Rechnen mit natirli-
chen undgebrochenen Malizahlen eine Roll e spielen.

Esist Angelegenheit einer didaktischen Analyse herauszufinden, welche dieser
Kenntnisse und Fahigkeiten einschlégig sind fir eine bestimmte Problem-
stellung. Entscheidend fir das Finden einer Losung des Problemsist dann de
Fahigkeit, solche objektbezogenen Kenntnisse und Fertigkeiten zu aktivieren.

Die Erforschung solcher allgemeinen psychischen Fahigkeiten ist offensicht-
lich ein wichtiges Anliegen PIAGETS. Eshanddlt sich dabei um Fahigkeiten wie
z.B., bel einer Vergroferung des Redhtedks gleichzedtig Lange undBreite im
Blick zu behalten, ockr ein nach Uberlegung gezechnetes Rechtedk durch den
Einfluf’ der Wahrnehmung korrigieren zu konren.

Insbesondere interessert sich PIAGET fiir die Abhdngigkeit des Verhdtnisses
zwischen Wahrnehmung (,, Transpaosition*) und Konstruktion vom Alter der
Kinder. Dazu urtersuchten er undseine Mitarbeiter, wie Kinder in verschiede-
nen Altersgufen auf die folgenden Aufgabenstell ungen reagieren.



13

Wa hrnehmungsvergleich”:

Den Kindern werden auf getrennten weif3en Bogen Vergleichsrechtedke vor-
gelegt. Das gleichbleibende Musterrechtedk hat eine Lénge von mundeine
Breite von 1,%£m. Auf den anderen Bdgen ist jeweils ein Vergleichsrechtedk
mit einer Breite von 4cm undeiner Lange avischen 6 und 20cm aufgezech-
net. Die Kinder werden gefragt, ob das grol¥e Redhtedk dem kleinen dhnelt oder
nicht.

»Zeichnerische Konstruktion®:

Den Kindern wird wieder das Rechted mit den Seiten 3cm, 1,5cm vorgelegt
undsie sollen jetzt das Rethted< ,,in grofer” zeichnen. In der Regel wird wei-
[3es Papier benutzt. Mit zunehmendem Alter werden aber auch kariertes Papier
undLined verwendet. Die Aufgabe wird dadurch variiert, dal? eine Seite des
Bildrechtedks vorgegeben wird und @3 auch Recdhtedke mit anderen Seiten-
verhdltnissen als Muster vorgelegt werden.

Bel der ersten Versuchsreihe unterscheiden die Kinder im Alter von 7 bs 8
Jahren zwel Klassen verwandter Figuren: die der Rechtecke mit deutlich ver-
schieden langen Seiten und de der Quadrate. Im Alter von etwa 8 Jahren
kdnren dann de VPn bereits die &nlichen Rechtede im wesentli chen richtig
angeben. Das Fehlerintervall verringert sich mit zunehmendem Alter nur
unwesentlich.

Bei der zweiten Versuchsreihe sindfolgende Verhatensweisen der VPn auff 8-
lig: Zunachst wird bel der Vergroferung lediglich verlangert (bis zum Alter
von etwa 8 Jahren: Stadium I1), spéter wird jede Seite um das gleiche Stiick
verlangert (Stadium 111) , bis schlief3lich im Alter von 11-12 Jahren die Kinder
die neuen Seiten durch Vervielfachen mit einem konstanten Faktor gewinnen
oder das Seitenverhdtnis des Musterrechtedks bestimmen und @mit das Bil d-
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rechtedk zeichnen (Stadium 1V).

Auffélligist also, dal3im Bereich der Wahrnehmung die Gleichheit des Seiten-
verhdltnisses eher entdedkt wird als im konstruktiven Bereich.

PIAGET unterscheidet die verschiedenen Stadien hinsichtlich des Verhdtnisses
zwischen Wahrnehmung und Denken. Bei Stadium 1 handelt es sch um ein
Lvorexperimentelles* Stadium, bei dem Experimente mit den Kindern nicht
sinnvoll erscheinen.

Im 1. Stadium sind Wahrnehmungsurteil (die Wahrnehmung steuert das Den-
ken) und Denkkonstruktion (das Denken steuert die Wéairnehmung), etwa
gleichwertig. Im Stadium 111 hat das Wahrnehmungsurteil einen \Vorsprung vor
der Denkkonstruktion. Im letzten Stadium ist die Denkkonstruktion stérker
ausgebil det al's das Wahrnehmungsurteil .

Die angegebenen Versuchsprotokolle madien es shwer, die Leistungen der
verschiedenen Altersgruppen zu vergleichen, dasich Aufgaben, Aufgabenstel-
lungen und Lésungshilfen (Karopapier, Lined) in den verschiedenen Alters-
gruppen urterscheiden.

Das entscheidende Problem besteht jedoch darin, dal3 de Versuchsanlage es
nicht gestattet, den EinfluR cer all gemeinen Fahigkeiten gegentiber dem Ein-
fluR der gegenstandsbezogenen Fahigkeiten und Kenntnisse azugrenzen.
Wesentliche Einfliisse der individuellen Lerngeschichte und der Instruktion auf
den Erfolg der VPn lasen sich nicht ausschli ef3en. Letztlich sagen die Versu-
che adso nu aus. da3 der Erfolg der VPn vom Alter abhéngt. Das ist aber
nahezu trivial, denn duch Unterricht werden gerade in dem untersuchten
Zeitraum einschlégige, stoff bezogene Kenntnisse und Fahigkeiten nach urd
nacdh vermittelt. Damit erscheinen Folgerungen tkber die Entwicklung einschl&-
giger psychischer Fahigkeiten aus diesen Versuchen aufierst fragwuirdig.
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5. Sortieren

Die von PIAGET in seinen Untersuchungen verwendeten Aufgaben zum
»Wahrnehmungsvergleich* kannman urter dem Aspekt des Sortierens betrach-
ten. Beim Sortieren wird in einer gegebenen Menge von Objekten eine Klas-
seneinteil ung hergestellt, indem man jeweil sin bestimmten Merkmalen Gkerein-
stimmende Objekte a1 Klassen zusammenfalit.

Man kann eine Sortieraufgabe so formulieren. dal3 man explizit angibt, auf
welche Merkmale es ankomnt. z. B. kann man VPn auffordern, einen Satz
Merkmalsklétze nach dem Merkma ,, Farbe® zu sortieren. Jedem Klotz x ist
eindeutig eine bestimmte Farbe F(x) zugeordnet. Die Aquivalenzrelationr ist
also gegeben durch die Festsetzung. dal’ xr y genau dann gelten, soll, wenn
F(x) = F(y). Wenn de VPn devorliegenden Farben urterscheiden undgleiche
Farbe ekennen kdnren, dann kdnren sie die Sortieraufgabe [6sen.

Solche Sortieraufgaben kdnren also dazu denen, de Fahigkeit zu Gberpriifen,
bei vorgelegten Objekten Ubereinstimmung bzw. Unterscheidung in bestimm:
ten Merkmalen festzustellen. Will man andererseits Kindern Vorstellungen
Uber bestimmte Merkmale vermitteln, ehe sie diese Merkmale mit einer forma-
len Definition erfassen kénren, dann kann man ebenfalls Sortieraufgaben
verwenden.

Durch die Zusammensetzung des zu sortierenden Materials kann man es errei-
chen, dal3 auch auf die dl gemein gehaltene Auff orderung hin, jeweil s dhnliche
Figuren zusammenzulegen, nach bestimmten Merkmalen sortiert wird.

Ich habe Kindern im Alter von 11-14 Jahren undErwachsenen de folgende
Aufgabe gestellt. Ausweil3em Papier werden Figuren ausgeschnitten. Den VPn
wurdejeweil s ein bestimmter Satz auf dem Tisch ausgebreitet, undsie wurden
aufgefordert: ,,Lege &nliche Figuren immer auf einen Haufen!“. Die 1 Auf-
gabe wird Ukereinstimmend wiein Abb. 7gel6st.
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Abb. 7

Auf dem einen Haufen liegen alle ,runden“, auf dem anderen alle
~ekigen"Figuren. Feinere Klasseneinteil ungen wurden nicht gewahlt.

Abb. 8

Die 2. Aufgabe wird meistenswiein Abb. 8geldst. Es werden dabei zunadst
die, runden” Figuren ausortiert, dannwerden “ auff dli ge* Formen wie Dreiek-
ke, Rechtedke, Quadrate, Trapeze Drachen, Vielede (n > 4) zusammengel egt.
Hier scheinen Eckenzahl undWinkelgrolien de relevanten Merkmale zu sein.
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Bei den erwadhsenen VPn zegt sich gelegentlich eine gewisse Unsicherheit,
diesich z.B. in der Frage niederschlégt ,, oder soll i ch esnoch mal unterteilen?”
(die Frage bezeht sich insbesondere auf die Klasse der Videde mit einer
Eckenzahl grofier als 4).

Auffélligist, dal3in desem Zusammenhang Quadrate und Rechtedke ds nicht
ahnlich betrachtet werden, so dald also nicht allein das Merkma ,, Eckenzahl“
bei den edkigen Figuren berticksichtigt wird. Im folgenden Versuch wird die
Bezehurng zwischen Redchtedken undQuadraten ndher untersucht.

Uberraschend ergibt sich bei der 3. Aufgabe die Einteilung wiein Abb. 9.

Abb. 9

Die Gleichheit der Seiten beim Quadrat ist hier off ensichtli ch ein so auff élli ges
Merkmal, dal3 dem nur die Verschiedenheit der Seiten bei den Redhtedken
entgegensteht. Es wird also nicht die Moglichkeit gesehen, radh Uberein-
stimmung in den Seitenverhéltnisen zu sortieren. In desem Zusammenhang
wird das Merkmal Seitenverhdtnis slbst von solchen VPn nicht einbezogen,
die dieses Merkmal kennen.

Dadie Seitengleichheit der Quadrate off ensichtli ch stark tiber andere Merkma-
le dominiert, lasse ich in den folgenden Aufgaben Quadrate fort.
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Abb. 10
In Aufgabe 4 wird tGbkereinstimmend de Lésung von Abb. 10gegeben.

Hier dominiert off ensichtlich das Merkmal ,, Breite". Esist so auffélli g. dal3 das
Merkmal ,, Seitenverhdltnis*, das zur Klasseneinteil ung nach der euklidischen
Ahnlichkeit fiihren wiirde, nicht beadtet wird.

Es wird in der 5. Aufgabe deshalb vermieden, Rechtedke vorzulegen. dein
einer Seite Ubereinstimmen. Es zegt sich grofe Unsicherheit bel den VPn.
Folgende L 6sungstypen sind auff dli g.

In Abb. 11wird in ,grof3*, ,mittel“, ,klein* eingeteilt, ein etwas verschwom-
mener Inhaltsbegriff scheint also das verwendete Merkmal zu sein.
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Abb. 11

Bei der L6sung vonAbb. 12tritt das2:1-Redhtedk hervor, die andereKlasist
also de Komplementarmenge.

Abb. 12

Keine VP entdedkte das Seitenverhdtnis als Merkmal. Das liegt daran, dai3 es
abgesehen von den Féllen 11 und 21 nicht auffalligist.

DieErgebnisse des Versuchs bestétigen debereits oben gezegte Abhangigkeit
des all gemeinen Ahnli chkeitsbegriff svon der gegebenen Aufgabe. Weiter wird
deutlich, dald Merkmal e unterschiedlich auffalli g sind. Das kann daau fiihren,
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dal3 mathematisch wichtige Merkmale valli g tibersehen werden.

Schliefdlich zegt sich bel allen Merkmalen, dal3 de VPn nu einige markante
Auspragungen dieses Merkmals wahrnehmen. Die Ubrigen Féllewerdenin de
Komplementdrmenge aur Vereinigung der ,, markanten Klasen® getan.

Selbst wennman de Rechtecke auf kariertem Papier in den Verhdtnisen 2.1,
3:1, 4:1 vorlegt, bei denen keine avei Rechtedke é@ne gleiche Seite haben, de
sich aber im Fladheninhalt erheblich urterscheiden, wird nicht das Seiten-
verhdltnis verwendet. Eher wird nach , grof3', ,mittel*,  klein“, also einem
groben Inhaltsbegriff, sortiert oder nach dem Seitenverhdtnis 2:1 undeinem
Seitenverhdltnis, dasvon 21 verschiedenist. Das Seitenverhdlitnis scheint also
bel Redhtedken sehr unaufféllig zu sein. Zur Entdedkung des Seitenverhélt-
nisesas Merkmal eines Rechtedks scheinen Sortierprobleme mit Rechtedken
wenig gedgnet zu sein.

»Belebt* man de Redtede dl erdings durch Einzeichnen von,, Extremité&ten*,
so wird auf einmal das Seitenverhaltnis auff éli g:

O

Abb. 13

Die Rechtedke 1 und 3sind,, schlank”, wahrend de Rechtedke 2 und 4, dick”
sind. Auch in Verbindurg mit Architekturbetrachtungen kdnren solche Strek-
kenverhéltnisse aufféllig werden, etwa beim Vergleich Schornsteinhére -
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Haushohe, Kirchturmhohe - Kirchenschiff hohe, Fensterbreite- Fensterhdhe.

Im Kunstunterricht in Klasse 5 wird bei der Betrachtung von Schriften dem
Schiler der EinfluR von Teil verhdtnissen auf die Form bewu(¥. Etwain der
Reihe:

Abb. 14

Dabel wird deutlich, dal’ man auch hier durch Variation der Grundmenge die
Aufmerksamkeit auf verschiedene Verhdtnisse lenken kann.

In der Bruchrechnurg werden Strecken geteilt, um Langenbruchteile zu ver-
anschauli chen. Das Teil verhdltnis von Stredken wie

Abb. 15

scheint ein auffélli ges Merkmal zu sein, dasin markanten Fallenwie 1.1, 1.2,
1:3,, ganzheitli ch* erfafdt wird, ohredal} kereits eine numerische Beschreibung

vorliegt.

Diese Tell verhdtnisse von Streden scheinen auff dlli ger zu sein alsdie Seiten-
verhéltnisse von Redhtedken.

Zusammenfassend kann man feststellen, dal3 entscheidend fur das Erfassen
eines bestimmten Merkmalsbel Figurenin einer Sortieraufgabedie Art und de
Zusammenstell ung der vorgelegten Figuren ist.



22

6. Abzdachnen

Gibt man Rethtedke an der Tafd vor undfordert Schiiler auf, mdgli chst genau
abzuzeichnen, dann héngt das Ergebnis auch hier davonab, inwieweit gewisse
Merkmale wichtig sind. Korrekte Lsungen dieser Aufgabe lassen sich mit 11-
12 jahrigen erzielen, wenn sie wissen, dald es auf die Késtchenzahl in Lénge
undBreite aakommt.

Bei dieser Ahnli chkeitsabhildung wird also die Langeneinheit verkleinert (1 dm
- %cm), die Mal3zahlen der Seiten und de Winkel bleiben gleich.

a=k-e a=k-¢€
b=m-e b=m-¢€

Es entspricht der Anschauurg, dal? kel dieser Abbildung das Bild dem Urbild
dhnlich ist. Das Merkmal Seitenverhdltnis wird den Schilern jedoch nicht
bewuld. Fir sieist das Rechtedk durch das Paa (k, m) gegeben. das bei dieser
Abbildurg erhalten bleibt. Zeichnet man dasvorgel egte Rechtedk auf die glatte
Tafel, dann mu3 klar sein, dald genaues Abzachnen Ausmesen erfordert. In
diesem Fall wird mit dem Demonstrationsmal’ (Lined, Geodreiedk) gemessen
und mit dem eigenen Mal3 mit gleichen Mal3zahlen, aber kleinerer Einheit
gezechnet.

Esist fraglich, obsich die Schiler bel der Ausfiihrung der Konstruktion dessen
bewuld sind, dil3 sie énlich verkleinern. Sie sind aber in der Lage au (ber-
prifen, obihre Losung korrekt ist. Beim Karopapier tritt die Gleichheit der
Winkel in den Hintergrund, wdhrend bei glattem Papier die rechten Winkel
bewul gezechnet werden mussen.

Stellt man 5&hrigen Schilern diese Aufgaben, dann stellt man teilweise eheb-
liche Méngel in den konstruktiven Fahigkeiten fest: Mit Bleistift und Lined
einegerade Linie, eine Strecke mit gegebener Lange, eine Linie aif einer Linie
des Karonetzes zeichnen, einen rechten Winkel, einen rechten Winkel mit



23

Schenkeln bestimmter Lénge zechnen sind Téatigkeiten, de im Unterricht
gelibt werden miisen. Solche Fertigkeiten sind wesentli che V oraussetzungen
zur Bewdltigung dieser Aufgaben.

Bel einer Analyse ihrer Tétigkeit kann den Schilern bewul¥ gemadt werden,
dal3 sie hnli che Figuren konstruiert haben undworin diese Ahnli chkeit beruht.

Den Mal3stab erhélt man durch Vergleich der Einheiten. Bildet man z.B. ab: 1
dm- %cm, dann kann man auch schreiben 1 dn - %dm. Der Mal3stab ist also

durch den Bruch %gegeben. Zur Beschreibung dieses Sachverhaltes bendtigt

man Kenntnisse der Bruchrechnurg. Haben die Schiller eingesehen, dald man
jeden Bruch a's Quatienten natiirli cher Zahlen darstell en kann, dann kereitet es
keine Schwierigkeiten, de historische Bezechnurg 1: 20 und de Lesart,, 1 zu
20" den Schilern mitzuteilen oder diesen Zusammenhang zwischen Bruch-
rechnurg undaus Umwelterfahrungen gewonrenen Kenntnissen herzustell en.

7.VergroRern - Verkleinern

In PIAGETS Aufgaben zur ,, zeichnerischen Konstruktion® sollen Figuren ghn-
lich vergrofRert bzw. verkleinert werden. Die Aufgaben urterscheiden sich von
den vorherigen dadurch, dal? hier bewufd eine Grolenanderung vorgenommen
wird. Esist den VPn klar, dal3 dazu die Seiten verdndert werden missen. Von
der Grundschule her kennen de Schiler additive Verdnderungen wie zB. ,3
Nuss dazulegen”, ,,um 3 cm verléngern”, ,noch 5 Min. warten“ usw. und
multi pli kative V erdnderungen wie z.B. ,,3 mal so viele Nisse nehmen*, , eine
Stredke von 2cm verdreifachen” usw. sowie die augehérigen Umkehrungen
dieser Operationen. Bereits fur die Grundschule wird von OEHL ,, die analyti-
sche Tétigkeit des Vergleichs' als ,,Grundage und Vorbereitung der syn-
thetischen Operationen gesehen (19626,S. 88). Er hebt den additiven und an
multi plikativen Vergleich hervor und betont seine Wichtigkeit ,, fir das Ver-
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stdndnis des funktionalen Denkens®. In Verbindurg mit der Bruchrechnurg
wird durch Betrachtung des,, arithmetischen® und des, geometrischen® Verhdlt-
nisses die Schluf¥echnurg vorbereitet. Gerade fir dasVerstdndnis der Schluf
rechnury ist es ja entscheidend, dal? de Schiiler die Propartiondlitét als einen
wichtigen Sonderfall einer Abbildung zwischen Grolenbereichen erkennen.
Dort werden also bewul¥ auch andere Funktionen angesprochen.

Deshalb wére es eine das Verstéandns der , Schluf¥echnurg” erschwerende
Verengung, wenn man bei Vergroferungen bzw. Verkleinerungen in der
Geometrie die Schiler auf Propartionalit éten fixieren wiirde.

Zeichnet man auf kariertem Papier ein Rechtedk und 183t es vergrofZern, dann
bringen Kinder im Alter von 13112 Jahren meist eine Losung der Art

ad=atk b=btk

An beiden Seiten wird aso das gleiche Stiick zugefiigt. Die Schiler verfligen
in diesem Alter jedoch auch Gber Erfahrungen mit anderen Vergroferungs-
arten. So kennen sie zB. Verzerrungssiegel, diein der Breite, undsolche, die
in der héhe tiberdehnen. Solche Typen von Abbil dungen eines Rechtecks kann
man erhalten durch:

a=a bzw. a=ka
b=kb bzw. b=b

Erfahrungen mit Diaprojektoren zeigen, dal3 es Abhildungen gibt, diein alen
Richtungen um den gleichen Faktor dehnen. Damit ergeben sich Abhildungen
der Art:

Auf dieser Stufe des Verstandnisses wird man sich zunachst mit der kon-
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struktiven Durchfiihrung und verbalen Beschreiburng dieser Abbildurgsarten
zufriedengeben.

Esist im algemeinen nicht schwer, Stred<en zu verdoppeln, zu verdreifachen
usw. Daslernen de Schiller systematischin der Grundschule. Wennmanihnen
aber z. B.a=3 cm, b=2 cmunda =5 cm vorgibt, dann gehdren Kenntnisse

der Bruchrechnurg dazu, den Vergrélerungsfaktor k =gund chraus

b'=2 -%cm Zu bestimmen. Gerade das snd aber Leistungen, de PIAGET bei

seinen Konstruktionsaufgaben verlangt.

8. Erkennen von Zusammenhangen

Neben den elementaren Fahigkeiten des Sortierens, Abzechnens und Ab-
bildens ist das Erkennen von Eigenschaften undZusammenhéngen entschei-
dend fiir die Erlangung des eukli dischen Ahnli chkeitsbegriffs. Es handelt sich
hier um einen heuristischen Prozef3, der durch entscheidende Impulse des
Lehrers eingel eitet werden kann. Es kannsich hier darum handeln, den Einfluf?
gewissr Merkmale auf die Form allgemein zu erkunden, ocer bei bestimmten
Konstruktions- und Abbil dungsverfahren Invarianten zu suchen.

In der Klasse 6 lasen sich nach der Behandlung der Bruchrechnurg die Zu-
sammenhénge bewufd machen, de sich in folgendem Diagramm wiedergeben
lassen.

Man erhélt das Bildrechtedk, indem man bei de Seiten mit dem Faktor k stredt.
Ist die Seite b das r-fache von a, dannist auch de Seite b' das r-fache von a.
Um diesen Zusammenhang zu erkennen, muf3 man sehen, dafd man “die Seite
b mit der Seite amessen kann*. Dabel erhdt man b=r - a
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Abb. 16

Der umgekehrte Zusammenhang kommt in folgendem Diagramm zum Aus-
druck.

Abb. 17

Das bedeutet, dal3 man bel Rechtedken mit gleichem Seitenverhdtnisdie Seiten
des einen durch Dehnurg um den deichen Faktor k aus den anderen erhalten
kann.

Fur den ersten Fall kann de Begriindurg so verlaufen:
Aus d=ka bB=kb, b=ra

folgt b'=k - b=k(ra) = r(ka) = ra.

Fur den zweiten Fall erhét man:

aus d=ka b=ra bD=rd

das Ergebnis
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b' = ra = r(ka) = k(ra) = kb.

Dieser Argumentation liegen die Propationalitdten x -r - x und x- k - X
zugrunde.

Man kann Zusammenhdnge aich mit Hilfe des Seitenverhéltnisses heraus-
arbeiten. Dazu gibt man de Konstruktionsvorschrift fiir eine Ahnlichkeits-
abbildung f des Redhtedks R auf das Rechteck R' an undweist nach, dal3 f
verhdtnistreuist, d.h.

f(a

f(b

=

olo

~

Mit f(@) =k - aundf(b) =k - b hat man damit eine Kirzungs- bzw. Erweite-
rungsregdl fir Langenverhdtnisse.

Umgekehrt kannman de Aufgabe stell en, verhdtnistreue Abbil dungen herzu-
stellen. Durch Umformung der Verhdtnisse und Propartionen lassen sich
Kriterien fur die Verhdtnistreue von Abbildungen gewinnen. Damit werden
weitere Zusammenhénge deutli ch, urd eskomnt asneuer Aspekt die Algorith-
mierunghinzu. Siefuhrt dazu, da? de Behandung der Ahnlichkeit von Redt-
edken zu einem Anwendurgsfeld der Bruchrechnurg werden kann. Daau ist
natiirlich erforderlich, dal3 de Schiler (iber eine sichere Beherrschung der
wichtigsten Termumformungsregeln bei Briichen verfiigen. OEHL weist dar-
aufhin, dal3 Propartionen nur unter dieser V oraussetzung sinnvoll im Unterricht
behandelt werden kénren (1965,S.340.

Bel den Propationen wird man heute hauptsadlich de Bruchschreibweise
verwenden. Die herkdmmili che Schreibweise ab spielt nur nochim Zusammen-
hang mit Fragen des Mal3stabs in der Praxis eine Rolle.

Diese Uberlegungen sind wesentli ch am Rechtedk orientiert und kezehen sich
auf verhdltnismaliig elementare Fragen. Weitergehende Betrachtungen ergeben
sich im Rahmen der Ahnlichkeitslehre, auf die hier nicht nsher eingegangen
werden kann.
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Aber auch vom algemeinen Verhéltnisbegriff her lassen sich dese Fragestel-
lungen in einem all gemeinen Rahmen sehen.

FREUDENTHAL z€igt in einer griindichen Analyse die ganze Bedeutung des
V erhdtnisbegriff sfir den Mathematikunterricht undgibt fir wichtige Aspekte
des Verhdltnisbegriffs Lernzielhierarchien an (1974. Dabel zdgt es sch, dai
eine Vertiefung der Betrachtungen insbesondere tiber eine,, didaktische Phano-
menologie des GroRenbegriffs* zu gewinnen ist. Diese Uberlegungen sind
insbesondere wichtig fur die , Schlul¥echnurg”.

9. Unterrichtsvorschlage

Fragen zur Ahnlichkeit von Redhtedken kdnren im Mathematikunterricht der
Orientierungsgufe folgende wichtige Beitrage leisten:

(1) Bezeht man zentrische Sreckungen in die Betracdhtung grundegender
geometrischer Abbildungen ein, dannwerden bereitsin der Orientierungsgufe
allefir die Mittel stufengeometrie wichtigen Abhbil dungstypen auf einheitli cher
begrifflicher Ebene behandelt.

(2) Erarbeitet man den Begriff des Langenverhaltnisses, so gewinnt man einen
wichtigen Begriff zur Erfassung geometrischer Zusammenhénge,

(3) Erfalit man zentrische Stredkungen a's verhdtnistreue Abbildungen, dann
werden damit die fir die Shluf¥echnung fundamentalen verhaltnistreuen
Abbildungen zwischen Grolienbereichen vorbereitet.

(4) Langenverhdtnisse undPropartionen (Verhdtnisgleichurgen) schaffen ein
Anwendurgsfeld der Bruchrechnung.

Eine Analyse von Lehrgangen ze gt sehr unterschiedli che Losungen zu diesen
Bereichen.

Daau einige Beispiele:
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ANDELFINGER-NESTLE (1970 bringen in einer ,,Oase" in Verbindung mit der
Bruchrechnurg einige Gedanken zum ,, Vergrolern undVerkleinern*. Dabel
stehen Fragen des Malistabs im Vordergrund. Dieser Ansatz |&f sich am
ehesten dem Bereich (4) zuordnen. Bei den Betrachtungen geometrischer
Abbildungen fehlen zentrische Streckungen. Bei Aufgaben zur ,, Schluredh-
nung* wird mit ,,quadientengleichen Grolenpaaen” geabeitet. ohre dal ein
Bezug zum Begriff der Verhdltnistreue hergestellt wird.

LAMBACHER-SCHWEIZER (1973 betonen Streckungen als geometrische Ab-
bildurgen und benutzen sie arr Funderung der Bruchrechnurg. Bei der
»Schlufrechnurg” werden Abhbildungen betracdhtet, die a1 qudientengleichen
Paaen fuhren. Der Begriff des Verhaltnisses wird vermieden.

WINTER-ZIEGLER (1970 behandeln zentrische Stredkungen als Anwendurgs-
feld der Bruchrechnurg in Verbindurg mit maf3stabli chen Zeichnurgen, ohre
diese Betrachtungen in de Geometrie zu integrieren. Der Verhaltnisbegriff
wird sehr al gemein angegangen als Anwendurg der Bruchredhnurg auf Gro-
[Renbereiche, der Abbildungsaspekt wird nicht herausgeabeitet.

Die teil weise interessanten Beitrége lassen sich m.E. durch eine éwas andere
Akzentsetzung besser im Unterricht verwerten.

In der Grundschule bemiiht man sich heute darum, in einem ,,geometrischen
Vorspiel“ ein stdrkeres Bewul¥sein fir die geometrischen Eigenschaften der
Umwelt bei den Kindern zu erzeugen (WINTER). Dieser Unterricht ist orientiert
an konkreten Handlungen mit strukturiertem Material, aus denen Erfahrungen
und Einsichten erwachsen sollen. Man bemiht sich gleichzetig; umgangs-
sprachliche Ausdriicke und Redewendungen mit mathematischen Vorstel-
lungen zu verbinden. In diesem Bereich sollte man auch Erfahrungen zum
Anhnlichkeitsbegriff vermitteln.

Die Kinder kénren Erfahrungen sammeln mit durch Kerzen- oder Sonrenli cht
oder Projektor erzeugten Schattenbildern von Gegensténden (DIENES). Ins-
besondere untersuchen sie den Einflul3 von Art der Lichtquelle und Lage des
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Gegenstandes auf Grofe und Form des Bil des.

Sie konren auf einen Luftballon zeichnen und leobadhten, wie sich de Zeich-
nung beim Aufblasen undLuftablassen andert.

Kinder schauen mit Begeisterung in Vergroferungs-, Verkleinerungs- und
Verzerrungsiegel . Bei der Beschreiburg ihrer Beobadhtungen verwenden de
Kinder Adjektive wie schlank, dick, gestaucht, gestredkt, verzerrt. dhnlich,
rund,,eiekig" (Darmstédter Bezechnurg fir ,,rund') und deren Steigerungen.
Durch Skizzen folgender Art

ot

A

Abb. 18

kann man ein Gefuihl fir Groenverhdtnisse wedken. Man wird sich auch um
eine Verzahnurg mit dem Kunstunterricht bemiihen (WINTER, S.50).

In der Orientierungsgufe werden heute meist bei der ,EinfUhrung* in de
Langenmesaung will kiirlich gewdhlte Einheiten wie Lange der Heftseite,
Handspanne usw. verwendet, obwohl die Schiler langst die konventionellen
Einheiten kennen. Wennman schondie Wl kiir festgel egter Einheiten heraus-
arbeiten will, dann besser beim Erarbeiten des Verhdtnisbegriffs. Aus einer
Zeichnurgwie
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Abb. 19

entnimmt man sofort:

b=3-abzw. a= %b.

Dasist eine Leistung, diein Klase 5 ohre weiteres erbracht werden kann.

Als Anwendurg der Bruchrechnurg sollte man bei gleichartigen Gréfien de
verschiedenen Vergleichsmdgli chkeiten herausarbeiten. Der absolute Ver-
gleich liefert fir a, b mit a> b de Differenz

a-—b,

der relative Vergleich ergibt fir a, b mit a< b das Verhdtnis:
a

b
Fir die Geometrie wichtig ist der Langenvergleich. Dabel wird man zunddst
Streckenldngen wiein Abb. 20,

Abb. 20

dannauch wiein Abb. 21
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Abb. 21
untereinander vergleichen.

Vergleiche von Rechtedken fiihren dann auf die Félle:

Y
b7

olo

d a_d
b’ b’

olo
olo

Diese Betrachtung kann man den Bereichen (2) und (4) zuordnen.

Man kann nunsogleich Propartionen anschlief3en, um mit ihnen Bruchre-
chenregeln zu Uken (4), kann desjedoch auch nach der Behandung von
Ahnlichkeitsfragen tun, um Zusammenhénge i erfassen.

In der Geometrie wird man neben den Kongruenzabhbil dungen auch zentri-
sche Stredkungen einfiihren. Diese Abhildungen sollten sich nicht nur auf die
Ecken bezehen wiein Abb. 22,
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Abb. 22

sondern auf beliebige Punkte wie in Abb. 23.
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Abb. 23
(Dasist gut gel6st in WINTER-ZIEGLER).

Man sollte auch das Zentrum variieren und @n EinfluR auf die Bilder be-
trachten.

Abb. 24
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Abb. 25

All e behandelten geometrischen Abhil dungen sollten auf wichtige Invarianzen
untersucht werden. Damit sind de Bereiche (1) und(3) angesprochen.

DIENES und CASTELNUOVO zegen, wie man duch Variation von Lage des
Gegenstandes undL age der Bil debene bei Schattenwirfen die Schiler auf die
unterschiedli chen I nvarianzen auf merksam maden kann. Zentrische Streckun-
gen sollten als Abhildung erkannt werden, de Winkel und Seitenverhédtnisse
invariant sein lasen. Das ist besonders wichtig beim , malistabsgerecten
Zeichnen" eines Hausplans.

T
100
Hier kommt es sowohl auf die Seitenverhéltnisse der rechteckigen Rdume ds

auch auf Langenverhdltnisse von Stredken in einer Geraden an (z.B. Breite
verschiedener Raume).

Abb. 26

Solch eine Aufgabe findet sich z.B. bei KuyPERS, wird dat aber nicht geome-
trisch ausgenutzt.
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Einfache Zusammenhénge wie

a _ a _
b a

lasen sich mit Hilfe der Bruchrechnurg leicht gewinnen (Bereich (4)) und
geometrisch deuten (Bereich (2)) a's Ahnlichkeitskriterien fir Rechtedke.

Bei all diesen Betrachtungen sollten die Abbildungen im V ordergrund stehen,
dasie an besten gedgnet sind, weiterfiihrende Betrachtungen einzuleiten. Das
ist sinnvoll sowohl im Hinblick auf die geometrischen Betrachtungen als auch
auf den Algebraunterricht der Mittelstufe.
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