20. Treppenfunktionen im Mathematikunterricht
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Bel den Reformbestrebungen zum M athematikunterricht spielt der Funktions-
begriff eine zentrale Rolle. In der didaktischen Diskusson haben sich folgende
Ansatzpurkte a1 einer Verbesserung herausgeschalt:

@

@

©)

4

Es besteht die Gefahr der Begriff sverengung, wenn man sich auf
Funktionstypen beschrankt, die durch rationale Terme definiert wer-
den. Deshalb sollte man auch Beispiele behandeln, bei denen de
Funktion durch Angabe ihrer Elemente (geordnete Paae) bestimmt
ist, undsolche, dielediglich durch eine Aussageform bestimnt sind.

Um die Gefahr einer | dentifikation zwischen Funktion undKurve au
vermeiden, sollten Beispiele gebracht werden, bel denen die Graphen
keine Kurven sind.

Funktionen sollten nicht nur als komplexe, mit Wertetafeln, Graphen
usw. beschriebene Gebil de behandelt werden, sondern auch as ma-
thematische Objekte, die sich zu Mengen zusammenfasen, strukturie-
ren undcharakterisieren lassen.

Die Definitionen zentraler Funktionseigenschaften und Funktions-
typen, wie Stetigkeit, Diff erenzierbarkeit, Propartionalit & usw. sollten
nicht einfach mitgeteilt, sondern aus Anschauurg, Vorstellungen,
Zielsetzungen undProblemstellungen heraus entwickelt werden.

Bel der Fulle der Beispiele, die inzwischen zur Einfihrung des Funktions-
begriffsin der Sekundarstufe 1 herangezogen werden, spielen hisher Treppen-
funktionen kaum eine Rolle (SEEBACH, FEDERLE 1968. Esist das Zidl dieser
Arbeit hervorzuheben, welche dementar zugangli chen Fragestell ungen anhand
von Treppenfunktionen zu einer Vertiefung des Funktionsverstdndnissesin der
Sekundarstufe | fihren kdnren.
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1. Zugange au den Treppenfunktionen

Treppenfunktionen sind kereits fir die Einflhrungsphase des Funktionsbe-
griffs geagnet, da man leicht praktische Zugénge au ihnen finden kann, de
kein hoheresformales Niveau erfordern al's die tibli cherweise gewahlten Funk-
tionen.

Wenn man in der Schule die Abhangigkeit des Preises einer gekauften Ware
von cer Warenmenge betrachtet, dannwahlt man als Beispiele meist Angebate,
die auf Propartiondlitdten fihren. In der Praxis gibt es nun aber zahlreiche
Fal e, diekeine Propationalit dten ergeben. Treppenfunktionen liefern z.B. die
Zuordnurgen Parkzeit - Preisfir das Parken in einem Parkhaus, Fahrtstrecle
- Fahrpreis bei der Bundesbahn, Spredhzeit ~ Geblhr bei Telefongespracden
usw. Solche Félle hat man hisher im Unterricht nicht behandelt, weil sie nicht
in das Ubliche Schema der Schluf¥echnurg passen. Gerade én modernes
Unterrichten des Funktionsbegriffs gibt hier die Mégli chkeit einer adaquaten
Mathematisierung mit elementaren Mitteln. Den Schilern kann dabei deutlich
werden, dal3 des nicht notwendig Beschrénkung auf Sonderfélle oder gar
|dedisierung bedeuten muf3.

Alsweiteres Beispiel sei die Behandung des Rundurgsproblems mit Hilfevon
Treppenfunktionen skizziert. Den Schilern seien de Rundurgsregeln bekannt.
Man kann nunRundungfunktionen r definieren, de a@ner Zahl x die aff diei-
te Dezmale gerundete Zahl r; (x) zuordnen. Diese Funktionen sind Treppen-
funktionen. Man wird zunédchst Tabellen fir einige Rundurgsfunktionen
anlegen und de Funktionen graphisch darstellen lassen.

Die Schiler erkennen, da3 de Stufen links abgeschlossen undredits offen
sind. Sie vergleichen die Lage der Sprungstellen bei den verschiedenen Run-
durgsfunktionen und erkennen, dal3 mit wadchsender Genauigkeit die Stufen
kirrzer und riedriger werden.

Man kann mit Hilfe der Funktionsbetrachtung den Schillern deutlich macdhen,
dal3 man fal sche Ergebnise ehalten kann,wennman bei mehrstelli gen Zahlen
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sukzessv, entgegen der Konvention rundet, etwa

I T
1,445 —> 145 —> 1,5

statt

31
1,445 —> 14

Im ersten Fall verkettet man die Rundurgsfunktionen r,undr, miteinander, im
zweiten Fall wendet man sofort r; an. Die Rundurgsfunktionen haben wegen
der Rundurgskonvention jedoch die Eigenschaft

ol #r.

Andererseits gilt r; o r; = r,. Aus den Graphen der Rundurgsfunktionen kann
man auch sofort ablesen, dal3 es sch um monaon wadhsende Funktionen
handelt, die jedoch nicht streng monaon sind. Diese Ergebnisse lassen sich
wieder numerisch deuten urd vertiefen das Verstéandnis fir den Rundurgs-
prozes.

Die Bezachnurg ,, Treppenfunktion” liegt so dicht bei dem anschauli ch gege-
benen Sadherhalt, dal3 de Schiler von sich aus nicht das Bedirfnis haben,
den Begriff zu definieren. Daskannjedoch in de Wege geleitet werden, indem
man die Schiler aus einer Reihe von Relationsgraphen der Art, wieman siein
der Figur 1 finden kann, de Graphen von Treppenfunktionen aussondern 1803t.
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Fig. 1

SIEMON (1963 berichtet, dal3 hierbei die Schiler im allgemeinen Schwierig-
keiten haben, da sie verleitet werden, de bei Funktionen nawendige Redhts-
eindeutigkeit nicht zu beaditen. Sie fassen also das erste Beispiel meist als
Graphen einer Treppenfunktion auf, obwohl es sch nur um den Graphen einer
Relation handelt. Auch das Problem der Stufenenden wird meist nicht klar
gesehen. Man wird also wenigstens diese Unklarheiten zu beseitigen versu-
chen.

Wenn man moglichst dicht am Spracdhgebrauch bleiben méchte, dann werden
Funktionen mit den folgenden Graphen zu den Treppenfunktionen zu rechnen
sein:



Fig. 2

Mit dieser Klérung kann man sich in der Einflhrungsphase begniigen.

2. Zur Definition der Treppenfunktion

Am Beispiel des Begriffs Treppenfunktion kdnren die Schiller aber auch das
Entstehen eines mathematischen Begriffs erfahren. Es ist das Ziel, einen an-
schauli ch gegebenen Sadhverhalt adéguat mathematisch formal zu beschreiben.
Dabel kannman den Schillern bei jedem Definiti onsversuch zeigen, dal3 reben
den zu erfaseenden Beispielen auch zunacdhst befremdende Objekte miterfafdt
werden. Formuliert man etwa:

Treppenfunktionen sind genau de stiickweise konstanten Funktionen, de
héchstens abzahlbar viele Sgrungstell en halen,

dannerfald man die obigen Beispiele, aber dartiber hinaus auch Funktionen mit
Graphen:
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Fig. 3

Dieisolierten Punkte an den Sprungstellen ¢, kdnrte man ausschlief3en, indem
man noch zusétzlich fur die Funktionswerte f(c;) fordert, dal3 sie gleich dem
Funktionswert imlinken oder rechten benachbarten Intervall sein sollen. Damit
wéren die skizzierten Félle ausgeschieden. In der Mathematik verzichtet man
aber im allgemeinen auf diese Einschrankung. Man |&fdt also an den Sprung-
stellen isolierte Punkte 2.

Schwerwiegender ist vielleicht, dal3 de Funktion

_ [ 1 fdlsx e Q,
fol) = { 0 falsx e R\Q

nach urnserer Definition Treppenfunktion ist. Das kénnte man ausschli ef3en,
indem man zusétzlich fordert, dald de Sprungstellen keinen Haufungswert
besitzen. Andererseits zeigt es dch, dald auch in der mathematischen Literatur
verschiedene nichtaquivalente Definitionen fur den Begriff Treppenfunktion
verwendet werden. Ich halte das flr den Unterricht sogar fir wertvoll, denn
hier kann dem Schiller selbst der Proze3 der Begriff sgenesein der Mathematik
bewul® gemadt werden. Als Beispiele fur die an haufigsten verwendeten
Definitionen seien genannt:
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(@] Redl e Funktion mit endlich vielen Funktionswerten (NAAS, SCHMID
1961,FLACHSMEYER 1970.

2 Redle Funktion mit héchstens abzéhlbar vidlen Funktionswerten
(NAAS, SCHMID 1967).

(©)] Auf dem abgeschlossenen Interval [a, b] definierte redle Funktion,
fir die esx; € R gibt mit a=x; <X, <... <X, < X,,; =b, S0 dal3 f konstant

ist fir jedes offene Interval (x;, x.,), i=1, ..., N(GRAUERT, LIEB
1967).
4% Auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] definierte redle Funktion

mit héchstens endlich vielen Sprungstellen, dein durch Sprungstellen
abgegrenzte Intervall en konstant ist (ERWE 1962).

5) Redl e Funktion mit abzéhlbar vielen Sprungstellen, dein den duch
Sprungstellen abgegrenzten Intervallen konstant ist und kei der die
Sprungstell en keinen Haufungswert besitzen (ERWE 1962).

Das logische Geflige wird durch das Diagramm verdeutli cht:

2
f 1
(1) ©)
f f
@ = @
Im Folgenden legen wir (2) zugrunde.

3. Darstellung von Treppenfunktionen

Treppenfunktionen werden zunéchst durch eine Zuordnurgsvorschrift gegeben.
Zum Beispiel



0,60DM fir 0g<x < 509
0,80DM fir 50g<x < 100g
f(x) =1110DM fur 100g<x < 250¢g
1,40 DM fir 250g <x < 500¢g
1,70 DM far 500g < x < 1000g

Die agebraische Behandlung dieses Funktionstyps vermeidet die Verengung
auf Funktionen, de durch Gleichungen bezw. algebraische Terme darstell bar
sind. Die Verengungen beim Lehren des Funktionsbegriffs gehdrten zu den
grof¥en Schwaden des herkdmmlichen Unterrichts.

Man kann allerdings auch zu einer Darstellung von Treppenfunktionen mit
Hilfe von Gleichurngen gelangen, indem man spezelle Treppenfunktionen
auszeichnet und mit Funktionsnamen (Termen) benennt. Die Funktionen

y y
l‘ -— 1 —
0 a b ¢ x 0 E

ergeben bei Uberlagerung durch Additi on entsprechender Funktionswerte

Fig. 4

y

2 —

Fig. 5
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Aus zwei einstufigen Treppenfunktionen kann man also eine 2-stufige Trep-
penfunktion zusammensetzen.

Allgemein definiert man:
Cf1 fur x e M,
k9 = {o fir x ¢ M

Man bezeachnet f,, als charakteristische Funktion von M. Nacdh der von urs
gewahlten Definitionist f,, eine Treppenfunktion.

Wir haben im Beispiel aus
flag (X) undfy, (x)
durch Addition de Treppenfunktiont erhalten:
t(X) = a9 (X) + fipe(X).
Ahnlich kann man die obige Portofunktion wie folgt darstell en:
f(X) = 0,6(DM - f g 504(X) +0,80DM - f 55 1004(X)
+1,1DM - f (1004 2504(X) +1,40DM - f 25045004(X)
+1,7MDM - f 5004 10009 (X)-

Dies Verfahren kann man al gemein anwenden fir jede Treppenfunktion mit
endlich vielen Funktionswerten. Motivieren 183t es sch damit, dal3 man eine
Darstellung mit mogli chst einfachen Grundfunktionen sucht, die zB. in einem
elektronischen Rechner fest programmiert sein kénren, so dald man weniger
Programmieraufwand erhdlt.

4. Gleichungen fur Treppenfunktionen

Beim tbichen Aufbau der Gleichungslehre stehen am Anfang in der Regel
lineae Gleichungen. Als Lésungsmengen Ubker Q@ kommen daflr infrage die
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leae Menge (z.B.3x1=3x+2), einelementige Mengen (z.B. 3x+ 1 =2) und de
Grundmenge Q (z.B. 3x+ x =5x-x). Als,,Normalfall* wird von den Schiilern
der Fall eindlementiger Lésungsmengen betrachtet. Erst bei den quedratischen
Gleichungen treten dann zweielementige Lésungsmengen auf. Mit Hilfe von
Treppenfunktionen ist es leicht mdglich, auch nichtausgeatete Gleichurgen
mit unendlich vielen Losungen anzugeben. Wir wollen das am Beispiel der
wichtigen Ganzteilfunktion betrachten. Sie ist definiert as die Funktion, de
jedemredlen x degrof¥e ganzeZahl [x] zuordnet, diekleiner oder gleich xist.

Unmittelbar aus der Definition oder dem Graphen kann man folgende Eigen-
schaften

(D) [X] ist eine ganze Zahl.

2 Jede ganze Zahl tritt als Funktionswert auf.
3 [X] =X, genau dann, fallsx ganze Zahl ist.
4% [X] <x.

5) Wenn x <y, dann[x] < [X]

(6) [x]=g < g ganze Zahl undg <x<g+1.

Fig. 6

Aus (1) erkennt man sofort, dai3 z.B. die Gleichung [x] = 3,5 keine Lésung
besitzt. Die Gleichung [X] = - 5 16st man mit (6):
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[X]=—5«-5<x<-4
Losungsmengeist das Intervall [ — 5, — 4).
[Xx+3=5=5<x+3<6=2<x<3.

Etwas aufwendiger ist f als Lésungsmenge der Gleichurg [x] + [-X] =0 zu
erkennen. Man hilft sich hier vielleicht am leichtesten mit dem Graphen.

x— [x] y] yl x—[~x] Y XD + [-x]
1

Fig. 7

Durch Uberlagerung erhalten wir [x] + [- X] aus[x] und[— X].

5Vertiefungen und Anwendungen

Ein Ansatz zur Vertiefung kann de Charakterisierung spezieller Treppen-
funktionen, wie z B. der Ganzteil funktion, aus ihren Eigenschaften sein.

Es handelt sich dabei um eine grund egende mathematische Téatigkeit, die hier
exemplarisch gelehrt werden kann. Da zdlreiche Varianten mdglich sind,
erhdlt der Schiler die Mdglichkeit zur Eigentdtigkeit. Im Hinblick auf das
begriffliche Niveau kann man dese Probleme aim Anlal3 von Diff erenzierun-
gen innerhalb einer Leistungsgruppe nehmen. Auch Ansdtze um Teamwork
sind gegeben, dalL 6sungen von Teil problemen unabhéngig voneinander gefun-
den werden kénren, de sich dann zur Lésung des Gesamtproblems,, Charakte-
risierung” zusammenfiigen lassen.

Eine Moglichkeit soll am Beispiel der Ganzteilfunktion dargestellt werden.
Zunachst wird am Graphen ein Eigenschaftskatalog aufgestellt. Schrittweise
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kannman dann duch Aufnahme von Eigenschaften in den Forderungskatal og
die mdgli chen Funktionen einschrénken, bisman schliefdlich genau de gesuch-
te Funktion erfaldt hat. Fur die Ganztell funktion reicht folgender Forderungs-
katalog aus:

1) f(xez

2 xeZ=f(x)=xflrdlexeR
3 Xé¢&Z=1f(X)<x

4 x <y ="f(x) <f(y)

Wenn xe Z, dannf(x) = x nadh (2). Wenn x ¢ Z, dann gibt es eine ganze Zahl
gmit g<x <g+ 1. Wegen (4) folgt daraus

g="1(g) < f(x) < f(g+) = g+i.
Nach (3) ergibt sich
g<f(x)<x <g+1.
Danach (1) f(x) € Z , mul3f(x) = g sein.

Mit Gegenbeispielen 183t sich leicht zeigen, dal3 dese Forderungen urabhangig
voneinander sind.

e L
s

a) b) 0) d)

Fig. 8

a) verletzt (1), erfullt aber (2), (3) und(4)
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b) verletzt (2), erfillt aber (1), (3) und(4)
c) zagt die Unabhéngigkeit von (3), d) die Unabhangigkeit von (4).

Die Entwicklung dieser Beispiele regt die Phantasie der Schiler an, es snd
andere L6sungen maglich. Auch fur die Charakterisierung selbst gibt es zahl-
reiche verschiedene M églichkeiten (VOLLRATH 1973.

Im Analysisunterricht kannman de Treppenfunktionen alswichtige Beispiele
fir unstetige Funktionen verwenden, un den Stetigkeitsbegriff einzugrenzen
oder Uber den Begriff der Unstetigkeit zu ihm hinzufhren (GRIESEL 1968.

Zu einer fruchtbaren Anwendurg kann man in der Integralrechnurg kommen.
Bei der klasdschen Behandlung cer Integralrechnurg in der Schule wird der
Flacheninhalt unter der Kurve angenadhert durch Ober- bzw. Untersummen.
Dabel handdlt es sch um Summen von gedgneten Rechtedinhaten. Man kann
diese aer auch deuten a's bestimmte Integrale von gewissen Treppenfunktio-
nen, die die gegebene Funktion approximieren (GRAUERT, LIEB 1976, KAR-
CHER 1973 WITTMANN 1973. (Man beschrankt sich dazu auf Treppenfunktio-
nen vom Typ der Definition (3)). Damit erhdlt man eine andere Interpretation
des gebréauchlichen Verfahrens, die den fir die Anwendurgen wichtigen
Approximationsgedanken in der Analysis deutlicher hervortreten |&f3t.
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Anmerkung

Nach einem am 17.5.1973im mathematikdidaktischen Koll oquium an der TH Darmstadt gehalte-
nen Vortrag.



