18. Mathematische Behandlung von Problemen der Preis
theoriein der Hauptschule

Die Schulwarte 26 (1973, 80-87

1. Mathematisieren wirtschaftlicher Probleme

In den Stoff plénen fir den Mathematikunterricht an den Hauptschulen be-
schrénkt sich de Behandlung wirtschaftlicher Probleme im wesentli chen auf
die Schluf3 undZinsrechnurg. Dabei werden wirtschaftli che Fragen haufig nur
als ,Einkleidungen* gebraucht, um lediglich das Rechnen zu lken. Es ist
unbefriedigend,wennin den Rahmenrichtlinien von 1968 Ur den M athematik-
unterricht der Klassen 7-10 lediglich gefordert wird: ,,In den Aufgaben und
Ubungen miissen moderne Anwendungsgebiete bevorzugt werden . Damit | &3¢t
man sich wertvoll e M 6gli chkeiten entgehen, den Prozel3 des Mathematisierens
an Problemsituationen in Gang zu setzen.

Es scheint mir in deser Situation sinnvoll zu sein, weitere Anregungen fir die
Aktivitét des Mathematisierens zu geben. Ich bezehe mich dabei auf die
Klassen 7-10 der Hauptschule. Die Beispiele wahle ich aus dem Bereich der
Preistheorie des Haushalts. Fur die mathematische Behandlung dieser Gebiete
sel auf KRELLE (1961) und SCHERF (1968 verwiesen.

Aus der grolien Fille von Problemen der Preistheorie will ich digjenigen
hervorheben, die mir im Hinblick auf die Hauptschule an gedgnetsten er-
scheinen. Dabei ergeben sich hinsichtlich der tGblichen Methoden einige Unter-
schiede, die @nerseits durch den Verzicht auf infinitesimale Methoden, ande-
rerseits durch de konsegquente Verwendurg der auch dem Hauptschiler kiinf-
tig zugéngli chen mathematischen Ausdrucksformen bedingt sind. Auf Proble-
me der Terminologie hat bereits STEINER 1967 hingewiesen.



2. Preisvergleich

Auf dem Markt herrscht ein fir den Kéufer haufig deshalb verwirrendes Ange-
bat, well z. B. gleich grofRe Padkungen urterschiedliche Mengen des gleichen
Materials zu verschiedenen Preisen enthalten. Damit der Kéufer die Angebote
vergleichen kann, mul3er die Verhéltnisse

Geldmenge
Warenmenge

(in der Preistheorie Preis genannt) kennen. In der Praxis wird meist der Quo-
tient

Geldmenge
Warenmenge in kg

gebildet. Er wird dann als kg-Preis bezachnet. Es llte deutlich werden, daid
essich bel Proportionditdten um die Propartionalit étsfaktoren handelt. Das be-
deutet, dald man de bisher meist Uibli che Betrachtung einze ner Funktionswerte
ersetzen sollte durch Betrachtungen der ganzen Funktion.

Bis der Gesetzgeber im Interesse der Verbraucher die Angabe des kg-Preises
auf den Waren vorschreibt, werden wir im Unterricht auf das Problem hin-
weisen missen und eém Verbraucher empfehlen, beim Einkauf den Rechen-
stab (oder eine Rechenscheibe ds Preispriifer) mitzunehmen.

Noch verwirrender ist die Sachlagein der Geldwirtschaft bei Kreditangebaten,
die fur den Laien kaum vergleichbar sind. Hier miissen wir natirlich vorerst
noch aufkl&ren, wenn de Bemiihurgen al erdings auch éhnlich urergiebig sind
wie im vergangenen Jahrhundert die sich Uber viele Seiten der Rechenbicher
erstreckenden Ubungen zu den Umrechnurgen der verschiedenen MalReinhei-
ten. Die genannten Fragen werden heutein den meisten Biichern fir das Gym-
nasium angesprochen, man sollte sie auch in der Hauptschule bringen.
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Beim Einkauf in verschiedenen Geschéften entstehen meist unterschiedliche
Grundkosten (wie zB. Fahrgeld, Beabeitungsgebiihr, Transportkosten).
Dadurch sind de Waenmenge-Warenkosten-Funktionen keine Propartionalit &
ten, sondern alenfall s lineae Funktionen. Wahrend der Erwerb der Ware bei
einem Angebat | einen kg-Preis p,, und Grundkosten G,, hervorruft, sind kel
einem Angebat Il ein kg-Preis p, undGrundkosten G, zu zahlen.

Die Waenmenge x in kg kostet also:
y=p x+G bzw.y=p, x+G;.

Die zugehérigen Graphen sind Geraden. Man kannjetzt leicht die wirtschaftli-
che Bedeutung der zwei Féll e diskutieren:

61

G>G;p=p G>Gyp<p

Im ersten Fall i st bei gleichen kg-Preisen das Angebat 1l stets glinstiger.

Im zweiten Fall i st fur ale x > x,, das Angebat | glinstiger s das Angebat Il.
Der Schnittpurkt ist der Punkt der Gleichwertigkeit der beiden Angebote. Der
Wert x,, &% sich leicht bestimmen.

Haufig versuchen de Geschéfte, Kunden durch ein Sonderangebot anzulocken.
Der Kunde soll dannmdgli chst verleitet werden, den ganzen Einkauf in desem
Geschéft zu tétigen und dmit zugleich andere Waen teurer alsin anderen L&
den einzukaufen.
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Wenn bei beiden Angebaoten die Grundkosten gleich sind, braucht man nur die
Kosten der Einzelposten zu beredhnen, aufzusummieren und de Summen zu
vergleichen, um das glnstigere Angebat zu erhalten, wenn man nu in einem
Geschéft einkaufen will . WINTER (1972 regt as Beispiel den Vergleich von
Umzugsangeboten an. Insbesondere bei einer groferen Zahl von Angeboten
erweisen sich a's zwedmafliges Werkzeug zur Behandung dieser Fragen de
Matrizen. Die Lésung ergibt sich dann rach dem Schema:

Bedarfsmatrix - Einzepreismatrix = Gesamtprei smatrix.

Sowohl die Uberlegungen von WINTER as auch die Anregungen von DUCK
(1967) zeigen, dal? gerade diese wirtschaftli chen Fragen einen sehr eingangigen
Zugang zur linearen Algebra liefern. Im Gegensatz z2u ANDELFINGER (1972
halte ich desen Weg auch fir die Hauptschule durchaus fir gangbar. Die
Erfahrungen von PAPY mit seinen ,, Einkaufsvektorraumen® scheinen mir das
Zu bestétigen.

Fir den Verbraucher besteht heute in vielen Féllen de Mdglichkeit, durch
besondere Einkaufe glinstigere Angebate au erhalten. Dabei treten drel wichti-
ge Fale aif:

1. Konstanter Rabatt, etwain Form einer Zugabe,
2. Propationaler Rabatt, z. B. bei Barzahlung,
3. Stiickweise propartionaler Rabatt, z. B. a's Mengenrabatt.

In den Figuren sind de drei Félle dargestellt.

T T
4. 2.

s,
iBruttoprels —_ — —; Netlopreis
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Den Wert der Rabatte im Hinblick auf den Einkauf kann man duch den
Quatienten

Rabatt
Bruttopreis

erfassen. In den Graphenist fir jeden Fall dieser Quatient in Abhdngigkeit von
der Warenmenge dargestellt worden.

~__ L

> >

v

Allerdings brauchen gréiere Mengeneinheiten nicht immer preiswerter zu sein.
Bei der Post kannes z. B. glinstiger sein, statt eines grofen Paketes zwel klei-
nere a1 versenden.

Die Untersuchung solcher Félle bietet die M6gli chkeit reizvoller mathemati-
scher Uberlegungen (VOLLRATH 1973. Gleichzetig lernen de Schiler all-
gemeine Funktionen wie Treppen- und Sprungfunktionen kennen.

3. Praferenzen

Jeder Haushalt versucht im Rahmen seiner finanziellen Mdglichkeiten Wirt-
schaftsgiter zu beschaffen. Dabei ist esin der Regel nicht mdglich, in jeder
Lage des Haushaltes dle Giiter zu beschaffen, nach denen eine Nadhfrage
besteht. Es ist deshalb notwendig, Préferenzen festzustellen. Dabei wird eine
Entscheidung dartiber getroffen, ob bei zwel Gitern eines bevorzugt wird
(Préferenz) oder ob keide gleichwertig sind (Indifferenz). Wird das Gut A
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gegenlber B bevorzugt, so schreibt man A > B, bei Indiff erenz schreibt man
A~B.

Ist G die Menge der nachgefragten Gliter, dannist (G, >, ~) eine Rangadnung
d. h.~ist eine Aquivalenzrelation, de mit > vertraglich ist, > ist eine asymme-
trische, transitive und trichotome Relation. Fir den gymnasialen Bereich hat
STEINER (1967) einen Zugang zum Begriff der Rangordnurg tber die Betrach-
tung von Abstimmungsmengen vorgeschlagen. Fir die Hauptschule besteht
hier die Méglichkeit, die angefiihrten Eigenschaften von (G, >, -) aus wirt-
schaftlichen Einsichten zu gewinnen. In der Preistheorie werden sie gel egent-
lich als Hauptsétze formuliert.

Fir die Schule scheint mir die Fachdiskusgon Uler ordinale undkardinale Nut-
zentheorie weniger bedeutsam zu sein. Die Fragen der ordinalen Nutzentheorie
ergeben sich hier ganz natirlich.

Dagegen bietet die mathemati sche Betrachtung der Rangordnurgen von Giter-
mengen die M &gli chkeit einer Vertiefung des Relationsbegriffs. Zwedkmaliig
ist die Verwendurg von Diagrammen zur Veranschaulichung, z.B. fur die
Gltermenge.

G = {Herd, Radio, Waschmaschine, Kiihischrank, Fernsehgerét, Biigel-
maschine, Staubsauger}

Herd Herd
Radio — St|aubsauger Kiihlschrank— Radio
Waschmaschine Fernscher — Staubsauger
Kiihlschrank Waschmaschine

Fernseher — Biigelmaschine Biigelmaschine
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Die Beispiele zegen de Mdoglichkeit zahlreicher Rangordnurgen auf der
gleichen Menge.

Vonwirtschaftlich begrindkaren Rangordnurgen sollte man dabei jedoch auch
zu mathematisch will kiirli chen Gikergehen, umVerengungen zu vermeiden. Die
von STEINER (1967 fir den Unterricht vorgeschlagene Problematik des Zu-
standekommens einer Rangordnurg durch Abstimmung in einem Haushalt mit
mehreren Mitgliedern bietet eine Mdgli chkeit zur Vertiefung.

In dem Beispiel war G eine Menge verschiedener nachgefragter Giter. In der
Praxiswird man jedoch auch haufig verschiedene Mengen eines nachgefragten
Gutes betrachten. So kann etwa 1 Tafel Schokolade 10 Bonbors vorgezogen
werden, dagegen wird man vielleicht 100Bonbors 1 Tafel Schokolade vorzie-
hen. Die verschiedenen Mengen eines nachgefragten Gutes wollen wir as
einen GroRenbereich auff asen. Dann erhélt man etwa fir einen Haushalt bei
den Grolenbereichen A4, ... A, nachgefragter Glter das Produkt

Ax . XA,

Damit werden Rangordnurgen erzeugt. Wir wollen den Sonderfall zweier
Guter A,, A, betrachten. Zum Beispiel sei

A, ={n Padkungen Kaugummi | ne Ng},
A, ={n Stangen Bonbon n| ne Ng}.

Damit konrte éne Rangordnurg so ausshen:



(IK2B) — (2K,1B)
(0K,3B) — (3K,0B)

(1K,1B)

(0K.2B) - (2K,0B)
(IK,0B) — (0K,1B)

(0k,0B)

Aber eswére auch denkbar:

(3K,0B) — (2K,1B) __ (1K,2B) _ (0K,3B)

(2K,0B) — (1K,1B) — (0K,2B)

(IK,0B) — (0K,1B)

(0k,0B)

Man kann fir beide Rangordnurgen wirtschaftliche Begriindurgen angeben,
man kann aber auch versuchen, Gesetzmafligkeiten bei den Malizahlen fest-
zustellen. Man hat dazau zunéchst die @nzenen Indiff erenzklassen zu betrach-
ten, dann wird man de unterschiedlichen Indifferenzklassen in Bezehurg

setzen. Im zweiten Beispiel gilt, da es zu jeder Klasse(mK,nB) eine Zahl
ceN, gibt, so daid gilt

(mK,nB) ={(xK,yB) | x+y=c, xy e N}

Alsor  (xK.y;B) ~ (XK,Y,B) = X; +y; =X, + Y,
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und (XK, ¥1B) > (%,K,y,B) = X+, > Xy,

Die Klassen kann man im Achsenkreuz veranschauli chen:

A

Zujedemc=0,1....liegen de Punkte auf einer Geraden mit der Gleichurg
X+y=c.

Fir die Sonderféle egibt sich:
(IK,0B) ~ (0K, 1B),

allgemein
(nK,0B) ~ (0K, nB)

fur ne N,,. Das bedeutet, dal3 man de Giter K undB a's gleichwertig betrach-
ten kann. Sicher gibt esin der Praxis treffendere Beispiele fir solche Giiter,
etwa gleiche Gliter verschiedener Hersteller.

Fir ae A und be B nennt man aund bvoll standge Sulstitute, wenn gilt:
(X3 yib) ~ (xay.b) < X +y, =X, +Y,.

FalsR," as Operatorenbereich moglich ist, erhdlt man im Achsenkreuz:
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N\

Dassind Stredken, de Teil mengen von Geraden mit den Gleichurngen x+y=c
darstellen.

In der Nutzentheorie betrachtet man als weiteren Sonderfall den Fall vollkom-
mener Komplementaritdt. Zum Beispiel sind Schrauben und Muttern im
wesentlichen in gleicher Anzahl gleichwertig, nur bei Vermehrung beider
Giiter steigt der Nutzen. Weitere Beispiele sind Auto —Réader, Fahrradrahmen
— Réder, Lampe — Birnen usw.

In diesen Féllen kann man sich klarmadhen, dal3 sich Graphen des Typs er-

1
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Man liest daran ab:
(X3 y1b) ~ (xa y,b) = X, =x, odery; =y,

undes gibt einen Punkt (X, Vo), SO da3 gilt, X, > X,, undy, > y,, i =1,2.

Meist wird zusétzli ch gefordert, daR X0 =m fir ale Indifferenz-Klasen ist.
Yo

Im Beispiel Schrauben —Muttern wére m = 1, Auto — Réder % Fahrrad —

Rader % Lampe—Birnen z. B. %

In der Wirtschaftswissenschaft werden Indiff erenz-Klassen meist als monaon
falende, konvexe Kurven angenommen. Das ist nur unter einer ganzen Reihe
von Annahmen mdglich. Wahrend dese Féle in der Wirtschaftswissenschaft
as,Normalfalle’ behandelt werden, erscheinen siemir von cer Praxis her eher
als Sonderfélle, die éne degante mathematische Behandung — insbesondere
mit infinitesimalen Werkzeugen —gestatten. In der Schule haben wir heute mit
Hilfe der Relationen undihrer Graphen de Mdglichkeit, die in der Praxis
auftretenden Probleme genauer zu erfassen, wenn wir dann auch auf manche
eleganten Methoden verzichten missen. Man kann her eine Fillevon Relatio-
nen erhalten.

Die Kopplung mit der Preistheorie egibt sich leicht mit Hilfe der Bilanz-
geraden. Glitermengen x von Gut A undy von Gut B mit den Preisen (Geld-
menge : Warenmenge) P, undP; erfordern einen Gesamtpreis p,x + Pgy.

In der Praxis verfigt der Haushalt iber einen Geldbetrag « und fragt nach
madgli chen Einkdufen der Waren A undB.

Alle Punkte in der linken Halbebene der Bil anzgeraden
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{(x]y) | pax + pgy = o}
sind mdgliche Warenkombinationen.

Kombiniert man den Graphen der Indiff erenzrelation mit der Bil anzgeraden,
dann kann man leicht feststellen, welcher Einkauf den grof¥en Nutzen bringt.
Betrachten wir dazu de este Rangordnurg des BonborKaugummi-Beispiels.

Die Preise seien p, = 0,6 DM/K; p; = 0,4 DM/B. Fiur o = 1,20ergibt sich de
Bilanzgerade

Man erkennt sofort, dal3 der Punkt (OK |3B) in dem beim Geld « = 1,20 DM
redisierbaren Kauf die hichste Praferenz besitzt. Der Kéaufer hat dabei
1,20DM zu bezalen.

In diesem Beispiel ist der gefundene Punkt eindeutig der mit der héchsten Pra-
ferenz. Stehen dagegen mehrere indiff erente Punkte hochster Préferenz zur
Verfligung, so wird man den mit dem niedrigsten Preiswéahlen. In der rechten
Figur sind z. B. die Indifferenzlinien fir zwel vollkommen substitutive Giiter
A, B eingezechnet. Die dritte Indiff erenzlinie enthélt die areichbaren Punkte
hochster Préferenz. Unter ihnenist (g,| 0) der billi gste, denner ist innerhalb des
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erreichbaren Gebietes am weitesten von der Bil anzgeraden entfernt.

Man kannin der Hauptschule diese Aufgaben graphisch [6sen und hat damit
ein typisches Optimierungsproblem der Wirtschaft behandelt.
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