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Herrn Kollegen H. Wäsche in Verehrung zum 70. Geburtstag gewidmet.

1. Einleitung

In die Darstellungen zur Analysis für die Oberstufe des Gymnasiums sind

bisher praktisch keine algebraischen Strukturbetrachtungen aufgenommen

worden. Das ist insoweit verständlich, als in der Analysis Strukturbetrachtun-

gen primär zur Topologie führen. Andererseits gibt es zahlreiche Probleme und

Aussagen, die sich auch in der Analysis  rein algebraisch formulieren und

beweisen lassen. Man denke nur an die Ableitung von ganzen rationalen Funk-

tionen, die mit Hil fe des Begriff s Derivation erfaßt werden kann (VOLLRATH

1968-69). Daneben gibt es eine Reihe von Aussagen, die im herkömmlichen

Analysisunterricht formuliert werden und ohne besondere Mühe als algebrai-

sche Strukturaussagen gefaßt werden können. Es ist das Ziel dieser Arbeit, am

Beispiel der Folgen solche Möglichkeiten aufzuzeigen. Es soll dabei deutlich

werden, wie man auf natürliche Weise zu den fundamentalen Begriffen Homo-

morphismus, Epimorphismus, Isomorphismus, Monomorphismus, Kongruenz-

relation, Restklasse und Ideal gelangen kann, so daß es möglich wird, einen

Zugang zum Homomorphiesatz für Ringe zu gewinnen. Für die ringtheoreti-

schen Begriffe siehe (V.D. WAERDEN 1964).

2. Zahlenfolgen im Unterr icht

Im klassischen Analysisunterricht spielen die Folgen eine tragende Rolle. Mit

Hil fe des Konvergenzbegriff s für Folgen werden die Begriffe Konvergenz und

Stetigkeit von Funktionen definiert. In diesen Definitionen treten bekanntlich

Generalisationen auf wie „ für jede Folge (xn)“ , die sowohl für das Verständnis

als auch von der Beweistechnik her erhebliche didaktische Schwierigkeiten
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bereiten.

Es ist versucht worden, diese Schwierigkeiten dadurch zu beseitigen, daß man

zunächst die Negationen dieser Eigenschaften definiert (GRIESEL 1968). Dann

ergibt sich an der entsprechenden Stelle die Formulierung „es gibt eine Folge

(xn)“ . Dies ist beweistechnisch einfacher zu handhaben, außerdem kommt es

der bekannten Erscheinung entgegen, daß man eine Eigenschaft besser erfaßt,

wenn man einen Fall kennt, in dem sie nicht gilt .

In einem anderen Ansatz (PICKERT 1969) ist gezeigt worden, daß man bei

einem Aufbau der Analysis den Folgenbegriff ganz umgehen kann. Allerdings

müßte dieser Vorschlag erst für die Schule aufbereitet und in der Praxis erprobt

werden.

Es soll hier nicht untersucht werden, inwieweit es sinnvoll i st, dem Folgenbe-

griff seine zentrale Stellung zu lassen. Von drei Aspekten her erscheint es mir

aber notwendig zu sein, nach wie vor die Folgen im Unterricht zu behandeln.

1. In der praktischen Mathematik spielen die Folgen bei Iterationen

eine grundlegende Rolle. Man denke nur an die auch für die Schule

wichtige Approximation von   durch  In Ver-2 xn � 1
� 1

2
(xn

� 2
xn

).

bindung mit einem Kleincomputer ergibt sich so ein ganz natürlicher

Zugang zum Folgenbegriff , bei dem die Betrachtung der Glieder im

Vordergrund steht.

2. Vom modernen Funktionsbegriff her werden die Folgen als Sonder-

fälle betrachtet. Sie vertiefen damit den Funktionsbegriff und verhin-

dern Verengungen.

3. Betrachtet man Folgen als selbständige Gegenstände, dann ergibt

sich wegen der großen Variationsbreite eine ausgezeichnete Möglich-

keit für Strukturbetrachtungen auf der Oberstufe. Wenn man z.B. aus

der Konvergenz von (an) und (bn) auf die von (an + bn) und (an · bn)

schließt, so läßt sich das strukturell gleichwertig ausdrücken. Man
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gewinnt dabei jedoch eine durchsichtigere Formulierung, erkennt

leichter verwandte Aussagen und erhält neben der klassischen prakti-

schen Motivation eine strukturelle.

Im Mittelpunkt dieser Arbeit sollen Strukturbetrachtungen über reelle Zahlen-

folgen stehen. Dabei soll deutlich werden, wie sich klassische Sätze als Struk-

turaussagen deuten und an welchen Stellen sich Vertiefungen ansetzen lassen,

die zu allgemeineren Strukturbetrachtungen führen können.

3. Der Ring der reellen Zahlenfolgen

Wir legen unseren Überlegungen reelle Zahlenfolgen zugrunde:

(an): n �  an 
�
 n �  , an � .

In der Schule ist es üblich, z.B. bei den Grenzwertsätzen, zu zwei Folgen (an)

und (bn) die Folge (an + bn) zu betrachten. Man erreicht damit, daß man z.B.

das Konvergenzverhalten einer Folge aus dem Konvergenzverhalten einfache-

rer Folgentypen erschließt. Das Prinzip wird deutlicher, wenn man für Folgen

Verknüpfungen definiert, so daß man die Möglichkeit erhält, Terme von Funk-

tionen zu bilden. Man definiert als Addition

(an) + (bn) = def (an + bn)

Man weist leicht nach daß damit tatsächlich eine Verknüpfung in der Menge F

der reellen Zahlenfolgen gegeben ist.

Analog definiert man

(an) � (bn) = def (an �  bn)

(F, + , � ) ist eine algebraische Struktur mit zwei Verknüpfungen. Unmittelbar

aus den entsprechenden Eigenschaften von ( , +, � ) ergibt sich die Gültigkeit

der Assoziativ- und Kommutativgesetze und des Distributivgesetzes.

Neutrale Elemente sind
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0̃: n � 0 � n 	 

für die Addition und

1̃: n � 1 � n 
 

bezüglich der Multiplikation. Bezüglich der Addition existiert zu jeder Folge

(an) die inverse Folge (– an), also 

– (an) = (– an).

Bezüglich der Multiplikation ist das nicht der Fall , denn es gibt Nullteiler. Z.B.

gilt

(0, 1, 0, 1, 0,...) · (1, 0, 1, 0, 1,...) = (0, 0, 0, 0, 0...) = ,0̃

aber

(0, l, 0, 1, 0,...) �   �  (l, 0, 1, 0, 1,...).0̃

(F, +, �  ) ist also ein kommutativer Ring mit 1-Element und mit Nullteilern. In

der Schule wird man besonders auf die Existenz von Nullteilern hinweisen,

denn erfahrungsgemäß neigen die Schüler dazu, die Nullteilerfreiheit eines be-

stimmten Ringes als etwas Selbstverständliches hinzunehmen. Gleichzeitig

sollte den Schülern klar werden, daß kein Körper vorliegen kann, sobald Null -

teiler vorhanden sind.

Die Schreibweise  und   wird gewählt, um einerseits die Beziehung zu 00̃ 1̃

und 1 sichtbar werden zu lassen, gleichzeitig aber darauf hinzuweisen, daß sie

von diesen reellen Zahlen verschieden sind. Mit dem gleichen Recht könnte

man dann auch für + und �  entsprechende neue Bezeichnungen verlangen.

Andererseits scheint mir hier die Gefahr einer Verwechslung nicht so groß zu

sein, deshalb will i ch darauf verzichten.

Die Verknüpfungsdefinitionen werden durch einfache Übertragungen der Ver-

knüpfungen von Folgengliedern auf die Folgen in naheliegender Weise ge-

wonnen. Andererseits sollte aber auch die Will kür solcher Definitionen deut-
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lich werden. Man denke nur an die Verkettung von Folgen, die für Teilbereiche

eine Verknüpfung liefert, oder an die „Polynommultiplikation“ , die im Bereich

der Folgen, die von einer bestimmten Stelle an nur noch Nullen als Glieder

besitzen, definiert werden kann:

(a1, a2,..., am, 0, 0, ...,) (b1, b2,..., bn, 0, 0, ...) 

= def (a1b1, a1b2 + a2b1, ...)

4. Teilmengen von F

In der unüberschaubaren Fülle von Teilmengen von F haben einige für die

Analysis besondere Bedeutung gewonnen. Sie sollen im folgenden unseren

Strukturbetrachtungen zugrunde gelegt werden.

Dazu werden als Bezeichnungen eingeführt:

Fr  = { (an) �  an �   } rationale,

Fc = { (an) �  an = a �  } konstante,

Fa = { (an) �  an = na + b, a,b, �  }  arithmetische,

Fg = { (an) �  an = a · bn, a, b, �  � } geometrische,

Fk = { (an) �  lim an = a �  } konvergente,

FN = { (an) �  lim an = 0} Nullfolgen, 

Fb = { (an) �  � an �  �  c �  } beschränkte, 

Fmw = { (an) � an �  an+1}  monoton wachsende, 

Fmf = { (an) � an �  an+1}  monoton fallende,

 schließlich abbrechende,Fsa � � (an) � �
no

�
n � no

an � 0  
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 schließlich konstante,Fsc ! " (an) # $
no

%
n & no

an ' 1 ! an(

 Cauchy-Folgen,FC ! " (an) # %
) >0

*
no

+
n

,
an - no . ano / < 0 1

Fkr = { (an) 2  lim an = a 3  }  konvergente Folgen mit rationalem

Grenzwert

Mit Hil fe der Teilmengenrelation kann man nun auf Grund von bekannten

Sätzen der Analysis die logischen Zusammenhänge zwischen den Folgeneigen-

schaften übersichtlich darstellen.

Betrachten wir etwa den Satz:

Jede konvergente Folge ist beschränkt.

Das besagt in der Mengensprache 

Fk 4  Fb.

Durch ein Gegenbeispiel wird dann gezeigt, daß nicht jede beschränkte Folge

konvergent ist. Das Ergebnis läßt sich mit Hil fe der Teilmengenrelation kurz

formulieren:

Fk 5  Fb.

Ein solcher Satz kann die Suche nach weiteren Zusammenhängen motivieren.

In jedem Fall schaff t die Mengensprechweise die Möglichkeit, nach einzelnen

Betrachtungen dieser Art jeweils einen zusammenfassenden Überblick zu

geben. Dabei kann man folgendes Diagramm erhalten:
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Daraus lassen sich bekannte Sätze der Analysis ohne Mühe ablesen. Darüber

hinaus kann man Sätze veranschaulichen wie:

Jede monoton wachsende und beschränkte Folge ist konvergent.

Auch hier läßt sich leicht zeigen, daß die Umkehrung nicht gilt . Man erhält

also:

Fmw 6  Fb 7  Fk.

Es ergeben sich auch Mengengleichheiten, etwa 

Fmw 6  Fmf  = Fc.

Bekanntlich macht diese Beziehung den Schülern in der üblichen Sprache der

Folgen Schwierigkeiten; in dieser Sprechweise ist sie vielleicht eher zu durch-

schauen. Gleichzeitig kann man eine solche Beziehung dazu verwenden um die

Bedeutung des Durchschnitts als größte Teilmenge zweier Mengen für die

Teilmengenrelation hervorzuheben. Dazu weitere Beispiele;

Fa 6  Fg = Fc,  Fsc  6  FN  = Fsa,  Fc 6  Fsa = { } .0̃

Das Cauchy-Konvergenzkriterium besagt in dieser Terminologie 

FC = Fk.
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Auch jede rationale Zahlenfolge mit rationalem Grenzwert ist zugleich Cauchy-

Folge, die Umkehrung gilt jedoch nicht, d.h.

Fr 8  Fkr 9  Fr 8  FC

Eine weitere Überlegung ergibt 

Fr 8  FC  = Fr 8  Fk.

In diesem Zusammenhang sollte man nicht versäumen, die Vollständigkeits-

eigenschaften von  hervorzuheben, was sich mit Hil fe dieser Terminologie

sehr durchsichtig machen läßt.

5. Abgeschlossenheit

Grundlegend für die Erfassung des algebraischen Strukturbegriff s ist das Ver-

ständnis für die Forderung der Abgeschlossenheit. Die oben betrachteten Teil -

mengen sind keineswegs alle abgeschlossen gegenüber den beiden eingeführten

Verknüpfungen. Insbesondere im Hinblick auf die Vorbereitung des Begriff s

„Teil ring“  ist diese Erkenntnis wichtig. Andererseits scheint es mir wesentlich

zu sein, daß den Schülern deutlich wird, daß den Strukturgesetzen wesentliche

Eigenschaften der verknüpften Gegenstände zugrunde liegen. Gerade bei den

Folgen drückt sich das in klassischen Sätzen aus wie z.B.:

Sind (an) und (bn) Nullfolgen, so ist auch (an + bn) eine Nullfolge.

Für die angegebenen Teilmengen gibt die Tabelle eine Übersicht über Abge-

schlossenheit gegenüber den Verknüpfungen.

F Fr Fc Fa Fg Fk FN Fb Fmw Fmf Fsa Fsc Fkr { }0̃

+ : : : : : : : : : : : : :
· : : : : : : : : : : :
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Die große Fülle von Beispielen zeigt, daß hier die Schüler ein reiches

Betätigungsfeld haben. Man kann das Übungsmaterial mühelos sinnvoll ver-

mehren, wenn man Durchschnitte und Vereinigungen der aufgeführten Teil -

mengen in die Überlegungen einbezieht. Damit ergibt sich die Möglichkeit, den

Satz herauszuarbeiten:

Sind zwei Teilmengen eines Verknüpfungsgebildes abgeschlossen

gegenüber einer Verknüpfung, so ist es auch ihr Durchschnitt.

Gleichzeitig kann deutlich werden, daß ein entsprechender Satz für die Ver-

einigung nicht gilt .

6. Teil r inge

Mit dem Begriff der Abgeschlossenheit ist es leicht möglich, den Begriff des

Teil rings zu erarbeiten. Man muß nur zusätzlich fordern, daß das Neutrale

bezüglich der Addition und zu jedem Element das additive Inverse in der Teil -

menge existiert. Teil ringe sind

F,   Fr,   Fc ,  Fk,  FN ,  Fb , Fsa ,  Fsc , Fkr ,  { }0̃

Dies Ergebnis könnte im Hinblick auf die Tabelle für die Abgeschlossenheit

zum Fehlschluß verleiten, daß bei Abgeschlossenheit bereits Teil ringe vorlie-

gen müssen. Das kann mit der Menge der monoton wachsenden Folgen mit

positiven Gliedern leicht widerlegt werden.

Als einfacher Satz über Ringe läßt sich finden:

Eine nicht leere Teilmenge M eines Ringes R ist genau dann Teil ring

von R, wenn gilt

Aus a, b ;  M  folgt  a + (– b) ;  M,                                          (1)

aus a, b ;  M folgt a · b ;  M.                                                    (2)

Dieser Satz ist motiviert durch die Suche nach einem möglichst einfachen
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Kriterium für die Teil ringeigenschaft. Die Bedeutung liegt in der Forderung

(1), in der die oben aufgeführten drei Existenzforderungen zusammengefaßt

sind. Auch für die Teil ringrelation wird man ein Hasse-Diagramm anlegen, um

]n einem Vergleich mit dem Teilmengendiagramm die beiden Eigenschaften

voneinander abzuheben.

Fc gestattet die Illustration eines grundlegenden algebraischen Prozesses, näm-

lich der Konstruktion eines Erweiterungsbereichs zu einem gegebenen.

Man kann der reellen Zahl a die Folge (a) zuordnen. Diese Zuordnung ist um-

kehrbar und verträglich mit den Verknüpfungen. Denn sei f: a <  (a), dann folgt

aus f(a) = f(b) die Gleichheit (a) = (b). Das bedeutet aber a = b. Weiter gilt

f(a) + f(b) = (a) + (b) = (a+b) =f(a+b) 

und

f(a) · f(b) = (a) · (b) = (a · b) = f(a · b).

Also ist f ein Isomorphismus von  nach Fc. Man kann den Sachverhalt aber

auch so ausdrücken, daß es eine injektive verknüpfungstreue Abbildung von 

nach F gibt. Eine solche Abbildung heißt Momomorphismus. Man spricht in

diesem Fall von einem Erweiterungsbereich F von , denn man kann  in F
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isomorph einbetten.

Deswegen ist es sinnvoll , 1 bzw. 0 für  bzw.  zu schreiben und a für (a), so1̃ 0̃

daß z.B. a· (an) bedeutet (a)· (an) = (a· an). Didaktisch sollte man diese Mög-

lichkeit einer Erweiterungskonstruktion nicht unterschätzen; denn einerseits

sind Erweiterungskonstruktionen ein grundlegendes mathematisches Verfah-

ren, andererseits wirken alle Versuche, diese Methode bereits in Unter- oder

Mittelstufe an den üblichen Zahlbereichserweiterungen vorzuführen, bisher

recht unbefriedigend. In dieser Stufe ist es jedoch damit möglich, die Kon-

struktion des Erweiterungsbereichs (F, +, · ) von ( , +, · ) und ihre Bedeutung

klarzumachen.

7. Ideale

Durch die bisherigen Betrachtungen sind Sätze wie der folgende noch nicht

erfaßt:

Ist (an) eine Nullfolge und (bn) eine beschränkte Zahlenfolge, so ist

auch (an· bn) Nullfolge.

Wir haben bereits erkannt, daß FN  Teil ring von Fb ist. Hier ist aber eine Eigen-

schaft angesprochen, die darüber hinausgeht. Sie kann unmittelbar auf den

Begriff des Ideals führen.

Ein Teil ring I von R heißt Ideal von R, wenn

aus a =  I , x =  R folgt ax =  I und xa =  I.

Also ist FN ein Ideal von Fb. Trivialerweise ist Fk Ideal von Fk, dagegen ist Fk

nicht Ideal von F. Das macht deutli ch, daß man den Bezugsring nennen muß.

Die Tabelle gibt an, bezüglich welcher Oberringe der jeweili ge Ring Ideal ist:
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F Fr Fc Fk FN Fb Fsa Fsc Fkr { 0}

F Fr Fc Fk FN Fb Fsa Fsc Fkr alle

Fkr FN Teil-

Fk Fkr ringe

Fb Fsc

Fk

Fb

F

Auch hier wird deutlich, daß der zentrale Begriff des Ideals durch eine Fülle

von Beispielen belegt werden kann, bei denen jeweils die Idealeigenschaft

einen wichtigen Sachverhalt über Folgen ausdrückt. Mit Hil fe von

Durchschnittsbildungen kann man den Katalog beliebig erweitern.

8. Homomorphismen

Der grundlegende Prozeß der Grenzwertbildung kann in seinen algebraischen

Aspekten durchleuchtet werden mit Hil fe des Begriffes Homomorphismus. Ein

Homomorphismus i st eine verknüpfungstreue Abbil dung. Ist der

Homomorphismus surjektiv, so hat man einen Epimorphismus. Die Abbildung

l, die jeder konvergenten Zahlenfolge ihren Grenzwert zuordnet, ist ein Epi-

morphismus von Fk nach .

Denn

l: (an) >   lim an ?  (an) @  Fk

ist verknüpfungstreu, was sich mit Hil fe der Grenzwertsätze ergibt:

l((an) + (bn)) = l((an + bn)) = lim (an + bn) = lim an + lim bn =l((an)) + l((bn)),
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l((an)(bn)) = l((anbn)) = lim (anbn) = (lim an)(lim bn) = l((an))l((bn)).

l bildet Fk surjektiv nach  ab, denn jede reelle Zahl ist Grenzwert einer Folge.

l ist nicht umkehrbar, denn es gibt verschiedene Folgen mit gleichem Grenz-

wert.

Bei der Betrachtung des Grenzwertprozesses mit Hil fe von Abbildungen wird

deutlich, daß es notwendig ist zu untersuchen, ob zu jeder konvergenten Folge

auch wirklich nur ein Grenzwert existiert. Die Schüler fassen diese Untersu-

chung sonst leicht als mathematische Spitzfindigkeit auf.

9. Kl asseneinteilungen durch Epimorphismen

Die bisherigen Untersuchungen haben gezeigt, daß ein gewisser Typ von Sät-

zen durch die algebraischen Betrachtungen adäquat analysiert und dargestellt

werden kann. Damit war es möglich, ausgehend von grundlegenden Folgen-

eigenschaften, wichtige algebraische Strukturbegriffe herauszuarbeiten. Dar-

über hinaus bat man sich einen Beispielapparat geschaffen, der weiterführende

Betrachtungen gestattet.

Knüpft man etwa an die Limesabbildung an, so kann die Einsicht, daß diese

Abbildung nicht bijektiv ist, zu einem Klassenbildungsprozeß führen.

Faßt man nämlich konvergente Folgen mit dem gleichen Grenzwert zu Teil -

mengen zusammen, so ergibt sich eine Klasseneinteilung von Fk.

Jede konvergente Folge liegt in genau einer Klasse, denn sie hat genau einen

Grenzwert.

Wir wollen die Klasse, in der (an) li egt, mit  bezeichnen. Die Menge der(an)

Klassen sei . In  kann man Verknüpfungen definieren durch:F Ak F Ak
(an) B (bn) C

def
(an B bn)

(an) D (bn) C
def

(an D bn)
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Daß das Verknüpfungen sind, ergibt sich wieder aus den Grenzwertsätzen.

( ,+, ·) ist sogar ein Körper. Der Grund dafür liegt darin, daß die AbbildungF Ek

f: (an F bn) G lim an

ein Isomorphismus von  nach  ist.F Ek
Schließlich ist noch ein weiterer Epimorphismus gegeben durch

g: (an) G (an) H (an) I Fk.

Die Abbildung l ist somit darstellbar als Verkettung der Abbildungen g und f,

was wir in folgendem kommutativen Diagramm veranschaulichen:

Daraus läßt sich allgemein für Ringe das Ergebnis gewinnen, daß jeder Epi-

morphismus als Verkettung eines Epimorphismus mit einem Isomorphismus

dargestellt werden kann.

10. Kongruenzrelationen

Jede Klasseneinteilung liefert eine Äquivalenzrelation, wenn man zwei Ele-

mente als äquivalent bezeichnet, sobald sie in der gleichen Klasse liegen. Gilt

darüber hinaus noch für äquivalente Elemente a und b, daß a + c äquivalent

b + c, ac äquivalent bc (und ca äquivalent cb) ist (Verträglichkeit), so spricht

man von einer Kongruenzrelation. In unserem Beispiel ist in Fk eine

Kongruenzrelation r gegeben durch



15

(an) r (bn) J
def

l((an)) K l((bn)).

Allgemein läßt sich bei einem Ringepimorphismus eine solche Kongruenzrela-

tion gewinnen. Und umgekehrt liefert jede Kongruenzrelation in einem Ring

einen Epimorphismus des Ringes auf den Ring der Äquivalenzklassen. Man

bezeichnet ihn als den natürlichen Epimorphismus bezüglich der Kongruenzre-

lation r. Die Äquivalenzklassen werden Restklassen genannt. Der Restklassen-

ring läßt sich durch die Kongruenzrelation r des Ringes R charakterisieren.

Man schreibt deshalb für ihn R L  r. In unserem Beispiel gilt also

 = Fk L  r.F Mk
Für die Klasse des Elements a bei einer Kongruenzrelation r schreibt man [a]r.

Aus der Analysis weiß man daß zwei konvergente Folgen genau dann den

gleichen Grenzwert haben wenn ihre Differenz eine Null folge ist. Also haben

wir

(an) r (bn) J (an) N (bn) O FN.

Man kann also die Kongruenzrelation auch definieren mit Hil fe des Ideals FN

von Fk. Allgemein kann man für jedes Ideal I eines Ringes R eine Kongruenz-

relation r gewinnen durch

a r b J
def

a N b O I.

Umgekehrt definiert jede Kongruenzrelation r ein Ideal. Es ist wegen x r0 J   x

O  I gerade gleich der Klasse, in der die 0 liegt. Den mit Hil fe des Ideals I von

R erzeugten Restklassenring bezeichnet man mit R L I.
Damit gilt für unser Beispiel

 = Fk L  FN.F Mk
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Wir können auch die Beziehung zum Epimorphismus l herstellen. FN besteht

aus allen Elementen von Fk, die auf die 0 abgebildet werden.

Allgemein bezeichnet man bei einem Epimorphismus P  eines Ringes R auf

einen Ring R' die Menge der Elemente, die auf die 0 von R' abgebildet werden,

als den Kern des Epimorphismus. Man definiert

Ker P  ={ x Q x R  R, P (x) = 0} .

Der Kern ist stets ein Ideal.

In unserem Fall haben wir  = Fk|Ker l.F Sk

11. Nebenklassen eines Ideals

Sei (xn) ein Element von [(an)] FN. Dann existiert eine Folge (yn) aus FN mit 

(xn) = (an) + (yn).

Man erhält also die Elemente der Restklasse, wenn (yn) alle Elemente von FN

durchläuft. Man schreibt

(an) T FN U
def

V
(an) T (yn) Q (yn) R FN W .

Allgemein bezeichnet man bei einem Ideal I eines Ringes die Menge 

a T I U
def

V
a T x Q x R I W .

für a R  R als Nebenklasse des Ideals I. Es gilt  [a]I = a + I.

Damit erhalten wir in unserem Fall

F Sk U V
(an) T FN Q (an) R Fk W .
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In unserem Beispiel gilt darüber hinaus

(an) + FN = (lim an) + ((an)) – (lim an)) + FN

         = (lim an) + ((an  – lim an)) + FN  = (lim an) + FN,

da gilt (an – lim an) X  FN.

Dieses Ergebnis zeigt, daß man alle konvergenten Folgen bereits im wesent-

lichen kennt, wenn man die Null folgen kennt.

12. Homomorphiesatz

In den Abschnitten 9 bis 11 haben wir jeweils Vertiefungsmöglichkeiten

kennengelernt, die isoliert voneinander angegangen werden können. Man kann

sie miteinander verbinden, indem man sie im Homomorphiesatz für Ringe zu-

sammenfaßt:

Jeder Homomorphismus Y  eines Ringes R nach einem Ring R' läßt

sich zerlegen in ein Produkt aus einem Epimorphismus Z  von R nach

R [  Ker \   und einem Honomorphismus ]  von R ^  Ker _   nach R'. Zu

jedem Ideal I von R gehört ein Epimorphismus von R nach dem Rest-

klassenring r ^ I .

Die angeführten Beispiele eröffnen auf der Oberstufe einen Zugang zum

Homomorphiesatz, der sich unmittelbar an Ergebnissen aus der Analysis der

Folgen gewinnen läßt. Alle aufgeführten Begriffe der Ringtheorie lassen sich

als „Übersetzungen“ grundlegender Sachverhalte verstehen. Sie können damit
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durch die algebraischen Strukturbetrachtungen das Verständnis vertiefen und

früher behandelte Fragen aufgreifen und weiterführen. Die Betrachtung von

Abbildungsgruppen in der Geometrie kann zum Homomorphiesatz für Grup-

pen führen. Dazu gibt es didaktische Überlegungen in (KIRSCH 1965). Aus dem

Homomorphicsatz für Ringe ergibt sich unmittelbar der für Moduln als Sonder-

fall .

Ähnlich übersichtliche Verhältnisse wie bei Fk ` FN liegen bei Fsc ` Fsa vor. Dieser

Restklassenring ist ebenfalls isomorph zu a . An diesem Beispiel können die

Schüler selbständig die wesentlichen Schritte wiederholen.

Fk b  Fr ` FN b  r  ist isomorph zu a . Damit kann das bekannte Konstruktions-

verfahren von a  aus Q mit Hil fe von Cauchy-Folgen erläutert werden.

F ` Fsa ist näher von LAUGWITZ in der von ihm entwickelten Omega-Analysis

untersucht worden (LAUGWITZ 1959). Es handelt sich dabei um ein besonders

einfach zu handhabendes Modell einer Non-Standard Analysis. Wesentliche

Gedanken der Omega-Analysis können aber auch bereits in F dargestellt wer-

den (VOLLRATH 1968) und sind damit vielleicht schon Schülern zugänglich.

Die hier dargestellten Überlegungen können in der Betrachtung des Ringes der

reellen Funktionen fortgesetzt werden (GILLMAN, JERISON 1968, WÄSCHE

1972). Sie verallgemeinern die hier erzielten Ergebnisse für reelle Folgen (die

ja spezielle reelle Funktionen sind). Andererseits sollte man nicht versäumen,

die Grenzen der algebraischen Methode aufzuzeigen. Daß  eine Null folge( 1
n

)

ist, muß mit den Methoden der Analysis gezeigt werden (Epsilontik!).
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