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1. Einleitung

In die Darstellungen zur Analysis fir die Oberstufe des Gymnasiums snd
bisher praktisch keine dgebraischen Strukturbetrachtungen aufgenommen
worden. Dasist insoweit verstandich, alsin der Analysis Strukturbetrachtun-
gen primér zur Topdogiefihren. Andererseits gibt es zahlreiche Problemeund
Aussagen, die sich auch in der Analysis rein algebraisch formulieren urd
beweisen lassen. Man denke nur an die Ableitung von ganzen rationalen Funk-
tionen, die mit Hilfe des Begriffs Derivation erfaldt werden kann (VOLLRATH
196869). Daneben gibt es eine Reihe von Aussagen, de im herkdmmlichen
Anaysisunterricht formuliert werden und ohie besondere Miihe ds algebrai-
sche Strukturaussagen gefaldt werden konren. Esist das Ziel dieser Arbeit, am
Beispid der Folgen solche M &gli chkeiten aufzuzegen. Es ll dabei deutlich
werden, wie man auf natiirliche Wase a1 den fundamentalen Begriff en Homo-
morphismus, Epi morphismus, |somorphismus, Monamorphismus, Kongruenz-
relation, Restklasse und Ided gelangen kann, so dal3 es méglich wird, einen
Zugang zum Homomorphiesatz fir Ringe au gewinnen. Fur die ringtheoreti-
schen Begriffe siehe (v.D. WAERDEN 1964).

2. Zahlenfolgen im Unterricht

Im klasgschen Analysisunterricht spielen die Folgen eine tragende Rolle. Mit
Hilfe des Konvergenzbegriff sfir Folgen werden de Begriff e Konvergenz und
Stetigkeit von Funktionen definiert. In diesen Definitionen treten bekanntlich
Generdlisationen auf wie ,, fir jede Folge (x,), die sowohl fir das Versténdnis
als auch von der Beweistechnik her erhebliche didaktische Schwierigkeiten



bereiten.

Esist versucht worden, dese Schwierigkeiten dadurch zu beseitigen, dald man
zunachst die Negationen deser Eigenschaften definiert (GRIESEL 1969. Dann
ergibt sich an der entsprechenden Stell e die Formulierung ,, es gibt eine Folge
(x)". Diesist beweistechnisch einfacher zu handhaben, aulferdem kommt es
der bekannten Erscheinung entgegen, dal’ man eine Eigenschaft besser erfalit,
wenn man einen Fall kennt, in dem sie nicht gilt.

In einem anderen Ansatz (PICKERT 1969 ist gezegt worden, dal3 man bei
einem Aufbau der Analysis den Folgenbegriff ganz umgehen kann. Allerdings
miif¥e dieser Vorschlag erst fir die Schule aufbereitet undin der Praxiserprobt
werden.

Es 2l hier nicht untersucht werden, inwieweit es snnvoll i st, dem Folgenbe-
griff seine zantrale Stellung zu lassen. Von drel Aspekten her erscheint es mir
aber notwendig zu sein, nach wie vor die Folgen im Unterricht zu behandeln.

1. In der praktischen Mathematik spielen de Folgen bei Iterationen

eine grundegende Rolle. Man denke nur an de auch fur die Schule

wichtige Approximationvon /2 duch x_ ., = %(xn + 3). InVer-
Xn

bindurg mit einem Kleincomputer ergibt sich so ein ganz nattirlicher

Zugang zum Folgenbegriff, bei dem die Betrachtung der Glieder im

Vordergrund steht.

2.Vom nodernen Funktionsbegriff her werden de Folgen als Sonder-
falle betrachtet. Sie vertiefen damit den Funktionsbegriff undverhin-
dern Verengungen.

3. Betrachtet man Folgen als slbstandige Gegensténde, dann ergibt
sichwegen der grol¥en Variationsbreite éne aisgezechnete M églich-
keit flr Strukturbetrachtungen auf der Oberstufe. Wennman z.B. aus
der Konvergenz von (a,) und(b,) auf die von (a,+ b,) und(a,- b,)
schliefd, so |&’t sich das grukturell gleichwertig ausdriicken. Man



3

gewinnt dabel jedoch eine durchsichtigere Formulierung, erkennt
leichter verwandte Aussagen underhélt neben der klasgschen prakti-
schen Motivation eine strukturelle.

Im Mittel purkt dieser Arbeit sollen Strukturbetrachtungen tber redle Zahlen-
folgen stehen. Dabei soll deutlich werden, wie sich klasdsche Sétze ds Struk-
turaussagen deuten undan welchen Stell en sich Vertiefungen ansetzen lasen,
die au allgemeineren Strukturbetrachtungen fihren kénren.

3. Der Ring der redlen Zahlenfolgen

Wir legen urseren Uberlegungen redl e Zahlenfolgen zugrunde:

(@) n-a,|neN,a,eR.

In der Schuleist esblich, z.B. bei den Grenzwertsétzen, zu zwei Folgen (a,)
und (b,) die Folge (a, + b,) zu betrachten. Man erreicht damit, dal® man z.B.
das Konvergenzverhalten einer Folge aus dem Konvergenzverhalten einfache-
rer Folgentypen erschlief3t. Das Prinzip wird deutlicher, wenn man fir Folgen
Verknipfungen definiert, so dal3 man de Mdgli chkeit erhdlt, Termevon Funk-
tionen zu bilden. Man definiert als Addition

(a) * (b)) = g« (@, + )

Man weist leicht nach dal3 damit tatséchlich eine Verknipfungin der Menge F
der redlen Zahlenfolgen gegeben ist.

Anaog definiert man
(@) (by) = g (@ * by)

(F, +, *) ist eine dgebraische Struktur mit zwel Verknipfungen. Unmittel bar
aus den entsprechenden Eigenschaften von (R, +, -) ergibt sich die Gilti gkeit
der Asziativ- und Kommutativgesetze und des Distributivgesetzes.

Neutrale Elemente sind



0: n-0neN
fur die Addition und
. n-1neN

beziglich der Multiplikation. Beziglich der Addition existiert zu jeder Folge
(a,) dieinverse Folge (—a,), also

—(a) =(-2ay).
Beziglich der Multiplikationist das nicht der Fall, dennesgibt Nullteiler. Z.B.
gilt
(0,1,0,1,0,).-(1,0,1,0,1,)=(0,0,0,0,0.).= 0,

(0,1,0,1,0,.# 0 # (I, 0, 1,0, 1,).

(F, +, -) ist a'so ein kommutativer Ring mit 1-Element und mit Nullteilern. In
der Schule wird man besonders auf die Existenz von Nulltellern hinweisen,
dennerfahrungsgemald reigen die Schiller dazu, de Nulltell erfreiheit eines be-
stimmten Ringes als etwas Selbstverstandiches hinzunehmen. Gleichzetig
sollte den Schillern klar werden, dal3 kein Korper vorliegen kann, sobald Null -
teiler vorhanden sind.

Die Schreibweise 0 und 1 wird gewahlt, um einerseits die Bezehung zu 0
und 1 sichtbar werden zu lasen, gleichzetig aber darauf hinzuweisen, dal sie
von diesen redlen Zahlen verschieden sind. Mit dem gleichen Redht kbnrte
man dann auch fur + und - entsprechende neue Bezachnurgen verlangen.
Andererseits heint mir hier die Gefahr einer Verwedslung nicht so grof3zu
sein, deshalb will i ch darauf verzichten.

DieV erkniipfungsdefinitionen werden duch einfache Ubertragungen der Ver-
knUpfungen von Folgengliedern auf die Folgen in naheliegender Weise ge-
wonren. Andererseits llte éer auch de Wil kiir solcher Definitionen deut-
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lichwerden. Man denkenur an deVerkettung von Folgen, defur Teil bereiche
eineVerknupfung liefert, oder an de,, Polynommultiplikation®, dieim Bereich
der Folgen, de von einer bestimmten Stelle an nur noch Nullen als Glieder
besitzen, definiert werden kann:

(&, a,....,a,, 0,0, ..) (b, b,....b, 0,0, .)

= g (4by, aib, + a0y, ..)

4. Teilmengen von F

In der untikerschaubaren Fiille von Teillmengen von F haben einige fir die
Analysis besondere Bedeutung gewonren. Sie sollen im folgenden urseren
Strukturbetrachtungen zugrunde gelegt werden.

Dazu werden als Bezachnurgen eingefuhrt:
F.={(a)| a,e Q} rationdle,
F.={(a)| a,=ae R} konstante,
F.={(a)| a,=na+h, a,b e R} arithmetische,
F,={(a)| a,=a- 1, a, h e R} geometrische,
F.={(a)| lima,= aeR} konvergente,
Fv={(a)| lima, =0} Nullfolgen,
F,={(ay))]| |a,| < ceR} beschrankte,
Fow ={(@)]a, < a,,,} monaonwachsende,
F.={(a)|a, > a,..} monaonfallende,
F.=1@)V A a, =0} schiieRich ablrechende,

n, nh>ng
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F. = @)V A a,., =a} schlieflich konstante,

n, n=ng

Fe = {@)IA V Ala,., - a,|< el Cauhy-Folgen,

e0 n, n

Fe = {(a)] lima, = a e Q} kornvergente Folgen mit rationdem
Grenzwert

Mit Hilfe der Teilmengenrelation kann man nunauf Grund von kekannten
Sétzen der Analysisdielogischen Zusammenhénge zwischen den Folgeneigen-
schaften Gbersichtlich darstellen.

Betrachten wir etwa den Satz:

Jede konvergente Folge ist beschrénkt.
Das besagt in der Mengensprache

F.cF.

Durch ein Gegenbeispiel wird dann gezegt, dal? richt jede beschrénkte Folge
konvergent ist. Das Ergebnis 183t sich mit Hilfe der Teil mengenrelation kurz
formulieren:

Foeky

Ein solcher Satz kann de Suche nach weiteren Zusammenhéngen motivieren.
In jedem Fall schafft die Mengensprechweise die M oglichkeit, nach einzelnen
Betrachtungen dieser Art jeweils einen zusammenfassenden Uberblick zu
geben. Dabel kann man folgendes Diagramm erhalten:



F
|
b
|
k.
& Fa Fg fow  For ’LL‘\ ,I: kr
N
\\\Fc \ EN
{6} / sa

Daraus lassen sich bekannte Sétze der Analysis ohre Miihe alesen. Darliber
hinaus kann man Sé&ze veranschaulichen wie:

Jeade monaon wachsende und teschrénkte Folgeist konvergent.

Auch hier |81} sich leicht zeigen, dal3 de Umkehrung nicht gilt. Man erhalt
also:

an N Fb c Fk'
Es ergeben sich auch Mengengleichheiten, etwa
Fow N Fo = Fe

Bekanntlich madt diese Beziehung den Schillern in der Gibli chen Sprache der
Folgen Schwierigkeiten; in deser Sprechweiseist sievielleicht eher zu durch-
schauen. Gleichzeitig kannman eine solche Bezaehung dazu verwenden umdie
Bedeutung des Durchschnitts als grofte Teillmenge aveier Mengen flr die
Teilmengenrelation hervorzuheben. Dazu weitere Beispiele;

F.nF,=F, Fx nFy =Fg, F.nF,={0}.

Das Cauchy-Konvergenzkriterium besagt in deser Terminologie
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Auch jederationale Zahlenfolge mit rationalem Grenzwert ist zugleich Cauchy-
Folge, die Umkehrung git jedoch nicht, d.h.

Fnk,cFnke
Eine weitere Uberlegung ergibt
FnFc=FnF.

In diesem Zusammenhang sollte man nicht versaumen, de Voll standigkeits-
eigenschaften von R hervorzuheben, was sch mit Hilfe dieser Termindlogie
sehr durchsichtig machen |&03t.

5. Abgeschlossenheit

Grundegendfur die Erfassung des a gebrai schen Strukturbegriffsist das Ver-
sténdnisfir die Forderung der Abgeschlossenheit. Die oben betrachteten Tell -
mengen sindkeineswegsall e abgeschlossen gegentiber den beiden eingefiihrten
Verknupgfungen. Insbesondere im Hinblick auf die Vorbereitung des Begriffs
» 1elring” ist diese Erkenntniswichtig. Andererseits scheint es mir wesentlich
Zu sein, dald cen Schillern deutlich wird, dal3 den Strukturgesetzen wesentli che
Eigenschaften der verknipften Gegenstande augrunde liegen. Gerade bei den
Folgen driickt sich dasin klasgschen Sétzen auswie zB.:

Snd (a,) und(b,) Nullfolgen, soist auch (a, + b,) eine Nullfolge.

Fir die angegebenen Teilmengen gibt die Tabelle éne Ubersicht (iber Abge-
schlossenheit gegeniiber den Verknupgfungen.
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Die grof®e Fille von Beispielen zdgt, dal3 hier die Schiler ein reiches
Betétigungsfeld haben. Man kann das Ubungsmaterial mithelos snnvoll ver-
mehren, wenn man Durchschnitte und Vereinigungen der aufgefiihrten Teil -
mengen in die Uberlegungen einbezeht. Damit ergibt sich die M dgli chkeit, den
Satz herauszuarbeiten:

Snd zwel Tellmengen eines VerknUpfungsgebildes abgeschlossen
gegenliber einer Verkniipfung, so ist es auch ihr Durchschnitt.

Gleichzdtig kann ceutlich werden, dal3 ein entsprechender Satz fur die Ver-
einigung nicht gilt.

6. Telringe

Mit dem Begriff der Abgeschlossenheit ist es leicht moglich, den Begriff des
Tellrings zu erarbeiten. Man mul3 nu zusétzlich fordern, dald das Neutrale
beziglich der Addition und zu jedem Element das additive Inversein der Teil -
menge istiert. Tellringe sind

Fa Fra Fca Fkv FN1 Fb1F5a1 FSC’Fkri {6}

Dies Ergebnis konrte im Hinblick auf die Tabelle fir die Abgeschlossenheit
zum FehlschluR verleiten, dal3 bei Abgeschlossenheit bereits Teilringe vorlie-
gen missen. Das kann mit der Menge der monaon wadisenden Folgen mit
positiven Gliedern leicht widerlegt werden.

Als einfacher Satz tiber Ringe &1}t sich finden:

Eine nicht leeae Tellmenge M eines Ringes Rist genau dannTeilring
von R, wenn gt

Ausa, beM folgt a+ (—b) e M, D
ausa, beMfolgta - be M. ()]

Dieser Satz ist motiviert durch de Suche nach einem miglichst einfachen
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Kriterium fir die Teilringeigenschaft. Die Bedeutung liegt in der Forderung
(1), in der die oben aufgefihrten drei Existenzforderungen zusammengefaldt
sind.Auch fir die Teil ringrelationwird man ein Hasse-Diagramm anlegen, um
]n einem Vergleich mit dem Teill mengendiagramm die beiden Eigenschaften
voneinander abzuheben.

|
b
!
K
| \
Fr Fse ’i:kr
N

|

Fsa

ah

{0}

F. gestattet die Il ustration eines grund egenden al gebraischen Prozesses, nam-
lich der Konstruktion eines Erweiterungsbereichs zu einem gegebenen.

Man kann cer redlen Zahl a die Folge (a) zuordnen. Diese Zuordnurg ist um-
kehrbar undvertraglich mit den Verkntipgfungen. Dennsei f: a - (a), dannfolgt
aus f(a) = f(b) die Gleichheit (a) = (b). Das bedeutet aber a = b. Weiter gilt

f(a) + f(b) = (a) + (b) = (a+b) =f(a+b)
und
f(@) -f(b)=(a)-(b)=(a-Hh="f(a-h.

Alsoist f ein Isomorphismus von R nach F.. Man kann cen Sachverhat aber
auch so ausdriicken, dald es eineinjektive verknupfungstreue Abbildung von R
nach F gibt. Eine solche Abbildung heil3t Momomorphismus. Man spricht in
diesem Fall von einem Erweiterungsbereich F von R, denn man kannR in F
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isomorph einbetten.

Deswegen ist es snnvoll, 1 kew. Ofiir 1 bzw. 0 zu schreiben unda fir (a), so
dal3 z.B. a (a,) bedeutet (8)- (a,) = (a- a,). Didaktisch sollte man diese Mdg-
lichkeit einer Erweiterungskonstruktion richt unterschétzen; denn einerseits
sind Erweiterungskonstruktionen ein grundegendes mathematisches Verfah-
ren, andererseits wirken alle Versuche, diese Methoce bereits in Unter- oder
Mittelstufe an den UHichen Zahlbereichserweiterungen vorzufiihren, kisher
redht untefriedigend. In deser Stufe ist es jedoch damit moglich, de Kon-
struktion des Erweiterungsbereichs (F, +, -) von (R, +, -) undihre Bedeutung
klarzumachen.

7.ldeale

Durch die bisherigen Betrachtungen sind Sétze wie der folgende noch nicht
erfaldt:

Ist (a,) eine Nullfolge und (b,) eine beschrankte Zahlenfolge, so ist
auch (a,- ) Nullfolge.

Wir haben bereits erkannt, dal3 F, Teilring von F, ist. Hier ist aber eine Eigen-
schaft angesprochen, de dartiber hinausgeht. Sie kann urmittelbar auf den
Begriff desIdedsfuhren.

Ein Tellring | vonR heif Ided von R, wenn
ausael,xeRfolgtax el und xael.

Alsoist Fy ein Ided von F,. Trivialerweiseist F, Ided von F,, dagegen ist F,
nicht Ided von F. Das madt deutli ch, dal3 man den Bezugsring nennen muf3.
Die Tabell e gibt an, beziglich welcher Oberringe der jewelli ge Ring Ided ist:



F Fr Fc I:k FN Fb Fsa Fsc I:kr { O}

F R R KRR R KR Fs F F, dle

Fe Fy Teil-
Fe Fe ringe
Fy Fe

Fe

F

F

Auch hier wird deutlich, dal3 der zentrale Begriff des Ideds durch eine Fiille
von Beispielen belegt werden kann, kel denen jewells die Idedeigenschaft
einen wichtigen Sachverhalt Uber Folgen ausdriickt. Mit Hilfe von
Durchschnittsbil dungen kann man den Katalog beli ebig erweitern.

8. Homomor phismen

Der grundegende Proze3 der Grenzwerthildung kannin seinen algebraischen
Aspekten durchleuchtet werden mit Hil fe des Begriff esHomomor phismus. Ein
Homomorphismus ist eine verknipfungstreue Abbildung. Ist der
Homomorphismus surjektiv, so hat man einen Epimorphismus. Die Abbildung
[, die jeder konvergenten Zahlenfolge ihren Grenzwert zuordnet, ist ein Epi-
morphismus von F, nach R.

Denn
I (a) - lima,| (a,) € Fy
ist verknupfungstreu, was sch mit Hilfe der Grenzwertsétze agibt:

I((a) + (b)) =1((a,+ by) =lim (a,+ b;) =lim &, + lim b, =l((a,) + 1((by)),
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I((a)(by) = 1((a:by) = lim (a,by) = (lim &)(lim by) = 1((@)I((by))-

| bildet F, surjektiv nach R ab, dennjederedl e Zahl ist Grenzwert einer Folge.
| ist nicht umkehrbar, denn es gibt verschiedene Folgen mit gleichem Grenz-
wert.

Bei der Betrachtung des Grenzwertprozesses mit Hilfe von Abbildungen wird
deutlich, dai3 es notwendigist zu urtersuchen, obzu jeder konvergenten Folge
auch wirklich nu ein Grenzwert existiert. Die Schiler fasen dese Untersu-
chung sonst leicht als mathematische Spitzfindigkeit auf.

9. Klaseneinteilungen durch Epimor phismen

Die bisherigen Untersuchungen haben gezegt, dal3 ein gewisser Typ von Sét-
zen durch de dgebraischen Betrachtungen adaquat analysiert und dargestellt
werden kann. Damit war es mdgli ch, ausgehend von grundegenden Folgen-
eigenschaften, wichtige dgebraische Strukturbegriff e herauszuarbeiten. Dar-
Uber hinaus bat man sich einen Beispielapparat geschaff en, der weiterfiihrende
Betrachtungen gestattet.

Knipgft man etwa an de Limesabbildung an, so kann de Einsicht, dal3 dese
Abbildung nicht bijektiv ist, zu einem Klassenhbil dungsproze fiihren.

Fal3t man ndmlich konvergente Folgen mit dem gleichen Grenzwert zu Teil -
mengen zusammen, so ergibt sich eine Klasseneintellung von F,.

Jede konvergente Folge liegt in genau einer Klass, denn sie hat genau einen
Grenzwert.

Wir wollen de Klass, in der (a,) liegt, mit (a,) bezéchnen. Die Menge der

Klasense F,'.In F, kannman Verkntpfungen definieren durch:

@)+®) = (a,+b)

def

(@), = (@5b)

def
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DaR das Verknipgfungen sind, ergibt sich wieder aus den Grenzwertsétzen.
(F¢ .+, ) ist sogar ein Korper. Der Grund difr liegt darin, da3 de Abbildung
f. (a,+b) - lim a,

ein Isomorphismusvon F, nach R ist.

Schliefdlich ist noch ein weiterer Epimorphismus gegeben duch

g @)~ @) @) eF

Die Abbildung | ist somit darstellbar als Verkettung der Abhildungen g undf,
was wir in folgendem kommutativen Diagrammyveranschauli chen:

F, R
T
Fy

Daraus |&3t sich algemein fur Ringe das Ergebnis gewinnen, dal? jeder Epi-
morphismus a's V erkettung eines Epimorphismus mit einem |somorphismus
dargestellt werden kann.

10.Kongruenzrelationen

Jede Klassneinteilung liefert eine Aquivaenzrelation, wenn man zwei Ele-
mente ds aquivalent bezechnet, sobald siein der gleichen Klas< liegen. Gilt
dartiber hinaus noch fir &quivalente Elemente a undb, dal? a + ¢ quivalent
b + ¢, ac &quivalent bc (und ca &quivalent cb) ist (Vertragli chkeit), so spricht
man von einer Konguenzrelation. In urserem Beispiel ist in F, eine
Kongruenzrelationr gegeben durch
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@&,) r (by) - I((a,)) = 1((by))-

Allgemein |83t sich bei einem Ringepi morphismus eine solche Kongruenzrela-
tion gewinnen. Und umgekehrt liefert jede Kongruenzrelation in einem Ring
einen Epimorphismus des Ringes auf den Ring der Aquivalenzklassen. Man
bezeachnet ihnalsden natlirli chen Epimorphismus bezigli ch der Kongruenzre-
lationr. Die Aquivalenzklassen werden Restklassen genannt. Der Restklassen-
ring &3 sich duch de Kongruenzrelation r des Ringes R charakterisieren.
Man schreibt deshalb fir ihnR| r. In urserem Beispid gilt aso

Fo =R .

Fir dieKlasse des Elementsa bel einer Kongruenzrelationr schreibt man [a]r.
Aus der Analysis weil3 man dal3 zwei konvergente Folgen genau dann cen
gleichen Grenzwert haben wennihre Differenz @ne Nullfolgeist. Also haben
wir

@) r(b) = (&) - (b) € Fy

Man kann aso de Kongruenzrelation auch definieren mit Hilfe des Ideds F
von F,. Allgemein kannman fur jedes Ided | eines Ringes R eine Kongruenz-
relationr gewinnen durch

arbe a-bel
def

Umgekehrt definiert jede Kongruenzrelationr ein lded. Esist wegen xr0 < x
€ | gerade gleich der Klass, in der die 0 liegt. Den mit Hilfe des Ideds | von
R erzeugten Restklassenring bezeéchnet man mit R|I.

Damit gilt fur unser Beispiel

F, =F| Fu
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Wir kénren auch die Bezehung zum Epimorphismus | herstellen. Fy, besteht
aus alen Elementen von F,, die auf die O abgebil det werden.

Allgemein bezechnet man bel eéinem Epimorphismus ¢ eines Ringes R auf
einen RingR' die Menge der Elemente, die aif die 0 von R’ abgebil det werden,
als den Kern des Epimorphismus. Man definiert

Ker ¢ ={x |x € R, @(x) = 0}.
Der Kernist stets ein Ided.

In urserem Fall habenwir F| = Fyq

11.Nebenklassen eines Ideals
Sei (x,) ein Element von[(a,)] Fy. Dann existiert eine Folge (y,) aus F mit

(%) = (@) + (Yo)-

Man erhélt also de Elemente der Restklasse, wenn (y,) ale Elemente von F
durchl&uft. Man schreibt

(@) + Fy = (@) + ([, € Fy:

def

Allgemein bezechnet man bei einem Ided | eines Ringes die Menge

a+l ={a+xxelh
def

fir a e R als Nebenklasse desIdeds|. Esgilt [a]l =a+ 1.

Damit erhaten wir in urserem Fall

Fo =1{@) +~ Fyl(@) € F
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In urserem Beispiel gilt dartiber hinaus
(&) + Fy=(lima,) + ((a)) - (limay) + Fy
=(lima) +((a, —lima,)) +Fy =(lima,) +F,
dagilt (a,—lima,) € F.

Dieses Ergebnis zegt, dal3 man all e konvergenten Folgen bereits im wesent-
lichen kennt, wenn man die Nullfolgen kennt.

12.Homomor phiesatz

In den Abschnitten 9 ks 11 haben wir jeweils Vertiefungsmdgli chkeiten
kennengelernt, dieisoli ert voneinander angegangen werden kénren. Man kann
sie miteinander verbinden, indem man sie im Homomorphiesatz fir Ringe au-
sammenfafdt:

Jeder Homomorphismus ¢ eines Ringes R nach einem Ring R' lal¥
sich zerlegen in ein Produkt aus einem Epimorphismus y von R nach
R| Ker ¢ undeinem Honamorphismus ¢ vonR| Ker ¢ nach R'. Zu
jedemIdeal | von R gehdrt ein Epimorphismusvon R nach dem Rest-

Klassenringr|l .
?
R R
\\ ]w
X T

R | Ker ¢

Die angefiihrten Beispiele adffnen auf der Oberstufe énen Zugang zum
Homomorphiesatz, der sich urmittelbar an Ergebnissen aus der Analysis der
Folgen gewinnen [&%. Alle aufgefiihrten Begriffe der Ringtheorie lassen sich
als, Ubersetzungen* grundegender Sacherhalte verstehen. Sie kdnnen damit
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durch die dgebraischen Strukturbetrachtungen das Verstéandnis vertiefen und
friher behandelte Fragen aufgreifen undweiterfihren. Die Betrachtung von
Abbildungsgruppen in der Geometrie kann zum Homomorphiesatz fir Grup-
pen fiihren. Dazu gibt es didaktische Uberlegungenin (KIRSCH 1965. Ausdem
Homomorphicsatz fir Ringe egibt sich urmittelbar der fir Modun a's Sonder-
fall.

Ahnlich tikersichtliche Verhdltnissewiebei F, |F liegen bei F|F, vor. Dieser
Restklassnring ist ebenfall s isomorph zu R. An diesem Beispiel kdnren de
Schiller selbsténdig die wesentlichen Schritte wiederholen.

F.n F|Fy n r ist isomorph zu R. Damit kann dbs bekannte Konstruktions-
verfahren von R aus Q mit Hilfe von Cauchy-Folgen erlautert werden.

F|F ist ndher von LAuGwITz in der von ihm entwickelten Omega-Analysis
untersucht worden (LAUGWITZ 1959. Es handelt sich dabei um ein besonders
einfach zu handhabendes Modell einer Non-Standard Analysis. Wesentliche
Gedanken der Omega-Analysis kénren aber auch bereitsin F dargestellt wer-
den (VOLLRATH 1968 undsind damit viell eicht schon Schilern zuganglich.

Die hier dargestellten Uberlegungen kénren in der Betradhtung des Ringes der
redlen Funktionen fortgesetzt werden (GILLMAN, JERISON 1968, WASCHE
1972). Sieveralgemeinern die hier erzielten Ergebnisse fur redl e Folgen (die
jaspezélleredle Funktionen sind). Andererseits ollte man nicht versaumen,

die Grenzen der algebraischen Methode aifzuzeigen. Dal3 (E) eine Nullfolge
n

ist, mu3mit den Methoden der Analysis gezeagt werden (Epsil ontik!).
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