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1. Einleitung

Bel der didaktischen Diskussion Uber das Lehren typischer mathematischer
Arbeitsweisen ist auch das Axiomatisieren betrachtet worden (z.B. KIRSCH
1966). Es handelt sich bei den dabei betrachteten Beispielen um mathematisch
grundegende oder fur die Anwendurg bedeutsame Gegensténde. In allen
Fallen scheint mir aber der Spielraum fir die Eigenaktivitdt des Schilers oder
die M &gli chkeit, zu eigenen ariginell en Losungen zu kommen, verhaltnismaldig
gering zu sein. In deser Arbeit soll ein Beispid aus dem klasgschen Schul stoff
vorgelegt werden, das Schilern durchaus die Chance a1 eigenen, selbsténdigen
Leistungen etwa im Rahmen einer Jahresarbeit oder eines Wettbewerbs gibt.
Sie kénren sich dabei eine grundegende mathematische Arbeitstechnik an
einem el ementaren Gegenstand aneignen undihre mathemati schen Fahigkeiten
unter Beweis gellen.

2. Ein teilweise geordneter Halbmodul reeller Funktionen

In der ersten Phase der Untersuchungen wird als Basis firr das Axiomatisieren
die Menge F dler redlen Funktionen mit O in ihrem Definitionsbereich
betrachtet. F wird strukturiert durch

(D FH+giwx-f(X)+9(X)|xeD;NDy,

dabei bezachnen D; undD, die Definitionsbereiche vonf undg. (1) definiert
eineVerknupfung, die asziativ und lommutativ ist. Es existiert ein neutrales
Element, namlich



0:x-0|xeR.

(F,+) ist dlso Halbmodu. (Esist jedoch kein Modu, wie man sich leicht klar-
macht.)

Betradchten wir das Element o etwas naher:
2 f+o=fflrjedesfcF.

016st also de Gleichurg

(3) f+n=f

fur gegebenes f. Diese Gleichurng besitzt aber noch andere Lésungen. Sei
D c Dy, dann bezechnen wir die Einschrénkung vonf auf D mitf | D. Off enbar
ist o| Dy ebenfalls Lésung von (3). Ist jedoch D; = D, so gilt g + 0| Dy # g. Das
gibt uns Anlal3 zur

Definition: Ein Element n € F mit f + n = f heif3t Eigennull von f. Dagegen
bezeachnen wir o as Universalnull.

Naturlich ist o auch Eigennull jedes Elements von F. Wir wollen nunalle
Eigennul en eines gegebenen Elements f bestimmen. Wie man sich urmittel bar
klarmadht, gilt der

Satz: Die Eigennulen vonf e F sind genau de Fortsetzungen von o D;.

Man beadte, dal3 weder jede Einschrankung von oEigennul vonf ist, noch
daid jede Eigennul vonf Einschrénkung von oist.

Wir woll en Eigenschaften von Eigennul en zum Gegenstand fur Axiomatisie-
rungstiburgen machen. Esist daai zwedmaliig, die Relation ,,ist Fortsetzung
von* in de Betrachtungen einzubezehen. Wir schreiben

f < g genau dann, wenn g Fortsetzung von f ist.

Diese Relation st reflexiv, antisymmetrisch, transitiv undisoton. (F, +, <) ist
also ein teilweise geordneter Halbmodu.



3. Eigenschaften von Eigennullen

Zunachst eignet sich de Hervorheburg von Eigenndlenim Unterricht zur Ver-
tiefung des Begriffs , neutrales Element”. Es &/}t sich héufig feststellen, dal?
die Schiler bei der Formulierung der Forderung der Existenz @nes neutralen
Elements sorglos mit den Quantoren umgehen und richt auf die Reihenfolge
adhten. Die Eigennul en eignen sich zur Begriindurg des Hinwei ses, dal3 es auf
die Reihenfolge der Quantoren ankomnt. Man betrachte @wa die Formulie-
rung der beiden Forderungen:

Esgibt ein n,so da3 fir alef gilt: f + n=f.

(Existenzforderung fir ein additi ves neutrales Element)

Fur allef gilt: esgibt ein nmit f +n=f.

(Existenzforderung fr Eigennulen)

Wir wollen nuneinen Katalog von Eigenschaften von Eigennul en zusammen-
stellen, der Grundage fiir die Axiomatisierungsiiburgen werden soll. Aus dem
Satzin 2.ergibt sich urmittelbar:

(S1) ol|Dyistdiekleinste Eigennul vonf; d.h.
esgilt f+o|D; =f undausf + n=f folgt o|D; c n.

oist kleinste Eigennul von o.Andererseits gilt o|D; co fur alle f. Bezéchnen
wir jede Funktion der Form o|Dy, f € F, als eine , kleinste Eigennul“, so er-
halten wir:

(S2) oistgrof¥es Element in der Menge der kleinsten Eigennulen.
Weiter gilt fur die kleinsten Eigennulen:

(83) 0|D;+0|Dy=0|Dyy.

(S4) Wennfc g, dannf=g+o|D,.

(S5 Wennf=g+o0|Dy, dannf c g.

(§6) Wennfc g, dann gD;c o|D,.



(S7)  0lpepr =0|Dx.

(S8) o|Ds +0|Ds=0|Dx

(S9) Wenn oD; < 0|D,, dann o D; = 0|D;+ 0|D,.
(S10)  Wenn oD, =0|D; +0|Dg, dann o|D; < 0|D,,
(S1) WennolD;c g, dannf=f+g.

(S12 Wennf =f + g, dann o/D; =g.

(S13) Wennfc g, dannf +0|D,=g+ 0|Dx.

Diese Aussagen werden al's Vermutungen ocer al's Ergebnisse von Umformun-
gen gefunden. Einigesind de Umkehrung anderer aufgef ihrter Aussagen. Bel
einigen Aussagen fehlt die Umkehrung. Die Schiller sollten sich daran gewoh-
nen, bei ,Wenn...,dann...-Aussagen” stets zu fragen, ob de Umkehrung glt.

Bel (S6) mul3man das verneinen, denn
fix-2x|xeNundg: x - X|x e Z

liefern ein Gegenbeispiel. Ahnlich tikerzeugt man sich davon, a3 (S 13) nicht
umkehrbar ist.

Diese Aussagen lassen sich durch Rickgriff auf die Definiti onleicht beweisen.
Diese ,, Geradeaus-Beweise" sind ziemlich langweili g. Spétestens bel (S 9)
wird man entdedken, dal3 man de Aussage mit Hilfe von (S 4) und (S 7) be-
weisen kann. Es ergibt sich nun de reizvolle Aufgabe, solche logischen Zu-
sammenhange zwischen den 13 Aussagen anzugeben. Daau bestehen zahirei-
che Mdgli chkeiten. Wir geben ein Beispiel.

4. Ein logisches Netz

Einige Zusammenhénge egeben sich auf den ersten Blick: Aus (S 1) folgt
(52),aus(S2) folgt (S5) undaus (S 1) folgt (S 12).



Aus(SI)und(S3) folgt (S 8):

(S1) (S1)
(S3) = o|D; +0[D;=0|Dy; O 0|Dy.
(S1)

Wegen der Antisymmetrie folgt (S 8).
Aus(S1), (S4) und(S13) folgt (S6):

fcg f=g+0|D; = f+o|D, O o|D; c o|D,
(513) (S1)

|
(S4)
Aus (S 1) und(S8)folgt (S7):

f+0|Dopy = f+0|Di+0|Dyy = f+0|D;=H.
(1) (S1)

Daraus folgt nach (S1) o| D; < 0| D, .

(S1) angewandt auf (S 8) liefert o| D, o = 0| Dy
Die Antisymmetrie egibt die Behauptung.
Aus(S1)und(S7)folgt (S10):

o|D; =0|Ds+0[Dy O 0|D,pc 0Dy O 0|D;co|D,.
(S1) (s7)

Aus(S1), (S4)und(S7) folgt (S11):

o|D;cg O o/D=g+0|D,py = g+o0|Dy
(S4) (S7)

Mit (S 1) folgt daraus (S 11) nach Additionvonf auf beiden Seiten der Glei-



chung.
Aus (S 1) und(S4) folgt (S13):

fcg O f=g+o|D; = g+o|Dg+o |D;=f+o|D,.
(s4) (S1)

Wir erkennen, dal3 wir mit logischen Schltisseen bis auf (S 1), (S3) und(S4)
alle anderen Aussagen gewinnen konren. Allerdings haben wir daneben noch
die Gesetze des teilweise geordneten Halbmodus mit neutralem Element
verwendet, ohre sie immer explizit anzugeben. Einen Uberblick tiber die Zu-
sammenhange gibt die Skizze

(S3) >(S1),(S3)->(S8)»(S1),(S8)—>(S7)»(S1),(S7)
v
(S (S1),(S4),(S7) — (S11)  (S10)
(Sl)//‘v(sz) (S5)
\
(S1,(84) —> (S13)
e
(S1),(S4),(S13) —> (S6)
v
(54) > (84),(S6)—>(S9)

5. Ein Axiomensystem

Wir kénren erwarten, dal3 wir den Katalog (S 1), ...,(S 13) durch logische Ab-
leitungen erhalten, wennwir fordern:
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(A1) (H,+x)istein tellweise geordneter Halbmodu mit neutralem Ele-
ment O.

(A2) ZujedemacH gibt esein 0, mit der Eigenschaft:
a+0,=aundausa+x =afolgt0, < X.

(A3) 0,+0,=0,,,

(Ad4) Wennac< b, danna=b+0,

Die Schreibweise 0, erscheint zunachst verfriiht; sie ist aber geredhtfertigt,
dennes zdgt sich, dal3 Q eindeutig bestimmt ist.

Aus der Skizzekdnnen wir entnehmen, wie én mogli cher Aufbau der ,, Theo-
rie" aussehen kann. Ein VVorschlag:

Satz 1: 0, <Ofir ale aeH. (52
Satz2: a=b+0,—a<hb (S5)

Folgerung 1: a<b < a=b+0,

Satz 3. 0,+0,=0, (S9)
Satz 4: 0, =0, (87)
Satz 5 0+40,=0,-0,< 0, (S10)
Satz6: a<b=a+0,=b+0, (513
Satz7. a<b= 0,<0, (S6)
Satz8: 0,< 0,= 0,=0,+0, (S9)

Folgerung 2: 0, < Q, = 0,=0,+0,
Satz9: 0,< b=a=a+b (S11

Satz10:a=ath= 0,<b (S12)



Folgerung 3: 0, < b= a=atb
Damit ist aber keineswegsder Vorrat an Folgerungen erschdpft. Einige weitere
Beispidlee a<0,—-a=0;

0,=0;

atx=0,-0,< 0,

atb=a« 0,+b =0,

6. Diskusgon des Axiomensystems

Beim Aufstellen des Axiomensystems ergibt sich zwangslaufig die Frage, ob
man nicht vielleicht Axiome sparen kann. Diese Frage ist al erdings erst ver-
nirnftig, wennman das angegebene Axiomensystem in mégli chst einfache Aus-
sagen zerlegt hat. Dasist bei (A1) - (A4) keineswegs der Fall. Soist etwa (A1)
eine Konjunktion mehrerer einfacher Aussagen. Wir spalten also zunacdst auf
Das ergibt:

H sei einenicht leere Menge mit einer Verkniipfung + undeiner Relation < mit
den Eigenschaften

B1) (atb)+c=a+(b+c) Asoziativgesetz
(B2 at+b=b+a Kommutativgesetz

(B3) EsgibteinO0OecHmita+0=a Neutrales Element

(B4 aca Reflexivgesetz
(B5 as<bundb<a—=a=h Antisymmetriegesetz
(B6) as<bundb<c=axc Transiti vgesetz

(B7) as<h-=atc<btc Monaoniegesetz
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(B8) ZuaeisiietO,mita+0,=a
(B9 atx=a=0,<xX
(B10) 0,+0,=0,,
(B11) a<b=a=b+0,

Dieses Axiomensystem (B 1)-(B 11) liegt eigentli ch unseren Betradhtungen zu-
grunce. Wir wollen urtersuchen, obes mdglich ist, dies Axiomensystem zu
reduzieren. Betrachten wir (B 11) und Satz 2, so haben wir insgesamt

a<b-a=b+0,

Daslegt den Versuch nahe, im Axiomensystem die Ordnurgsrelation zu elimi-
nieren durch Verwendurg entsprechender Gleichungen. Dasist ein Verfahren,
dasin der Theorieder Ordnurgsgrukturen héufig angewendet wird. Weiter be-
merken wir, dald mit der eindeutigen Zuordnurg vona zu Q, eine Abhildurng «
von H in sich gegeben ist. Diese Versuche kénren zu folgendem Axiomen-
system fhren.

Sel A eine nicht leere Menge mit einer Verkniipfung + undeiner Abbildung o
von A in sich. Es mdgen gelten

(F (a+b)y+c=a+(b+c) Asziativgesetz
(F2) a+b=b+a Kommutativgesetz
(F3) Esgibtein0OcA mita+0=a Neutrales Element
(F4) oa(a+b)=a(@ + ab) Additionstreue
(F5 ata@=a

(F6) a+x=a=oa(a(d@)+x=a(d

Ein solches Tripel (A, +, a ) wollen wir F-Halbmodu nennen.

Wir sehen sofort, dal3 Her weniger Axiome vorliegen. Wir wollen zunachst
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zeigen, dal?3 dese Axiome unabhéngig voneinander sind. Das geschieht durch
die folgenden Beispiele.

(F1): A={a b,c},a (X) =X

(b+b)y+c=a=b=b+(b+c)

(F2): A={a b,c}, a(x)=x

+ a b c

(F3): (N,m), o (x) =x.Dabel istarn b=, min (a, b).

(F4): A={0,a b,c, d,ef, g}

Cx fur x [X0,a,b,c,d}
_B fir x =e

fur x =f
Hd fur x =g

a(x)



+ 0 a b c d e f g
0 0 a b c d e f g
a a a c c d e g
b b c b c d c f g
c c c c c d c g g
d d d d d d d g g
e e e c c d a g g
f f g f g g d d
g g g g g g g d d

a(etf) =a(g) =d; a(e) + a(f) =atb=c=+d

(F5): (Ng, 1), a(x)=x

(F6): (N,, ), a(x) =0, dbei istau b=, max (a b).

Dal3 das Axiomensystem widerspruchsfrei ist, zegt das Beispiel
(N,,+, &) mit e(x) = 0.

NatUrlich haben wir noch zu zeigen, da3 sich das Axiomensystem (A 1) - (A 4)
folgern [&3t. Das Il weiter unten geschehen. Neben dem Einflhrungsbeispiel
unddem eben genannten trivialen Beispiel i st al gemein jeder Halbverband mit
neutralem Element und cer Abbildurng «(x) = x Modell des Axiomensystems.
Damit hétte natiirlich auch de Moglichkeit bestanden, nach der Betrachtung
von F Ahnlichkeiten zu diesen Beispielen herauszuarbeiten und @nn zu axio-
matisieren.
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7. Strukturbetrachtung

Wir fasen de wichtigsten Folgerungen aus (F |)-(F 6) zusammen.
Satz: Sei (A,+,a) ein F-Halbmodd, dann gilt

(D («(A), +) ist Durchschnittshalbverband mit gréf@em Element.

(2) Die Ordnurg von (e(A),+) lafdt sich so fortsetzen, dal3 (A,+,<) eintellweise
geordneter Halbmodu und« ein ordnurgstreuer Endamorphismus wird.

Beweis: (1): 0 ist Element von « (A), denn 0+ « (0) = 0 = « (0). Wir haben
noch zu zegen, daR das ldempaotenzgesetz gilt. Ausa+ 0 = afolgt nach (F 6)

o (a(@) = a(a(a) + 0= a(a).
Damit ergibt (F 5)

a(8)= () + a((a) = a(a) + «(a)
(2): Mit

a<sbea=,b+a(d

ist eine Ordnung von (A,+) gegeben, de die von (« (A),+) fortsetzt. Es gilt
namli ch wegen (F 5) das Reflexivgesetz. Ausa < b und b< afolgt

a=b+a(@ und b=a+ a(b).
Daraus ergibt sich

a=a+ a(b) +a(a) =a+ a(b) =b,
also das Antisymmetriegesetz.
Ausac< b und b cfolgt

a=b+« (a) und b=c +a(b).

Das ergibt
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a=c+a(b) +a@ =c+a) +a(xa) =c+a(bta(d) =c+ aa).
Dasliefert a < ¢, demnach gilt auch das Transiti vgesetz.
Ausac< bfolgta=b + «(d), daraus ergibt sich
a+tc=b+c+a(c)+a@ =b+c+a(@a+c),
daraus erhalten wir a+ ¢ < b + ¢, also das Monaoniegesetz.
Ausa(a) < a(b) folgt
a(a) = a(b) + a(a(d)) = a(b) + «(a).
Das zegt dal? < die Halbverbandsordnurg von (e (A), +) fortsetzt.
Schliefdlichist o ordnurgstreu, dennausa < bfolgt a=b + «(a), daraus folgt
a(d) = a(bta(a)) = a(b)+a(w(a)).
Das liefert a(a) < a(b).

Wir woll en nach einige Eigenschaften von o hervorheben, die sich urmittelbar
ergeben.

Folgerung: Ist (A,+,e) ein F-Halbmodu, so gilt
1 a(e(d)) = a(a).
@ a(a)+a(a)=a(a).

Diese Ergebnisse zegen ursinsgesamt, dal3sich (A 1) - (A4) aus (F1) - (F6)
folgern lassen.

Wir wollen schliefflich nach den Fall betrachten, bei dem (A,+) selbst schon
Habverband ist.
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Satz: In einem F-Halbmodd (A,+,«) sindfolgende Aussagen aquivalent:
D (A,+) ist Halbverband.

2 « ist dieidentische Abbildurg.

(©)] o ist surjektiv.

) a ist injektiv.

Beweis: (1) = (2): Ausa+ a= afolgt nach (F 6) «(a) + a= «(a). Nach (F 5)
gilt aber a+ «(a) = a, also haben wir «(a) = a.

) - (3): Klar.
3) = (4): Sei a= a(x) und b= a(y), dannfolgt aus «(a) = «(b)
a= a(x) = a(e(x)) = a(@ = a(b) = a(a(y)) = a(y)=b.
(4) = (1): Aus
«(a+a)=a@ +a(@) = a@

folgta+ta=a
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