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Einleitung

Die Betragsfunktion gehdrt zum klassschen Schulstoff, sie filhrte ger lange
ein Schattendasein im Schulunterricht. Erst mit den Bemthurgen um ausfihr-
liches Behandeln von Ungleichungen neben Gleichurgen in der Mittelstufe
(WUNDERLING 1968 und um stérkere begriffli che Durchdringung der Analysis
in der Oberstufe (GRIESEL 1968 hat die Betragsfunktion wieder mehr Bead-
tung im Unterricht gefunden.

Die bisherigen method schen V orschlége legen Wert auf die Bereitstellung von
Tedchniken zum Behandeln von Aufgaben mit Betragen (KOROWKIN 1962,
NOACK, LEMBERG 195]) oder benutzen de Betragsfunktionals Hil fsmittel z.B.
zur Bestimmung der Lange e@nes Vektors oder als Beispiel einer Uberall steti-
gen, aber nicht Uberall differenzierbaren Funktion. Die Einflihrung erfolgt
gewodhrlich bel der Behandlung der ganzen Zahlen. In den meisten Darstel-
lungen tritt aber die Betragsfunktion ziemlich isoliert auf, der Begriff wird
verhdltnismélig eng behandelt, tiefergehende Fragestellungen werden selten
angesetzt. Als Folge zegt sich im Unterricht immer wieder, dal3 de Schiler,
gemessen an der fir den Mathematiker einfachen Begriff shil dung, doch erheb-
liche Verstéandnishwierigkeiten zeigen. Es heint daher notwendig zu sein,
tiefer in de Bedeutung dieses Begriff es einzudringen, seine Verwendbarkeit in
den verschiedensten Gebieten der Schulmathematik zu zeigen undAnsétze ai
weiterflihrenden Betrachtungen zu suchen.

1. Verstandnisshwierigkeiten

Wir woll en zunécdhst einige haufig auftretende Schilerfehler oder Schilerunge-
schickli chkeiten analysieren, um daraus Folgerungen fiir eine V erbesserung des
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Unterrichts ziehen zu konren. Man kannesimmer wieder erleben, dald Schiiler
berechnen

M |-x=x

Es handelt sich hier um ein Problem des Variablenverstandnisses. Der Schiler
wird zu dieser Fehlleistung verleitet, wenn er aus Beispielen wie

|=2/=2,] -3 =3, [+ 5] =5

entnimmt, dal3 man bei der Berechnurg des Betrages einer Zahl nur das Vor-
zachenwegzulassen brauche. Tatsadhli ch findet sich eine solche Formulierung
auch in manchem Lehrbuch. Man sollte diese Fixierung auf das Vorzechen
vermeiden. Das kann dadurch geschehen, dal3 man beredhnet und kegriindet:

| -2 =—(-2 =2, dnn—2<0.

Natirlich wird man dasnur bel der Einfhrung tun, dot ist es aber auch ndig,
um solchen Fehll eistungen vorzubeugen.

Dieser Fehler deutet aber nicht nur auf einen falschen Analogieschluf3,sondern
zdagtimKern ein fehlendes Variablenversténdnis. Dem kann man mit Hilfedes
Funktionsbegriff es beikommen. Man deutet (1) als Aussage, dal3 de Funktio-
nen

X=|—X |[xeRund x-X| xeR
gleich sind. Das ist aber off ensichtlich falsch. Dagegen sind gleich
X-|=x | xe R, und x- x| xe R,.
Schliefdlich kann man dem Problem mit Hilfe der Logik beilkommen. (1) ist
eine Aussgeform. Sieist nicht all gemeingultig. Wohl aber
2 | —x|=x A x> 0.

Man kann desen Sachverhalt auch ausdriicken, indem man de Aquivalenz
behauptet



|-X| =x<x2>0.

Dieser Aspekt kann auch bei dem folgenden Problem zu einer Lésung fihren.
In einer Uberlegung taucht im Unterricht an einer Stelle aif |a] = a Spéter
wird dannvielleicht mit |a| =—ageabeitet. Es gibt immer wieder Schiler, die
dann verwirrt fragen, ob @énn nun|a| eigentlich aoder — a sei. Die Betradh-
tungen stehen ratlrlich urter der Voraussetzung a > 0 kezw. a < 0. Aber das
sieht der Schiler nicht. Diese Bindurg sollte er vom Schiiler erkannt sein.
Man wird also bei der Einfihrung der Betragsfunktion auch hervorheben:

3) O<a-|aj=aunda<0+~|a =-a

Der Lehrer hat Sorge dafiir zu tragen, daR in der Uberlegung die jeweili ge
Voraussetzung deutlich hervortritt.

Der Umgang mit Betragen erfordert Aufmerksamkeit. Schiler wundern sich,
daf3 man schreiben darf

4 | —al =4,

wahrend doch gerade verboten worden ist, ohre Vorausstzung |—a| =a a
schreiben. Sie ekennen dabei nicht, dald es sch um ganz verschiedene Glei-
chungen handelt.

Nadhdem man im Unterricht mithsam mit Fallunterscheidungen
(5) la+b| < [a +|b
bewiesen hat, gibt der Lehrer als Hausaufgabe

la—b| < |a] +]|b].

Auchin desem Fall arbeiten zahlreiche Schiler mit Fall unterscheidungen. Das
ist kein Fehler, aber es ist mathematisch nicht schon. Die Schiler sollten
angehalten werden, immer nach einfacheren eleganteren L ésungen zu suchen.
Hier ergibt sie sich duch Kombination der Regeln (4) und(5):

la-b[ =]a+(=b|<|a+|-b=]al +[b|.
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Gerade Eigenschaften der Betragsfunktion sind fiir solche Uberlegungen
gedgnet, weil eine Kombination gefundener Regeln deutlich einfacdher ist als
die aifwendige Fallunterscheidurg.

Bei der Formel fir die Lange eéner Stredke im R?

L =(xa—xa)? +(y1-va)?

wird der Sonderfall y; =y, betrachtet. Die Schiler bestimmen

L =1'(Xl —Xz)2 =X1—X2

Hier wird falsch radiziert. Es gilt eben nicht \/ﬁ = X, wiein manchem Lehr-
buch zu finden ist, sondern \/P = |x|.
Auch bel der Behandlung quadratischer Gleichungen verzichten viele Schiler

auf die Mogli chkeit, mit Hilfe des Betrages zu einer einfachen Aquivalenzum-
formung zu kommen, wie zB.

XZ=2e x| =2

Ahnlichist der Fall gelagert, wenn de Schiler Schwierigkeiten haben bei der
Aquivalenz

—e<a<+te=|af<e,
die grundegend fur den Grenzwertbegriff ist.
Schliefdich besteht die Gefahr, dal3 von den Schiilern
X - |X||x eR

nicht als Funktion erkannt wird, weil x nicht durch eine dgebraische Ver-
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knuipgfung gewonnen werden kann. Hier liegt ein zu enger Funktionsbegriff vor.
Durch das Betonen des modernen Funktionsbegriff es dirfte diese Schwierig-
keit aber bald Gberwunden sein.

Fassen wir also die Schwierigkeiten zusammen, so beruhen sieimwesentli chen
auf zu engen Definitionen, Unkenntnis von logischen Zusammenhéngen und
falschem Umgang mit Variablen.

2. Definitionen

Die klasdsche Definition fir den Betrag ist

©) |a|:{_ afir0o<a

afira<o aeR

Wir haben bereits bei unseren Vortiberlegungen gesehen, dal3 es fiir das Ver-
sténdris ndétig ist, diese Formulierung zu variieren. Dazu zunadst einige
Aquivalenzen:

@ |+al= a< acR und|-a = a< aeR,.
(8) |aj]= ae ae ,und|a=—a<-acR,
(7) ist eine ,Vorzechenregel“, die von uraufmerksamen Schilern leicht zu

falschen Schltissen mi3kbraucht wird. (8) ist eine andere Formulierung fur (3).

Man sollt e die Formuli erung (6) aber auch verwenden, um den Funktions- bzw.
Abbil dungsaspekt zu betonen. Wir betrachten also

X - |X| | xeR

Hier wird jeder rellen Zahl eine nicht negative augeordnet. Zur Vertiefung des
Verstdndrisses sollte die Gleichheit folgender Funktionen hervorgehoben
werden:
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X ~| x| | xeR, und x- x| x €R;

X - | x| | xeR, und Xx~— X XeRy

X ~|=x | xeR,und x~ X X €R,

X - |=x] | xeR, und x-— X XeR,

GanzeZahlen behandelt man gern mit HilfevonVektoren desR*. Damit bietet
sich de Deutung an

X - | x| | xeR, | x| €R, .
Eswerden also Vektoren auf Skalare abgebil det. |x | wird gedeutet als Lange
des Vektors x.

Schiiefdlich kannman |a— b imR* asAbstand der Punkte aund b dfinieren.
Dannist

X~ | x| xeR", |Xl eRy.

eine Abbildurg, die jedem Punkt seinen Abstand vom Punkt O zuordnet. Alle
diese Betrachtungen schlief3en an (6) an.

Eine aveite Definitionist mit Hilfe der V orze chenfunktion magli ch.
1 fir 0 < x

X - sign X = Ofir0=x| xeR
-1 fir 0> x

Diese Funktion het heute Eingang in den Unterricht gefunden (GRIESEL
1968. Damit kannman definieren



9 |X] =x -sign x.
Die Funktion
X-X-signx|xe R
|&3t sich deuten als multi plikative Verkntpfung der Funktionen
X-X|xe Rundx-sign x| xe R

Eine dritte Definition ergibt sich schliefflich mit Hilfe der Maximum-Ver-
knipfung: au b = max (a,b). Man definiert

(10 | X|= Xu—X.

Redhnet man u zu den Grundoperationen, so ist das ein ,analytischer* Aus-
druck. Das stzt aber ein Vertrautsein mit 1 voraus. Fur die methodsche
Behandlung dieser Verknupgfung liegen Vorschldge vor (STEINER 1965.

Betrachten wir diese Fiille von Formulierungen, so erscheinen de Abhand-
lungenin den Lehrbichern recht mager. Man wird aso zunacdst einmal fir den
Unterricht fordern, dal3 de wesentlichen Aspekte dieses Begriffes deutlich
werden. Man stellt etwa (6) as Definition an den Anfang. (9) und (10) sind
dann zu beweisende Gesetze Hat man also (6) definiert, so ist zu zeigen

[X| = X -Sign X=X u—X.
Der Beweis ergibt sich durch Fallunterscheidung:
LAl 0<x:|x|=x
sign x=1,aso xsign x= X
—x<0,ds0—x<xergibtxu—x = X
2.Fal: x=0:Alledrel Termesind 0.
3Fal: x<0: | x| ==x

sign x=-1,also xsign X=—Xx
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0<-—x,as0 x<—xergibt x u —x==X

V om mathematischen Gesichtspurkt her ist (10) al erdings die verall gemeine-
rungsfahigste Fasaung, denn sie kann auch in verbandsgeordneten Ringen
verwendet werden (FUcHs 1966. (6) und(9) setzen dagegen eine Anordnurg
voraus.

3. Eigenschaften

Man sollte sich bemiihen, ausreichend viele Eigenschaften der Betragsfunktion
im Unterricht zu gewinnen, damit sich der Begriff vertieft und damit die Schir
ler auch einen Einblick in de logischen Zusammenhéange gewinnen kdnnen.
Wir geben hier einen kleinen Katalog von Gesetzen, de sich auch in Lehrbi-
chern finden: Diese Gesetze sollten auch mit Hilfe der Funktionschreibweise
formuliert und mit Hilfe von Graphen veranschaulicht werden. Die Schiler
sollten dazu angehalten werden, bei dem Beweis nach M égli chkeit Fall unter-
scheidungen zu vermeiden undstatt dessen auf bereits bewiesene Regeln zu-
rickzugreifen.

Ixy| = [x]]y

IX+y| < [x] +]y|
[IX]+[yl]=[x] +]y]
IX=y|=1]y=x|

Ix+y| > x| —1y|

X uy=% (X+y+[x-y|)
sign [x| = [sign x|

X[ =[x

x| = [x]



| x| >0
x| =0=x=0
X2=—ae |x| = JE

4. Charakterisierung der Betragsfunktion

Auf der Oberstufe sollten de Schiler dietypische mathematische Arbeitsweise
kennenlernen, Gegensténde ausihren Eigenschaften heraus zu charakterisieren.
Das ist auch bei der Betragsfunktion eine sinnvolle Fragestellung, denn es
liegen in urserem Katalog eine ganze Reihe wichtiger Aussagen vor.

Wir betrachten also eine Funktion
fix - f(x) [x e R, f(x) €R,
Wir wollen nunversuchen, aus den gegebenen Eigenschaften der Betrags-

funktion eine Reihe von Forderungen an f zu stellen, def als Betragsfunktion
charakterisieren. Wir erhalten folgenden Satz.

Satz  Seif:x-f(x) [xeR,f(x) e , mit
@)  f(R)=R., d.hfistsurjektiv.

2 f(f(x)) = f(x), d.h.f ist idempotent.
(©)] f(X) = f(— X), d.h.der Graphvonf ist symmetrisch zur y-Achse.
Dann und nadanngilt f (x) = |X]

Beweis: Wenn 0< x danngibt esnach (1) einy mit x = f(y). Darausfolgt nach
2 x=1(y) =1(f(y)) = f(x).
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Wenn x < 0, dann gilt 0 < —x. Nad urserer Uberlegung eben gilt dann
f(—x) = — x. Nach (3) folgt daraus

—x=f(-x) =f (x).

Umgekehrt erfillt die Betragsfunktion (1), (2), (3). Damit ist die Behauptung
bewiesen.

Man sollte es gch zur Gewohnleit machen, bei solchen Sétzen die geforderten
Eigenschaften auf ihre Unabhéngigkeit hin zu urtersuchen. Der Nadhweis
geschieht durch folgende Beispiele:

0:x-0|xeR

Da1l nicht alsBild auftritt, aber in R, liegt, ist (1) verletzt. (2) gilt wegen

o(o(x)) =0=0(x)

(3) gilt wegen
ox)=0=0(-X)

(1) ist also urebhangig von (2) und (3).
i2:x - x| xeR.

Esist ein bekanntes Ergebnis der Analysis, dai3 (1) erfillt ist. (2) gilt nicht,
denn

i2(12(2) ) = i%4) =16+ 4= i2(2).
(3) ist erfilllt, denn

i2(X) = X2 = (=X)? =2 (= X).
(2) ist also urebhangig von (1) und(3).

. . x fur x > 0
J:X%J(X):{ _x+1firx<o!XER
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(1) ist offensichtlich erfillt, denn jede nicht negative, redle Zahl taucht as
Bild auf.

(2) gilt, wie man sich aus der Fallunterscheidung Karmadht:
x2 0 j((x)) =j(x)
x<0: j((x) =j=x+1)=—x+1=j(x).

(3) ist verletzt, dennj(2) =3 = 2=f(2).

Wie man sieht, sind de Ldsungen deser Fragestellungen Gberraschend ein-
fach. Sie sind also vorziglich geggnet, die Schiiler zu selbsténdigen, ariginel-
len Losungen anzuregen, denn die hier angegebenen Lésungen sind in keiner
Weise avangslaufig.

5. Strukturbetrachtungen

Wir wollen ein einfaches Beispiel einer weiterfiinrenden Uberlegung zeigen,
das tiber den Rahmen der Schule hinausfiihrt, aber zur Vertiefung der algebrai-
schen Aspekte der Betragsfunktion denen kann.

Sei R ein angeordneter Ring, P die Menge der nicht negativen ElementevonR.
P wird Positi vbereich von R genannt (FUCHS 19669.

N, ist z. B. Positivbereich von Z, R, ist Positi vbereich vonR.
Off ensichtlich gilt folgende Aquivaenz:
a<b-0<b-a=b-ac P

Durch b —a € Pist genau dann eine Anordnurg von R gegeben, wenn gilt
(FucHs 1966:

(A1) Wenna beP,dnna+beP,

(A2) Wenna beP, dannabe P,
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(A3) Wennag¢ Pund-a eP, dnna=0
(A4 Wennag¢P, dann-ace P.

Wir hatten R, as Positivbereich von R erkannt. R,* ist Wertebereich der
Betragsfunktion. Wir wollen ikerlegen, do manin einem Ring R Positi vberei-
che als Bildbereiche gewissr Abbildungen definieren kann. Das ist mdglich
nach folgendem Satz.

Satzz P sa Teilmenge énes Ringes R der Charakteristik ungleich 2. Pist
genau dann Positivbereich einer Anordnurg von R , wenn P Bild-
bereich einer Abbildung f vonR in sich ist mit

(1) f(Ex) +1(y)) =1(x) +f(y)

(2) f(xy) = (X))

(3) () =f(=x)

(4) Wenn x ¢ f(R), dann — xe f(R).

Beweis: Wenn P Rositivbereich ist, dannist off ensichtlich die Betragsfunktion
eine Funktion der gewiinschten Art.

Existiere nun umgekehrt eine solche Abhildung f, dannwollen wir zegen, dal?
f (R) Positivbereichist, aso de Eigenschaften (A |) — (A 4) besitzt.

Ista, be f (R), danngibt esx undy mit a=f(x) und b=f(y). Darausfolgt nach
D

a+b= f(x)+f(y) = f(f(x) +f(y)) € f(R).
Nach (2) ergibt sich

ab =f(X)f(y) =f(xy) € f(R).
Alsosind (A 1) und(A 2) erflllt.

Wir brauchen f(f(x)) = f(y) zum Nadchweis von (A 3). Das folgt aber aus (4)
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und (1), dennwegen (4) ist 0 € f(R), also 0= f(y). Damit ergibt sich aus (1)

f(f09) =f (f(x) + 0) = f(F(x) +f(y)) =F(x) +f(y) =f(x) - 0=1(x)

Sel nunace f(R) und —a e f(R), dannfolgt a=f (x) und -a=f (y). Daraus
ergibt sich

f(@ =f(f(x)) =f(x) =a
und
f(-a) =f(f(y)) =f(y) ==

Nad (3) gilt f(a) = f(-a), also a= —a Darausfolgt 2a =a+ a = 0. Dadie
Charakteristik von R von 2verschieden ist, folgt a= 0. Also haben wir (A 3).
(A 4) ergibt sich urmittelbar aus (4).

Auch hier wird man sich de Frage stellen, ob de Eigenschaften (I) — (4)
voneinander unabhangig sind; zum Nadweis kénren folgende Beispiele
dienen:

(D): fix-x*| xeR
2: fix-—|x||xeR
3): fix-x|xe R
(4): fix-0|x e R

Fir weiterfihrende Betrachtungen mit einem autonamen Axiomensystem, das
wesentli che Eigenschaften der Betragsfunktion allgemein urtersucht, sei auf
die Ausfiihrungen lber Bewertungstheoriein (v.D. WAERDEN 1966 verwiesen.
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