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Der Mathematiker bedient sich der Logik beim axiomatischen Aufbau einer
mathematischen Theorie, um mit Hilfelogischer Regeln aus den Axiomen oder
bereits bewiesenen Sdtzen neue Sdtzeherzuleiten. Wegen dieser grundegenden
Bedeutung der Logik ist es verstandich, dal? man nach einer ausreichenden
Funderung der mathematischen Logik suchte. Diese Bemiihurgen fhrten zu
Kalkilen, die man wiederum als mathematische Theorien auff assen kann. Es
handelt sich dabei um axiomatisch aufgebaute Theorien, de @nen gewissen
Bereich logischer Regeln erfasen. Aus der kaum ibersehbaren Fll e inzwi-
schen entwickelter Kalkilewoll en wir einige Grundansétze herausschélen, de
wegen der Methodk ihrer Beweise beaditenswert erscheinen. Fur weitere
Beispiele sai auf (GENTZEN 193435, HERMES 1963,KUTSCHERA 1967, LO-
RENZ 1968,LORENZEN 1962 undScHMIDT 1960 verwiesen. Wir wollen zu-
nachst einen Kalkil skizzieren, an dem wir das Aufbauprinzip erlautern und
Folgerungsbegriff e analysieren konren.

1. Folgerungsbegriffe

Ein Kalkul hat zunéchst das Begriffsnetz auf zubauen. Esist bestimmt durch de
Angabe der Zeichen undBildungsregeln.

Zeichen:

(1) Subektsvariable: x,y, z, ....
(2) Aussagenvariable: A, B, C....
(3) Funktorenvariable: f, g, h,...

(4) Pradikatenvariable: P, Q, R....



(5) Klammern: (,)
(6) Junktoren: -, -

(7) Quartor: A

(8) Gleichheitsyymbadl: =

Die Zeichen (, ), -, -, A , = nennen wir linke Klamrmer, redhte Klamnmer,
Negator, Sulpunktor, Generalisator und Gleichheitsgymbadl.

Diese Bezachnurgen (abgesehen von , linke Klammer“, , rechte Klammer*)
knipfen an Vorstellungen an, de au dieser Abstraktion gefuhrt haben. Wir
denken uns: Ein Subjekt ist ein Name fur ein Ding, ein Prédikat ist ein Name
fur eine Eigenschaft, ein Funktor ein Name fir eine Funktion. Eine Aussage
ist ein sprachliches Gebilde, das entweder wahr oder falsch ist. Aussagen
kénren verknipft werden. — bezeachnet die eénstellige Verknipfung, die eéner
Aussageihre Negation zuordnet, - bezechnet die aveistelli ge Verkniipfung,
die zwei Aussagen degenige Aussage auordnet, die durch Verbindurg zu
~Wenn....dann..." entsteht. Der Generali sator /\ steht fir die Redewendurg
LFurale.

Der axiomatische Aufbau einer mathematischen Theorie (z.B. der Gruppen-
theorie) kann as 6konamisches Arbeitsprinzip aufgefaldt werden, um namlich
gemeinsame Eigenschaften verschiedenartiger Gegenstandsbereiche (z.B.
Zahlenmengen, Abhil dungsmengen usw.) zu erfasen. Dasist durch de Ver-
wendurg vonVariablen (z.B. fir Verkntpgfungen) mdglich. Axiome und Sétze
der Theorie werden dann richt als Aussagen, sondern als Aussageformen
betrachtet.

Deshalb ist esauch fir die Logik zwedkmal3ig, statt mit Aussagen, Subjekten,
Prédikaten undFunktoren mit Aussagenvariablen, Subjektsvariablen, Pradika
tenvariablen undFunktorenvariablen zu arbeiten.



Bildungsregeln:
(1) Terme: Die Subjektsvariable x ist ein Term.

Mitt,, ... ,tistauchft, ... t,ein Term(n > 1).

Wir verwenden dabei t, t,, t,, ... s Variable fir Terme. ft, ... t, wird gelesen:
.fvont bist..*

(2) Ausdriicke  t; =t, ist ein Ausdruck.
Pt ...t ist ein Ausdruck.
Mit o ist o ein Ausdruck.
Mit o, B ist (e~p) ein Ausdruck.
Mit o ist /\xoc ein Ausdruck.

Hier verwendenwir e, B, v, ...asVariableflr Ausdriicke. (a~[3) wird gelesen:
~wenne, dann . Statt/\x o schreiben wir /\ o. (Daswird gelesen: ,fur ale

X: o".) Auf¥erdem sind weitere Abkirzungen XUlji ch:

(V) fur (= a=p),

(aAB) fUr =(=e V=),

V o for —|/\ .

X X
(aVvP) wird gelesen: , o oder B*, (a/\P) as,, o oder B \/ o as, fur wenigstens
ein x a“. X
V, A, V heiRen Adjunktor, Konjunktor und Partikularisator. -, V, A heif3en
Junktoren, /\ undV Quartoren. Umauszudriicken, dal3 de Subjektsvariable

X in o auftritt, schreiben wir o[x].



Betrachten wir e nmal

A (fxAgy).

In dem Ausdruck, auf den der Generali sator wirkt, treten de Subjektvariablen
x undy auf. x ist durch den Generalisator ,gebunden”, y dagegen rnicht. y
~kommt frei vor”.

Ersetzt man in einem Ausdruck «[X], in dem x frei vorkommt und richt im
Wirkungsbereich eines mit y gleichnamigen Quantors liegt, Uberall die Varia-
blex durch de Variabley, so erhalten wir einen Ausdruck a[x/y].

Damit haben wir das Begriff snetz des Kalkiils gebradht. Das Deduktionsger tist
des Kalkiils besteht aus den Axiomen und den Deduktionsregeln.

Axiome: (1)  (a-(B-~a))
@) (((=(B=v))=((a=P)= (=)
©) ((me==B)~(B~))
4 (A alX] - a[xi¥]),
fa)l(ls es moglichist, von a[X] zu a[x/y] tiberzugehen.

Eine Vorstellung von den Axiomen kann man erhalten, wennman z. B. (1) as
Strukturformel einer Aussage ansieht. Sieist wahr unabhéngig von der Wahr-
heit der Teilaussagen.

Deduktionsregeln:
(1)  Vone, (a-P) zup.
@) Von (e~BlX]) zu (e A BIX),
fallsxin a nicht undi:l B frei vorkommi.

(1) heif?t Ersetzungsregel, (2) Generalisierungsregel. Beide Regeln werdenin
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mathematischen Beweisen haufig verwendet.

Auch bei einem axiomatischen Aufbau der Logik ergeben sich die Probleme,
die von der Axiomatik der Mathematik her bekannt sind. Wir wollen hier
darauf nicht ndher eingehen. N&here Ausfuhrungen finden sich z. B. in (HER-
MES 1963.

Beim weiteren Aufbau des Kalkiils geht man nunso vor, dald man de Deduk-
tionsregeln auf die Axiome undauf bereits durch Anwendurg der Deduktions-
regeln auf Axiome entstandene Ausdriicke anwendet. Es entstehe z B. eine
Folge

oy, oy O, O

Wir sagen, a ist imKalkul ableitbar und rennen « eine syntaktische Folgerung
Wir schreiben

O

Dabel ist - ein Symbal, das einer Sprache Uiber den Kalkil angehért, der so-
genannten Metasprache. Die im Begriff snetz aufgefihrten Zeichen gehdren
dagegen der Objekisprache an.

Die Folge a4, ..., &, o wird als Beweis fir a bezeéchnet. Wir sprechen von
einem syntaktischen Folgerungsbegriff, weil wir von mdglichen Deutungen
absehen undlediglich formal operieren.

Um einen syntaktischen Aufbau der Logik war man schonim Altertum bemiiht,
im Mittelalter betrachtete man dann de Logik von den Deutungen her. Dieser
Prozef3 wiederhadlte sich his zu einem gewissen Grade beim Aufbau der ma-
thematischen Logik in urserer Zeit. Zu Beginn der Untersuchungen in der
Mitte des vorigen Jahrhunderts war die Logik in den Arbeiten von BOOLE,
FREGE, PEIRCE, RUSELL undWHITEHEAD stark syntaktisch ausgerichtet. Erst
seit 1930etwa, mit den Arbeiten von TARSKI, CARNAP, GENTZEN und GODEL
war man um einen semantischen Aufbau bemiht. Eine ausfuhrliche Dar-
stellung der geschichtlichen Entwicklung gbt BOCHENSKI (1956).
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Grundlegend fir die Semantik sind de Begriffe des Individuenbereichs, der
Interpretation, des Modells und des Geltens.  Sie miissen deshalb bel einem
semantischen Aufbau definiert werden.

AlsIndviduenbereich Qist jedenicht leee Menge aigelassen. Wir werdenim
folgenden n-stelli ge Funktionen ther Q und nstelli ge Attribute Gber Q betrach-
ten. (Ein nstelli ges Attribut liegt vor, wenn fiir jedes Element eines n-tupels
von Elementen aus Q der Reihe nach feststeht, ob das Attribut zutrifft oder
nicht. Esist alsoim Prinzip eine Teillmenge vonQ".) Dabei ist zunachst n € N.
Umauch n=0 zuzulasen, ist es snnwoll, die Subjekte ds null stelli ge Funktio-
nen undals null stelli ge Attribute das Wahre (w) und das Falsche (f) zu neh-
men.

Unter einer Interpretation tUber einem Individuenbereich Q verstehen wir eine
Abbildurg |, die fir alle Funktorenvariable und alle Prédikatenvariable de-
finiert ist undfir die gilt:

Das Bild einer n-stelligen Funktorenvariable ist eine n-stellige Funktion
Uber Q,

dasBild einer n-stelli gen Pradikatenvariableist ein n-stelli ges Attribut tiber
Q.

Fir eine Aussagenvariable (als null stelli ge Pradikatenvariable) A gilt also
I(A) € {w, f}.

Fir einen Term t ist I(t) bisher nur erklart, falls t Subjektsvariable ist. All-
gemein definieren wir:

I(ft, ... t) = 1)L, ... ,I(L).

Bevor wir den semantischen Folgerungsbegriff definieren, wollen wir uns an
einem sehr durchsichtigen Sonderfal die Verhdltnisse klarmachen.

Betrachten wir einmal als Grundbegriffe nur
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Aussagenvariable, Klammern undJunktoren,
als Bildurgsregeln lassen wir nur zu:

Aussagenvariable sind Ausdriicke,

mit o ist auch -« Ausdruck,

mit o undp ist (e - B) Ausdruck.

Wir nehmen als Axiome nur (1), (2), (3) undals Deduktionsregel nur (1). Das
ergibt einen Teilkalkul, den sogenannten klassschen Aussagenkalkdll.

Wennwir festsetzen

_ Ow, fallsl(a) = f,
=G s () = w,
(o - ) = Bﬂ fallsl(a)= wundI(p) =f,
[ sonst,

dannwerden ale Axiome auf w abgebil det bel jeder Interpretation.

Bereitsim Altertum findet sich bei PHILON daf Ur eine Ubersichtliche Schreib-
weisein FormvonWahrheitstafeln, de spéater von FREGE undPEIRCE systema-
tisch verwendet wurden. Wir betrachten Axiom (1). Alle méglichen Inter-
pretationen finden wir in folgender Tafel:

o p (B-) (0 (B~))
w w w w
w f w w
f w f w
f f w w
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Also gilt 1((e~(B~c))) = w fir alle Interpretationen |. Es liegt nun rehe, alle
Ausdriicke, die diese Eigenschaft haben, als Folgerungen anzusprechen, genau-
er als mantische Folgerungen der Aussagenlogik. Eine solche Folgerung ist
z.B. ((a A (a—P))-B). Wir fuhren defiir den Beweis mit Hilfe éner Wahrheits-
tafel in etwas abgewandelter Form:

(o A (o - B) - B)
w w w w w w w
w f w f f w f
f f f w w w w
f f f w f w f
1 2 3 5. 6. 7 8

Wir fillen zunachst die 1. und 3., 5. und Bpalte aus. Durch Kombination der
3. und 5.Spdlte egibt sich de 4., duch Kombination der 1. und 4. ¢ 2.,
durch Kombination der 2. und 7. ¢ 6. In ihr stehen lauter w, also wird der
Ausdruck bel jeder Interpretation auf w abgebil det, er ist also eine aussagenlo-
gische semantische Folgerung. Dabei haben wir aullerdem benutzt

(o OB) = éws,of:sll.s [(a) = wundI(p) =w,

Es ist natUrlich nicht zu erwarten, dafd wir fur beliebige Individuenbereiche
auch fir die Semantik der Pradikatenlogik ein so einfaches Beweisverfahren
erhaten werden. Dieser Sonderfall zegt uns aber, wie esmoglich ist, auch fir
die Prédikatenlogik einen semantischen Folgerungsbegriff zu definieren.

Daau definieren wir zunadst, was es heif3en soll, dal3 ein Ausdruck o bei einer
Interpretation | Uber Q gilt. Daflr sagt man auch, | ist ein Modell vona Uber
Q.
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Wir formulieren jetzt etwas abgekirzt (ohre MiRversténdrisse beflirchten zu
miissen):

D Pt ... t, gilt genau dann, wenn I(P) zutrifft auf I(t,),... I(t,).
2 t, = t, gilt genau dann, wenn I(t,) = I(t,).

(©)] =¢ gilt genau dann, wenn « nicht gilt.

4 (o) gilt genau dann, wenn mit « auch {3 gilt .

(5) /\oc Gilt genau dann, wenn « fir jede Interpretation I, mit
X

I4(X) =XeQ undl, = in alen anderen Féllen.
Damit kbnnen wir jetzt definieren:

- o genau dann, wenn o bei jeder Interpretation | Gber Q gilt. « heif3t
semantische Folgerung

Offensichtlich verallgemeinert das den bei der Aussagenlogik behandelten
semantischen Folgerungsbegriff.

Damit haben wir also zwel verschiedene Folgerungsbegriffe. Dasmag fiir den
Mathematiker zunadhst unbefriedigend erscheinen. Es zdgt sich aber, dal3
beide &uivalent sind. Genauer gilt folgendes

Metatheorem: (1) Wenn + «, dannw «,
(2) wenn o, dannr «.

Es handelt sich um einen Satz der Metasprache, denn Her wird eine Aussage
gemadht Gber objektsprachliche Sétze (1) driickt die Korr ekheit des Préadikaten-
kalkils, (2) seine Voll standgket aus.

Fir den Pradikatenkalkil gab zuerst FREGE ein Regelsystem an, von cem
Rus=LL nachweisen konrte, dald esinkorrekt war. RUSSELL undWHITEHEAD
gaben dann 19101913 einen korrekten Kalkll an und erbrachten auch den
Korrektheitsheweis. Erst 1930gelang GODEL der Nachweis der Voll standig-
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keit eines Prédikatenkalkils (erster Stufe).

Fir unseren Pradikatenkal kil sind also der syntaktische und cer semantische
Folgerungsbegriff aquivalent.

2. Beweisverfahren

Wir hatten bereits beim syntaktischen Folgerungsbegriff gesehen, wie én
Beweis zustande kommt. Durch Anwendurg der Deduktionsregeln auf Axiome
oder bereits bewiesene Sétze egibt sich eine Kette von Ausdriicken, de
schliefdlich zur Behauptung fiihrt. Esist das klasdsche Verfahren der axiomati-
schen Methodg, das dlerdingsin der Logik weitgehend formalisiert und me-
chanisiert wird. Das sll schon duch den Begriff , Kalkul“ ausgedriickt wer-
den, der an de Vorstelungen der cdculi, d.h. dr Steinchen, anknigft, mit
denen man auf dem Recdhenbrett addierte. Wir wollen einen solchen Bewels
als Deduktion bezachnen.

Die eigentliche Schwierigkeit beim Finden eines Beweises entsteht dadurch,
dad man nach jedem Schritt tberlegen muf3,welche Regel man worauf anwen-
den muf3, un zu einem Beweis eines vorgelegten Ausdrucks zu gelangen.
Diese Schwierigkeit besteht nicht in der Aussagenlogik bei den semantischen
Beweisen mit Hilfe der Wahrheitstafeln. Wie wir an urserem obigen Beispiel
gesehen haben, ist es immer maglich, in endich vielen Schritten zu entschei-
den, obein Ausdruck eine Folgerung ist oder nicht. Diese Methode 183t sichim
allgemeinen natlrlich nicht direkt auf die Prédikatenlogik anwenden. Es gibt
aber einereizvolle Variante des Verfahrens, die verallgemeinerungsfahig ist.

Invielen Féllen ist es mdglich, mit Hilfe @ner verkirzten Wahrheitstafel einen
semantischen Beweis zu fihren. Betrachten wir dazu wieder den Ausdruck

(e A (e~P))-P)-

Wir waren oben so vorgegangen, dal3 wir alle moglichen Interpretationen
untersuchten.
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Wir kdnren nunumgekehrt fragen, ob es eine Interpretation gibt, die den
Ausdruck auf f abbildet. Sei | eine solche Interpretation. Dann mif¥e eer
gelten

I((ex A (2=P)) =w undI(B)=f.
(o A (a~P)) wird genau dann auf w abgebil det, wenn
I(er) = wundl((e~p)) =w
ist. Dal(e) = wundl((a~p)) =w ist, mif¥esein I(p) = w.

I mif¥e dso B auf w undf abbilden, dasist nicht méglich. Folglich muf3 der
Ausdruck bei jeder Interpretation auf w abgebil det werden. Diese Uberlegun-
gen lassen sich in eine kurze Tabell e bringen:

(@ AN (@ - PB) - P

w w w w w f f

f

Das Verfahren findet sich in zahlreichen Lehrbichern. 1955erkannte BETH
undunabhdngig vonihm HINTIKKA , daf3 es mégli ch sein mifYe, diesVerfahren
zum Aufbau eines Prédikatenkal kiils zu benutzen, der danneinen neuen seman-
tischen Folgerungsbegriff undeine neue Beweismethock liefern wiirde.

BETH hat dies Programm durchgefiihrt, indem er semantische Tableaus ver-
wendet. Er schreibt in de rechte Spalte anes zweispaltigen Tableaus ale
Ausdriicke, die unglltig sein sollen, undin de linke Spalte dl e gliltigen.

Will man z.B. beweisen, dal3 ein Ausdruck eine Folgerung ist, so schreibt man
ihnin deredte Spalte. Wahlen wir wieder das Beispiel ((« A (a~p))-p).
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gultig unglltig
(A (e=P)) (((e A (a=B))-B)
@ B
(CY)
B

Wieder schlief3en wir wie ében, dal3 nur dann (((e A («-p))-p) ungiltig sein
kann,wenn ((a A (a~p)) gultigundp urgiltigist. In delinke Spatewird also
((ex A (—P)) geschrieben, B in deredte. ((« A (x—~P)) ist genau dann giltig,
wenn « und (e~) beide giltig sind. Sie werden also urtereinander in de
linke Spalte geschrieben. Da « und (a~) links gehen, mufd auch B links
stehen, das ist aber ein Widerspruch, denn 3 kann richt zugleich giiltig und
ungiltig sein. Das Tableau schliefdt, es werden zwei waayerechte Linien ge-
zogen, um das anzudeuten.

Wir haben eben das Beispiel mit unseren hisherigen Kenntnissen am Tableau
behandelt. Ein systematischer Aufbau muf3 das Arbeiten am Tableau urebhén-
gig von solchen Uberlegungen regeln. Wir wollen nunzeigen, wie sich damit
ein neuer semantischer Folgerungsbegriff gewinnen 1813, Dazu erldutern wir,
wie grund egende Ausdriicke im Tableau behandelt werden.

Steht - in der linken Spalte, so wird e in die redhte geschrieben.

gltig unglltig

0 o




Steht - in der rechten, so wird « in die linke geschrieben:

glltig

unglltig

o

Steht (o A B) in der linken Spalte, so schreibt man o undp untereinander in de

linke Spalte.

gltig

unglltig

(« A B)

o

B

Steht (a A B) dagegen in der rechten Spalte, so spaltet sich das Tableau auf. In
dielinke Spalte rechts wird «, in de rechte Spalte rechts wird [ geschrieben.

gultig

unglltig

(« A B)
« | P
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Entsprechend:

gultig unglltig

(«VP)

und

gultig unglltig

(«VP)

o

B

Fir die Subjunktion erhalt man:

gultig ungultig

(e~ P)
§ . . o

bzw.
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gultig ungultig
(«~p)
@ B

Auch de Quantoren lassen sich behandeln. Fir den Generali sator gilt:

gultig unglltig

A\ elx]

X
a[xly]
bzw.

glltig unglltig

A alx]

X

alxly]




Fir den Partikularisator erhalt man:

gultig

ungultig

V a[x]

a[xly]

bzw.

gultig

unglltig

V alx]

X

alxly]

AlsBeispiel eines Beweises fir einen Ausdruck mit Quantoren bringen wir:

Aalx] -V -elx])

X X
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gultig ungultig
A X1~V -alx])
- A alx] V —elx])

A elx]

X

a[x/ly]

a[Xx/ly] =0 X/y]

Esist sinnvoll, folgenden Folgerungsbegriff zu definieren - genau dann,wenn
fur x ein geschlossenes Tableau existiert. Wie BETH zeigen konrte, gilt das

M etatheorem
-0 genau dann, wenn .

Die Idee des Beweises fur ,Wenn w-«, dann ro ist beattenswert. BETH
entdedkte, dal3 man das Tableau nur vonlinks oben nach urten undvonrechts
unten nach rechts oben zu durchlaufen brauche, um eine Ableitung im Prédika
tenkalkdl zu erhalten.

Die Ideevon BETH ist 1958von LORENZEN (1958 aufgegriffen undumfunk-
tioniert worden. Ihm ging es um einen mogli chst natiirli chen undzwangsl aufi-
gen Zugang zur intuitionistischen Logik. Es wird ein Spiel zwischen zwel
Kontrahenten, Proporent und Opporent, um den behaupteten Ausdruck ge-
fuhrt. Es entsteht ein Dialog. Wir erléutern de Methode an urserem bereits
mehrfach behandelten Beispiel.

Der Proporent behauptet (((o A (e—~))-B). Das greift der Opponent an, indem
er seinerseits ((a A (e-)) behauptet. Der Proporent hat nunzwei Méglich-
keiten. Er kannsich verteidigen oder zum Gegenangriff gegen die Behauptung
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des Opporenten Ukergehen, Heibt darin all erdings die Verteidigung schuldig.
In unserem Fall ist es zwedmalig, sich zunadchst mit B zu verteidigen. Das
greift der Opporent an. Darauf weicht zunéchst der Proporent auf einen An-
oriff gegen (a A (a~P)) aus, indem er o angreift. Der Opporent moge sich
verteidigen mit . Nungreift der Proporent den zweiten Teil der Konjunktion
an. Der Opporent verteidigt sich mit («-p). Das greift der Proporent mit o
an, der Opporent verteidigt sich mit 3. Nun kann der Proporent getrost 3
behaupten, denn der Opporent hat es vor ihm behauptet. Er aber kommt damit
seiner Verteidigungspflicht nach. Der Dialog ist gewonren. Er ist offensicht-
lich so gefihrt worden, dal3 der Proporent immer mit den fir ihn schlimmsten
Reaktionen des Opporenten rechnete. Er hat also eine Gewinnstrategie. Fol-
gendes Tableau gibt den Spielverlauf wieder:

0 P
(a A (a=P)) (e A (a=P))-B)
? p
« 21
(a~P) 2
B o
p

LORENZEN definiert damit einen weiteren Folgerungsbegriff:

w— & genau dann, wenn der Proporent eine Gewinnstrategie fir o
besitzt.

LORENZEN zeigt ahnlich wie BETH das

M etatheorem: Wenn ,— «, dann «a.
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Die Umkehrung glt jedoch nicht. Ein einfaches Gegenbeispid ist der Aus-
druck (e V —), der im Prédikatenkalkil ableitbar ist, fir den der Proporent
aber keine Gewinnstrategie besitzt:

? (o V =)

Der Proporent kann her nicht unabhéngig vom Wahrheitswert von « gewin-
nen.

Dasist natirlich von LORENZEN gerade beabsichtigt, denn es handelt sich hier
um dastertiumnon daur, das die I ntuiti onisten vermeiden wollen. Tatsadhlich
|&3t sich zeigen, dal3 der Folgerungsbegriff von LORENZEN &guivalent ist zum
Folgerungsbegriff des intuiti onistischen Heyting-Kalkils (LORENZEN 1962).

Ahnlich wie bei den semantischen Tableaus werden auch hier Angriffs- und
Verteidigungsregeln anzugeben sein. Wir wollen sie kurz darstell en:
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Ausdruck Angriff Verteidigung
- o
(e A\ PB) ?1 o
?2 B
(xVPB) ? o
p
(a-P) @ p
/X\ a[X] 7y a[x/y]
V «a[x] ? a[x/y]

Daneben gibt es noch Spidregeln, de feststellen, wann undwie oft eine Be-
hauptung angegriff en werden darf. LORENZEN benutzt z.B. die Regel, dal? der
Opporent nur die letzte Behauptung des Proporenten angreifen darf, der
Proponent jedoch jede Behauptung des Opporenten. LORENZ hat 1968 mehre-
re verschiedene Regelsysteme aprobt und de sich ergebende Kalkile unter-
sucht. Man kann — etwas vereinfacht — zum klasgschen Prédikatenkal kil
gelangen, wenn man definiert:

v— o genau dann, wenn dcer Opporent keine Gewinnstrategie besitzt.

Off ensichtlich gilt nach okigem Dialog ,— (& V —ct) .

3. Diskussion der Verfahren

Man mag die Verschiedenheit der Methoden fiir belanglos halten, dasie doch
aquivaent sind. Andererseits konren bei anderen als logischen Kriterien de
Methoden durchaus unterschiedli ch bewertet werden. Z.B. sind vom psychaolo-
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gischen Standpurkt her Deduktionen fir den Lernenden ziemlich unbefriedi-
gend, dasie én bindes Nadhvoll ziehen der Schliisse erfordern. Die Verhélt-
nisse sind kei den semantischen Tableaus durchschaubarer, da hier der Ler-
nende sich selbst einen Uberblick (iber die Mdgli chkeiten des Hantierens mit
Ausdriicken verschaffen kann. Kompliziert aufgebaute Ausdriicke werden
schrittweise ébgebaut; wenn auch Tableauaufspaltungen zu einer Ausweitung
fuhren, so werden dach gleichzetig die Ausdriicke immer einfacher. Dem
Lernenden erschliefét sich dabei ein,, Baum* von Ausdriicken. (auch daswurde
von BETH systematisch urtersucht.) Das gilt auch fir die Dialoge. Sie liefern
auferdem noch den Anreiz, eine Gewinnstrategie zu suchen. Hier liegt die
Mdoglichkeit einer natlrlichen Motivation des Beweisens. Sie kann in der
Schule von grof¥er Wichtigkeit sein. Aulierdem kdnnen Dialoge éne Gewinn-
strategie des Proporenten sichtbar werden lassen, ohre dal? dese natwendiger-
weiseformalisiert sein muf3.Darin liegt die M6gli chkeit, die Abstraktionsebene
zu variieren. Auch das ist ein wertvolles methodsches Hilfsmittel. Es er-
scheint also durchaus reizvoll, anhand von Dialogen eine Konzeption des Be-
weisenlehrens fir die Schule au entwickeln.
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