10. Dialogisches L ehren von Beweisen

Die Schulwarte 22 (1968, 765771

In einer axiomatisch aufgebauten mathematischen Theorie haben Beweise die
Funktion, de Wahrheit mathematischer Aussagen zu sichern. Ein Beweis
entsteht, wenn man logische Regeln auf Axiome oder bereits bewiesene Sétze
so anwendet, dald sich schliefdlich der behauptete Satz ergibt. Das ist leichter
gesagt as getan, ja es madht vielleicht den besonderen Reiz mathematischen
Arbeitens aus, dal? sich sogar elementar formuli erbare Behauptungen manch-
mal nur schwer, etli che bisher Giberhaupt nicht beweisen lassen. So steht beim
mathematischen Arbeiten das Suchen nach Beweisen meist im Vordergrund.

Fir die Mitteilung von Mathematik behauptet sich, zwar immer wieder
angefochten, der zuerst von EUKLID praktizierte global axiomatische Aufbau.
Obwohl er zum Verstandris angeblich nu gesunden Menschenverstand vor-
aussetzt, zagen sich erfahrungsgemal’ immer wieder Schwierigkeiten, wenn
sich Lernende in eine so aufgebaute Theorie @narbeiten wollen. Durch die
Untersuchungen von WERTHEIMER wei 3 man, dald siemei st dadurch entstehen,
dal’ dem Lernenden ein blinder Nachvoll zug der einzelnen Schritte augemutet
wird. Gute Lehrbiicher helfen desemMangel ab, indem sie die Begriffshil dun-
gen und Fragestellungen motivieren und immer wieder die énzdnen Gedan-
kenschritte im Hinblick auf das Ziel erlautern.

Aber selbst dies Arbeiten setzt psychal ogische Gegebenheiten voraus, dienoch
nicht in jeder Altersgufe vorhanden sind. Ein verantwortungsbewu(der Lehrer
hat diese psychologischen Bedingungen zu beriicksichtigen. Es entsteht dann
freilich fur ihn das Problem, inwieweit unter diesen Vorausstzungen Ma-
thematik Uberhaupt méglichist. In bezug auf das Beweisen hat in der Vergan-
genheit die Schule weitgehend kapituliert, indem sie auf diese verzichtete. Wir
wollen untersuchen, ob ds wirklich néig ist. Dazu wollen wir zunadst die
beim Beweisen auftretenden Schwierigkeiten betrachten.

Daist zunadhst das Problem der Mativation. Viele mathematische Aussagen
sind anschaulich so klar, daf3 Beweisversuche des Lehrers auf Unverstandnis
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stofen. Auch ein Hinwels auf das Wahrheitsproblem hilft nach meinen
Erfahrungen wenig, denn es stellt sich hier dem Schiler gar nicht. In der
Grundschule und der Unterstufe der weiterf ilhrenden Schulen ist fir die Schik
ler weitgehend de Anschauung Fundament ihrer Einsicht.

Man koénrte es nun damit versuchen, gewiss logische Abhdngigkeiten zu
zeigen. Das stzt aber ein ,,Bewul¥sein von der Hierarchie der Einsichten®
(WITTENBERG) voraus, das langsam wachsen muf3.

Jeder Beweis erfordert eine Formalisierung In der Mathematik bedient man
sich dazu gewisser Variablen undZeichen. Bereits der herkémmliche Algebra-
unterricht, der imwesentlichen nur mit Subjektvariablen arbeitet, hat ziemliche
Schwierigkeiten beim Einprégen der Regeln zu Gberwinden. In der Grund- und
Hauptschule hat man bisher selbst darauf meist verzichtet, daman de psycho-
logischen Schwierigkeiten fir zu grof3 hielt.

Die bisher ungeldsten mathematischen Probleme zegen, dal3 es keineswegs
trivial ist, mathematische Beweise a1 geben. Viele Beweise afordern eine
Idee Es ist damit das Problem des Findens angesprochen. Bemiihurgen zu
einer systematischen Theorie des Findens snd in den Untersuchungen von
PoLYA zur Heuristik gegeben.

Das Beweisen erfordert eine Kenntnis 1ogscher Regeln. Sie mul3 erst erwor-
ben werden. Es zeigt sich aber, da3 Kinder schon sehr friih logisch richtig
operieren, wenn sie dazu herausgefordert werden.

Wenn man nun de Versuche der Lehrblcher betrachtet, so hat man den Ein-
druck, da’3 de Autoren gelegentlich Beweise @nstreuen, um ihr mathemati-
sches Gewissen zu beruhigen, dal3 aber eine klare Konzeption des Beweisen-
Iehrens fehlt.

Es soll hier versucht werden, ein solches Konzept zu entwickeln. Es griindet
sich auf den in der Mathematik verwendeten Dialogen von P. LORENZEN und
K. LORENZ.
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Es werden Dialoge um mathematische Aussagen von zwei Partnern, dem
Proporenten und cem Opporenten, gefiihrt. Der Dialog beginnt mit einer
Behauptung des Proporenten, de vom Opporenten angegriffen wird. Der Pro-
porent kann sich nun verteidigen oder zum Gegenangriff Ubergehen. Der
Dialog ist vom Proporenten gewonren, wenn er sich verteidigen kann. Natur-
lich bestehen in der Regel zahlreiche Mdglichkeiten, einen Dialog um eine
Aussage zu fihren. Wenn der Proporent jeden Dialog um eine Aussage gewin-
nen kann, wenn er also eine Gewinnstrategie besitzt, so soll die Aussage ds
bewiesen angesehen werden. Der Beweis kann damit motiviert werden as
Gewinnstrategie in einem Diaog. Diese Motivation ist fur die Schiler in der
Regel natirlicher als die tiber das Wahrheitsproblem. Denn der Schiiler steht
haufig in Situationen, de es fir ihn wiinschenswert erscheinen lasen, eine
Gewinnstrategie zu besitzen. Man denke nur an Diskussonen mit Eltern,
Lehrern, Polizisten usw., an Wettkémpfe oder Glickssiele.

Als Beispiel betrachten wir die Aussage:

Jede ungerade Zahl laf sich as Differenz aufeinarderfolgender Quadrat-
zahlen schreiben.

Der Opporent beawveifelt diese Aussage des Proporenten, indem er z. B. die
ungerade Zahl 7 vorlegt. Der Proporent verteidigt die Aussage gegen diesen
Angriff, indem er zegt:

7=16-9=4-3.

Er hat damit den Dialog gewonren. Es werden nuneinige Dialoge dieser Art
gefiihrt, bis schtbar ist, dal3 der Proporent eine Gewinnstrategie besitzt, dald er
ndmlich bei einer vorgelegten urgeraden Zahl stets die beiden fraglichen
aufeinanderfolgenden Quadratzahlen angeben kann. Er kann das z. B. dadurch
sichtbar werden lassen, dai3 er schreibt:

9 :E%lg - _1§ =52 —42 =25 —16.
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Die Spielstande werden zwedkmaligerweise in einem Tableau ndiert:

o P

Jede ungerade Zahl lalét sich a's Diff erenz aufeinander-
folgender Quadratzahlen schreiben

7=16-9=4#-3

?7
?9
e _2_2_E9+1ﬁ_t9—1ﬁ
9=25-16=54'= 5 —f -5 [
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Wir haben im dritten Dialog formal argumentiert und wns damit klargemadt,
dai3 der Proporent eine Gewinnstrategie finden kann. Diese braucht er an sich
dem Opporenten nicht zu verraten. In der Renaissance versuchten aus
Prioritétsgriinden Mathematiker einerseits zu zegen, dal3sie zB. fir dasLdsen
von bestimmten Gleichungstypen Gewinnstrategien besal3en, andererseits aber
gerade diese Gewinnstrategien zu verschleiern. Diese Skalader Mdgli chkeiten
ist natiirlich auch im Unterricht gegeben undgestattet reizvoll e Varianten des
Spiels. Alle Dialogspiel e sollten aber schliefdlich dach zu einer Betrachtung der
Strategien flihren, denn erst eine Gewinnstrategie stellt einen Beweis dar.

Es gibt verschiedene M &gli chkeiten, darzustell en, obeine Gewinnstrategie vor-
handen ist. Betradhten wir einmal folgendes Tableau:
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Der erste Dialog wird blind konkret gefihrt. Der Proporent hat keine Gewinn-
strategie, denn mit dem Ausrechnen kann er Gliick oder Pech haben. Im zwei-
ten Dialog dagegen wird eine Gewinnstrategie sichtbar, der Dialog wird pro-
duktiv konkret geflihrt. Der dritte Dialog spielt sich produktiv formal ab. Wir
haben damit die M dgli chkeit, die Nadchweisebene au varii eren. Diese Variation
der Nachweisebene gibt dem Lehrer als Opporenten de Mdglichkeit, das
Abstraktionsniveau dem psychologischen Entwicklungsgand der Schiler
anzupasen. Esist mathematisch durchaus zu vertreten, sich mit einer niedrige-
ren Abstraktionsgufe a1 beschrénken.

Esist aso bereitsein Beweis gegeben, wenn de Schiiler als Proporenten sagen
kénren, nach welcher Strategie sie abeiten. Esmul3lediglich de Einsicht vor-
handen sein, dal3 es sch um eine Methode handelt, die bei allen Dialogen um
diese Aussage a1 einem Gewinn fiihrt. Das Formali sierungsproblem |6st sich
auf diese Wase, indem der Lehrer sich dem Entwicklungsgand der Schiiler
anpasen kann. Mit zunehmendem Abstraktionsvermdgen sollte sich das
Beweisen dann von den Dialogen 16sen, um zu der heute dblichen Form zu
gelangen. Fur die Grund undHauptschule escheint es dagegen sinnvoll, sich
mit einer niedrigeren Abstraktionsgufe au begnigen.

Unser Beispiel zeigt uns auch, dal3 bei den Dialogen Gebrauch gemacdht wird
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von bereits bewiesenen Regeln (Hier Kommutativitat der Multi pli kation nattirli -
cher Zahlen). Hier kann eine Hierarchie der Einsichten geschaff en werden, ja
sieist notwendige Vorausstzung zum Bewulmacdhen einer Gewinnstrategie.

Nad meinen Erfahrungen im Unterricht stellen de Dialoge éne starke Heraus-
forderung zu selbsténdigem Arbeiten dar. Sie eleichtern das Finden von
Beweisen undregen haufig zu verschiedenen Beweisen an. Ein Beispiel aus
der Potenzrechnurg, das ich in einer 10. Klase enes Aufbaugymnasiums
gewonren habe, mdge das erléutern. Als Basis hatten wir:

a=a da=d"; &=a..-a (nFaktoren); a-a" =a"™

0 P
&l = (ab)"

?2 ab” = (ag(bb) = (ab)(ab) = (ab)®

?3 a’b’ = (aag(bbb) =(ab)(ab)(ab) = (ab)’
a’b’ = (afa)(b’b) = (&b?)(ab) =(ab)°

Die Schiler hatten bereits erkanrnt, dal3 es auf die Variable n ankomnt. Im
zweiten Dialog gab esimmerhin schonzwei Gewinnstrategien.

Der Fall n=4 sa Uberschlagen. Betrachten wir denFall n=5:

o P

25 | &b° = (aaaa}(bbbbb) = (ab)(ab)(ab)(ab)(ab) = (ab)®
a’b° = (') (b'b) = (a'b”)(ab) =(ab)"(ab) = (ab)°
ab® = (a%&)(b*?) = (a¥b’)(efb?) =(ab)’(ab)” = (ab)°
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Hier arbeiteten de Schiller als Proporenten nach drei Strategien. Eine Diskus-
sion ergab, dal} de esten beiden Gewinnstrategien sind, wéhrend nu fir
gewisen dedritte éenfalls Gewinnstrategie ist. Bel der Diskusson kemerk-
ten die Schiler auch de Abhéngigkeit der Strategie von der gewahiten De-
finition der Potenz. Nachdem ich de Strategien hatte beschreiben lassen, be-
muhte ich mich um eine Formalisierung. Fur die aveite Strategie egab sich:

0] P

ab" = (ab)" fiir dllen e N
2m | db =ab = (ab)!
ab’ = (da) (b'b) = (ab) (ab) = (ab)'(ab) = (ab)?

dbk = ... =(ab)*
a1 = (ata) (B4b) = () (ab) = (ab)' (ab) =(ab)*"

ab" = .. = (ab)"

Das ist natiirlich de Methode der vollstandigen Induktion, de sich hier auf
ganz natrliche Wese egab. Ich habe sie an dieser Stell e dlerdings noch richt
als algemein tragféhige Methode agehoben, was mir aber as moglich er-
scheint. In einer dritten Phase habe ich de Gewinnstrategie ohre Tableau
hinschreiben lassen, es ergab sich der Beweisin der klassschen Form.
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Das Beispiel zeigt uns die heuristische Leistungsfahigkeit der Dialoge. Natur-
lich gibt es auch bei dieser Methode Beweise, die die Schiler als Proporenten
nicht finden kénren, dadie Idee den eine gewisse Originalitét erfordert. Hier
kann cer Lehrer as Proporent operieren und rach und rach de Schiller seine
Strategie durchschauen lassen. Ein gut gedgnetes Beispiel ist daf ir der Beweis
fur die Nichtabzahlbarkeit der redlen Zahlen.

DieDidoge setzen natirli ch auch gewisselogische Techniken voraus. Ich habe
aber eine Reihe von Beispielen gesammelt, wie durch Dialoge schonKinder im
friihen Alter logisch richtig argumentieren lernen. Daflr zwei Beispiele:

Kind (6 Jahre): , 1ch méchte bitte én Eis.”
Mutter: »WennduEisif, bekommst du Bauchschmerzen .

Das Kind versucht es beim Vater, der von cer Antwort der Mutter nichtsweil3,
und het Erfolg. Es bekomnt sein Eisunderzéhlt der Mutter:

Kind: »1ch habe Eis gegeseen undkeine Bauchschmerzen
bekommen.

Das Kind hat also logisch richtig eine Aussage der Form a = b negiert mit
a/\ -b.

Folgendes Beispiel spielt sich am Mittagstisch ab:
Mutter: »DU IRt wie én Baby."
Kind (7 Jahre): ,,Du warst auch mal ein Baby."

Die Mutter will antiautoritér reagieren.

Mutter: »Jeder war ein Baby."
Kind: »Nicht jeder war ein Baby."
Mutter: »Wer denn richt?*

Kind: +~AdamundEva“
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Hier negiert das Kind richtig eine Aussage der Form /\X A(X) mit VxﬂA(x)

und erbringt daftr durch Angabe eines lchen x (hier durch Angabe sogar
zweier solcher Elemente) den Nachweis. Man sollte énmal durch Beobaditung
solchen Argumentierens die Entwicklung der logischen Fahigkeiten systema-
tisch urtersuchen.

Zusammenfassend kdnren wir feststellen, dal3 es mit Hilfe von Dialogen
moglichist, einigen altbekannten Schwierigkeiten beim Lehren des Beweisens

zu begegnen.

Die Variationsmdglichkeit gestattet eine gute Anpasaung an die psychaogi-
schen Fahigkeiten, ohre daf3 es nétig ware, mathematisch inkorrekt vorzuge-
hen. Auch de Anforderungen an Strenge, die heute von einem Puristen fir
einen Beweis gefordert werden, werden mit ziemlicher Sicherheit in flnfzig
Jahren Ukerholt sein. Gerade diese Einsicht legitimiert unser Vorgehen.

Wenn man eine Aussage ds bewiesen ansieht, sobald der Opporent keine
Gewinnstrategie besitzt, so erhélt man sogar die klasgsche Logik undist damit
nicht an dieintuiti onistischen Einschrénkungen von LORENZEN gebuncen, wie
LORENZ gezegt hat.

Eine weitere Rechtfertigung mag man daran sehen, dai3 einige grundegende
Definitionen der klassschen Mathematik regelrecht auf Dialoge augeschnitten
erscheinen. Es i nur an de , Epsilontik” erinnert.

Vor einem miglichen Milversténdnis =i aber ausdriicklich gewarnt. Es ist
nicht meine Absicht, eine Form des Beweisensfir die Schule énzufiihren. Die
Dialoge sollen in enger Verbindurg zur Heuristik zu den mathematischen
Beweisen in klassscher Form hinflihren. Das <chlief3t nicht aus, dal man sich
in bestimmten Altersgufen mit der Dialogebene beschrénken kann.

Damit scheint mir eine ausreichend tragfahige undgeniigend legiti mierte Kon-
zeption fir das Lehren des Beweisens gegeben zu sein. Wir wollen sie
abschlief3end skizzieren:
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1. Das Lehren des Beweisens ielt sich in folgenden Stufen ab:

1. Stufe;
2. Stufe:

3. Stufe.

4. Stufe:

5. Stufe:

6.Stufe:

7. Stufe;

Logisch richtiges Argumentieren.
Produktiv konkretes Operieren im Dialog.

V erbales Formulieren der Gewinnstrategie im Dia-
log.

Formales Operieren im Dialog.

Diaogfreies formales Operieren ohne Formalisie-
rung der Sprache.

Formale Logik.

Formalisiertes Beweisen.

2. Esgibt eine den psychol ogischen Gegebenheiten angemessene Hochststufe,
die areicht werden kann undangestrebt werden sollte.

3.Bei Schwierigkeitenin der angestrebten Stufe sollte der Lehrer bei einer nie-
drigeren beginnen und @nn schrittweise ehdhen.

4. Der Lehrer sollte es gets anstreben, de Schiler von friheren Stufen zu
|6sen, wenn eine hdhere areicht ist.

Anmerkung

CoURANT undRoBBINS haben bereits darauf hingewiesen, dad man sich den Kovergenznachweis
vor dem Hintergrund eines Wettstreits veranschaulichen kann.
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