8. Die didaktische Funktion des Beispielsim Mathematikunter-
richt
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Es ist ein klasdsches Prinzip des Mathematikunterrichts, die Schiler durch
gedgnrete Beispiele als ,, Einstieg” auf einen adlgemeinen Sahverhalt zu fuh-
ren, diesen alstrakt zu beweisen und amschliefiend duch Beispiele zu ill u-
strieren. Damit wird das Beispiel in seiner method schen Funktion gesehen. Es
ist heuristisches Mittel, um einen Sdz zu entdecken, undesist eine psychologi-
sche Hilfe, den Sdz a1 verstehen. Es fragt sich, ob damit bereits die didakti-
schen Mégdlichkeiten erschopft sind.

Auch unabhégig von der Lehre hat das Beispid in der Mathematik Bedeutung.
Sowird etwa ein Sdz der Art: ,, Es gibt ein Element x mit der Eigenschaft A
(¥)“ bewiesen duch Angale @nes x mit dieser Eigenschaft, also eines Bei-
spiels. Einedidaktische Analyse hat auch desen Aspelt zu berlicksichtigen. Wir
wollen deshalb Funktionen des Beispielsim nmathematischen Erkenntnisprozel3
zeigen undsie didaktisch diskutieren.

1. Das Beispiel im Mathematisierungspr ozef3

Die Mathematik ist eine @gensténdige Wissenschaft, die wohl Anwendungen
zul &}, aus dieser Mogli chkeit auch standig neue Impulse ehélt, doch nicht davon
abhéngig ist. Das llte @er nicht den Blick daf ir verschlief3en, dafd Mathematik
entstanden ist in der Mathematisierungrealer Sechverhalte. Jeder genetisch arien-
tierte Unterricht wird deshalb versuchen, diese Quellen zu erschlief?en und draus
Leben zu schépfen. So hat es Sinn,im Anfangsunterricht ,, Mathematik aus der Erde
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(Geometrie)* zu treiben (WAGENSCHEIN 1962). In Erweiterung dessen kann man
die , systematische Verwendurg der Anwendurgen* als fruchtbares Unterrichts-
prinzip ansehen (ENGEL 1968. Was geschieht nunaber bei der Mathematisierung
eines Sachverhalts?

Siewird stets eingel eitet durch einen Abstraktionsprozel3. Gegeben ist eine Menge
von Dingen. Man betrachtet sie auf gewisse Eigenschaften hin. Es entsteht eine
Zerlegung in Klassen, indem man Gegensténde, die in einer bestimmten Eigen-
schaft Ubereinstimmen, zu einer Klasse ausammenfaldt. So kann man z.B. de
Mengen (eines gegebenen Mengensystems) mit je avei Elementen zu einer Klasse
zusammenfassen. In der Klasse befinden sich dann nur Mengen mit gleicher Ele-
mentenanzahl. Im allgemeinen versucht man, den Gegenstandsbereich mdgli chst
wenig einzuschrénken. In urserem Beispiel fiihrt das zur natirlichen Zahl 2.

Es gibt aber auch andere Abstraktionsgufen. So sind z.B. fir die Zahl 2im Volks-
mund noch Einschrénkungen erhalten gebli eben, wenn man etwa von einem Joch
Ochsen, einem Liebespaar, einem Duett oder von Zwilli ngen spricht. Hier wird de
Zahl 2 in Verbindurg mit verschiedenen Objekten verschieden ausgedriickt.

Ob ein Klasenhil dungsprozeld duch Abstraktionrichtig vollzogen worden ist, 113t
sich daran erkennen, dai3

1. dl e Elemente des betrachteten Gegenstandsbereichs zu einer Klasse gehdren,

2. kein Element zu zwel Klassen gehdrt und

3.keineKlasleg ist.
Genau das geschieht ja auch, wenn die Schiller einer Schule in Klassen eingeteilt
werden. Bemerkenswert ist, dal3 deselben Schiler bei den Bundesjugendspielen
andersin Klassen eingeteilt werden. Ein Gegenstandsbereich &3t also gewdhrlich
zahlreiche Abstraktionen zu.

Waéhrend die Frage der Korrektheit klar beantwortet werden kann, ist eswesentlich
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schwieriger zu beurteilen, obein bestimmter Klassenbil durgsprozef3 dem Gegen-
standangemesenist. So sindja zB. im padagogischen Raum die Jahrgangsklassen
umstritten, auch manche M athematisierungsversuchewirken unssend. Man denke
nur an de weitgehende Abstraktion der Pythagoréer, die alles durch (rationale)
Zahlen erfassen wollten, oder an manche Statistiker, die der Intimsphére des Men-
schen mit Zahlen auf den Grundkommen wollen. Es kann also duchaus sin, daid
ein Mathematisierungsprozel? cer Sache unangemessen, fir sich als mathematische
Theorie der reizvoll ist.

Oder die Mathematisierung geht Giber das hinaus, was beabsichtigt wurde. Will man
z. B. mehr Geld ausgeben, als man besitzt, so mufd man Schulden machen. Diesen
Sachverhalt kann man duch negative Zahlen erfassen. Im neuen Zahlenbereich,
den ganzen Zahlen, kann man addieren.

Z.B. bedeutet (-3) + (-2) = -5: Hat man 3DM Schulden gemadt undmacht noch
2 DM Schulden, dann hat man insgesamt 5 DM Schulden gemadht.

Man kann auch multiplizieren: (-3) - (-2) =+6; aber dies Ergebnis 183t sich nicht
am Ausgangsbeispiel deuten.

Fir andere Féll e liefert die Multi pli kation aber praktische Deutungen. Das madht
einen besonderen Reiz der Mathematik aus; Beim Mathematisieren werden Ergeb-
nise ezielt, die Uber das urspriinglich gestedkte Ziel hinausgehen, de unter Um-
sténden in groferem Rahmen anwendbar werden, der vidleicht noch gar nicht
bekannt war.

Die Frage der Angemessenheit einer Mathematisierung kann also nu auferma-
thematisch beantwortet werden. Mathematisch 1803t sich lediglich eine notwendige
Forderung angeben.

Wir haben einen Mathematisierungsvorgang geschildert, bei dem die Abstraktion
selbst zu Begriffen flihrt, die mathematisch behandelt werden. Haufiger ist esal er-
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dings so, dal? kereits ein mathematischer Gegenstandsbereich vorliegt, der zur
Mathematisierung herangezogen wird. Liegt z. B. ein System von Mengen

{+,|},{T,J_},{a, b},{X, Y, Z}!{O! O, ®}!{A! v, D}v{ﬂvﬂ! ﬁ}

vor, so kann man es auf natiirliche Zahlen abbil den. Jeder Menge wird dabel eine
bestimmte natiirliche Zahl zugeordnet. Wir sprechen von eindeutiger Zuordnurg.
Esqilt z.B.

{1 {ab {xy,2} {o,0,8} {a,v,00} {1, , $}
2 3

Dabel haben wir die eindeutige Zuordnurg durch einen Pfell beschrieben. Der
Originalbereich der Mengen wird hierbel abgebildet auf den Bildbereich der
Menge von nattirlichen Zahlen. Zu beadten ist, dal3 bei dieser Zuordnurg eine
natlrliche Zahl zu mehreren Mengen gehort.

Die Eindeutigkeit der Zuordnurg ist aber noch zu wenig. Die agentliche Ma-
thematik beginnt ja st beim Arbeiten mit Relationen undOperationen. Auch sie
sollen wiedergegeben werden. Betrachten wir z.B. die Vereinigung von Mengen

{7, 3 a, v,00} ={7, 1, a,v,0}
Ihr entspricht die Summe natirli cher Zahlen
2 + 3 = 5.

DaRRsich hier auch de Rechenoperationen Ukertragen, zeigt das Zuordnurgschema



{T’ J‘} v {A’V9 D} = {T’ J" A’ V’D}

S

Die Vereinigungsmenge der beiden Mengen wird abgebildet auf die Summe der
natUrlichen Zahlen, auf die sie ebgebil det wurden. Sindalso Gegenstande g beines
Original bereichs mathematischen Objekten A, B eines Bil dbereichs eindeutig zu-
geordnet und kesteht zwischen aund b de Relation arb, dann soll auch fir eine
entsprechende Relation R gelten ARB, die Abbildurg soll relationstreu sein. Man
nennt eine derartige relationstreue Abbil dung einen Homomor phismus. Der Begriff
des Homomorphismus ist einer der wichtigsten der modernen Mathematik. Fir
weitere schore Beispiele aur Erhellung dieses Begriffs s auf die Arbeit von A.
KIRSCH (1965 verwiesen.

Im mathematischen Bil dberei ch kann es Rel ationen geben, denen bei eéinem Homo-
morphismus keine Relation des Originalbereichs entspricht und umgekehrt. Des-
halb fuhrt jeder Mathematisierungsprozeld zu einer gewissen ,Verarmung”. Das
war wohl auch der Grund dafiir, dal3 GOETHE so |eidenschaftlich gegen die Farben-
|ehre NEWTONS kémpfte.

Ein Objektbereich kann durch ,, gleichwertige mathematische M ethoden beschrie-
ben werden. Ich kann z.B. den 5DM Schulden de Zahl -5, aber auch de Klass
{0-5, 1-6, 2-7,...} der Differenzen zuordnen.

Natirlich gibt es auch in der Mathematik Geschmadksfragen, etwa welche Dar-
stellung eleganter, welche kiirzer, welche énprégsamer ist. Die,, Gleichwertigkeit*
|&03t sich aber mathematisch prazs erfasen durch den Begriff der Isomorphie. Das
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ist ein Homomorphismus, bei dem auch de Zuordnurg vom Bildbereich zum
Originalbereich eindeutig ist. In urserem Beispiel ordnen wir zu

-5--{0-5,16,27,.}.

Wir stellen de Zuordnurg dar durch einen Doppelpfeil und sprechen von einein-
deutiger Zuordnury.

Es sal ausdriicklich darauf hingewiesen, daf3 auch Isomorphismen immer nur
gewisse Relationen erfasen. Es handelt sich bei Bestehen einer Isomorphie awi-
schen zwei Bereichen aso immer nur um ,, Ubereinstimmung® beziglich gewisser
Relationen. Das &t Raum fir aulermathematische Entscheidungen beziglich der
Wahl eines mathematischen Gegenstandsbereichs zur Mathematisierung.

Naturlich kann kei einer Mathematisierung eines Gegenstandsbereichs auch
Isomorphie zwischen Original- und Bildbereich bestehen. Das wird aber an sich
nicht angestrebt, dennjede Mathematisierung soll ja egentlich eine Vereinfachurng
erzielen. Das kann man erreichen durch eine lediglich eindeutige Zuordnurg oder
durch Absehen von einigen Relationen oder durch beides.

Wir wollen nun ddaktische Folgerungen ziehen. In der Grundschule ist es z.B.
Ublich, in das Rechnen mit Zahlen mit Hilfe von ,konkreten Spielhandlungen®
einzufihren (BREIDENBACH 1963. Dasist im Grunce lediglich ein Mathematisie-
rungsproze3, wie wir ihn eben beschrieben haben. Er ist nur dann mathematisch
einwandfrei, wenneine Homomorphie (BREIDENBACH verwendet statt dessen etwas
verschwommen den Begriff der Isomorphie, meint aber wohl auch nur Homomor-
phie.) zwischen Spielhandung (Originalbereich) und mathematischem Bereich
(Bildbereich) bestent. Es geht dem Lehrer frei, sich isomorpher mathematischer
Bereiche a1 bedienen.

In der didaktischen Analyse stellt sich dem Lehrer al erdingsdie Frage meist in der
umgekehrten Form. Er hat einen mathematischen Gegenstand, den er den Schillern



7

beibringen mdchte. Dafiir sucht er ein konkretes Einflihrungsbeispiel. Von der
Mathematik her gesehen hat dies Beispiel die Forderung des Homomorphismus zu
erfillen. Natirlich ist das ein ddaktisches Kriterium, das von der Mathematik her
gegeben ist. Die mdgli chen Beispiele werden durch weitere didaktische Forderun-
gen eingegrenzt, die éwaaus dem psychologischen Bereich stammen, wie Lebens-
ndhe, Einfachheit und Motivationsgrad. Uns geht es hier um den mathematisch
erfal3baren Teil der didaktischen Anayse. Auch bei der Wahl der mathematischen
Darstellungsformist lediglich de Forderung der Isomorphie vom methemati schen
Standpurkt her zu betrachten.

Natirlich sind dese Kriterien schonimmer intuitiv von guten Lehrern verwendet
worden. Die mathematischen Begriff e kdnrnen aber den mathematischen Tell der di-
daktischen Analyse versadili chen. All e Gebiete des Mathematikunterrichts llten
in dieser Weise analysiert werden. Einetreff ende Analyse der Bruchrechnungistin
jungster Zeit von H. GRIESEL (1968 gegeben worden.

Das Beispidl stellt also beim Mathematisieren die konkrete Ausgangsbasis dar. Es
wird hamomorph abgebildet in de Mathematik, in der gegebenenfalls die Wahl
zwischen isomorphen Bereichen gegeben ist. Der Unterricht kann desen Vorgang
simulieren, wenn er sich den mathematischen Kriterien urterwirft, ohre dai3 er
alein durch sie bestimmt wére.

2.DasBeispid in der Axiomatik

Die Mathematik wird heute fast ausschliefdlich as deduktive Wissenschaft aufge-
fald. An den Anfang einer mathematischen Theorie wird ein Axiomensystem
gestellt, das aus einer Rethevon Sétzen A, ..., A, besteht. Ausihnen werden nach
den Regeln der Logik neue Sétzehergel eitet. Dasgrofe Vorbil d einer so dargestell -
ten mathematischen Theoriesinddie,, Elemente” des EUKLID, die,, Grundagen der
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Geometrie* von D. HILBERT und das Werk des BOURBAK I-K reises.

Es handelt sich bei diesen Formen der Axiomatik um Musterbeispiele formalen,
abstrakten Operierens. Sieht man nu diesen Formalismus, dann Ukersient man
leicht, da’ das Beispiel hier drei grundegende Funktionen Gbernimmt.

Zunachst wird duch Angabe d@nes Beispiels der Nadchweis erbracht, dad das
Axiomensystem Uberhaupt erfllll bar ist, dal3 es also Uberhaupt einen Gegenstands-
bereich gibt, der von dem Axiomensystem erfaldt wird. Das ist durchaus nicht
selbstversténdich. Wenn ich z. B. in der ebenen Geometrie @ne Theorie der
gleichseiti g-rechtwinkligen Dreiedke entwickeln will, muRich schnell erkennen,
dal3 es ein sinnloses Bemiihen ist. Denn es gibt keine solchen Dreiedke. Meine
Aussagen dartiber wéren also dlelee. In desem Fall war das leicht zu erkennen.
Liegt aber ein System kompli zierter Axiome vor, so ist nicht ohne weiteres erkenn-
bar, ob es erflillbar ist. Es mu3ein Beispiel entwickelt werden, man spricht dann
auch von einem Modell des Axiomensystems. Das gilt im weiteren Verlauf der
Theorie aich fur neu eingefiihrte Begriffe.

Wenn man Axiomatik treibt, dann het man den Wunsch, mit mdgli chst wenigen
Sétzen als Fundament eine Theorie a1 entwickeln. Man mdchte dso vermeiden, zu
viel in das Axiomensystem zu stedken. Es handelt sich hierbei im Prinzip darum,
Formulierungen wie den ,,weil3en Schimmel“ zu vermeiden. Es hat Jahrhunderte
gedauert, bis es gelungen ist, die Forderung ,, mdglichst wenige Axiome" so zu
prazsieren, dald man eine Beweismethode entwickelt hatte.

EukLID gibt z. B. in seinen ,, Elementen den Satz von der Existenz eéner Parallelen
Zu einer gegebenen Geraden durch einen gegebenen Punkt auf¥erhalb der Geraden
as Axiom (in urserer Terminologi€) an. Bis vor reichlich 100Jahren haben sich
die Mathematiker abgequélt, zu entscheiden, ob des,, Axiom* nicht aus den ande-
ren bewiesen werden kénne, obalso nicht EUKLID zu vid des Guten getan hétte.
Dann fanden gleich mehrere Mathematiker den Ausweg. Die Ehre EUKLIDS ist



gerettet.

Es kommt darauf an, zu zeigen, da3 ein Axiom A, unabhéngig von A,, ..., A,
Ap - A, 18t d.h. ncht aus ihnen gefolgert werden kann. Die Beweismethode
besteht darin, ein Modell fir A,,...,A, 1, Agiar-- A, @nzugeben, in dem A, nicht gilt.
Gibt es namlich ein solches Modell, dann miissen ale Folgerungen des Axiomen-
systemsinihmgelten. Wére dso A, eine Folgerung, dannmiif¥e auch A, gelten. Es
ist aber gerade so eingerichtet, dal?3 das nicht der Fall i st.

Ein einfaches Beispiel: Esist sinnvoll, von einem gleichschenkli g-rechtwinkligen
Dreiedk zu sprechen, denn es gibt ein Dreiedk, das gleichschenklig, aber nicht
rechtwinkligist, undes gibt auch eins, das rechtwinklig, aber nicht gleichschenklig
ist. Beispiele dienen also zum Fiihren von Unabhéngigkeitsbeweisen.

Eine dritte Funktion ergibt sich schliefdlich bei dem Problem der Vollstandgkeit.
Jeder Axiomatik liegt in der Regel ein fest umrisener Gegenstandsbereich zu-
grunce. Esist z.B. lange vor jeder Axiomatik Geometrie im technischen Sinne
getrieben worden. Esist nun dis Ziel der Axiomatik, diesen Gegenstandsbereich
voll zu erfasen. Im einfachsten Fall begegnet man dieser Aufgabe, wenn man
einen bestimmten Sachverhalt durch eine passende Definition erfassen will .

Nehmen wir z.B. an, es|&gen einige Rauten gezechnet vor. Es % nun de Aufgabe
gestellt, diese Figuren zu definieren. Die Eigenschaften, ,,ebene Figur mit vier
Ecken" und, ebene Figur mit vier Ecken, vier Seiten, von cenen je avel paralle
sind* sind richt treffend, dasie a1 weit sind. Ich bringe den Nachweis, indem ich
ein Parallelogramm mit verschieden langen benachbarten Seiten vorlege, das dann
durch die Neufasaung der Definition ausgeschlossen wird. Ich grenze damit den
Giilti gkeitsbereich meiner Theorie durch Gegenbeispiele ein. Ich mache mir klar,
was erfaldt wird undwas nicht.

Auch diesedrel Funktionen des Beispielswoll en wir didaktisch analysieren. Immer
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wieder hat die aiomatische Methode ds besonderes Muster an Klarheit und
Verstehbarkeit dem Unterricht alslded vorgeschwebt. Die,, Elemente* des EUKLID
behaupteten sich fast unangefochten bis zum Beginn deses Jahrhunderts. Inzwi-
schen hat sich nach dem Marsch ,, Weg von Euklid“ eine &zeptable Losung einge-
spielt. Man hat erkannt, dal? es unsinnig ist, in der Schule globd Axiomatik zu
treiben, dald es aber zum Grundanliegen des Mathematikunterrichts gehort, lokal zu
ordnen (FREUDENTHAL). Im Rahmen des lokalen Ordnens kénren nuntatsadhlich
dle drei Funktionen des Beispiels fruchtbar werden, sie gehdren urebdingbar zum
mathematischen Arbeiten, zur Diskussonkanneigentlich nur der Zeitpurkt stehen.

So wird man etwa Beispiele ds Ausgangspurkt fur Definitionen wéahlen, dannist
die Frage der Erflll barkeit sofort geldst, wenn man priift, ob de Beispiele durch
die Definition erfaldt werden. Man wird dann auch gleich de Abgrenzung durch
Gegenbeispiele suchen, besonders wenn es sch um kompli zierte Begriff e handelt.
So wird z.B. der Grenzwertbegriff von den Schilern Gkerhaupt nur erfaldt, wenn
man genlgend viele Gegenbeispiele aur Abgrenzung entwickelt hat. Noch immer
neigt der Unterricht zu stark daau, es z.B. bei der Konvergenz von Folgen bel

Beispielen der Art 1, % % ... zU belasen. Wesentliche Teile des Konvergenz-

begriff s werden eben nur durch Folgen der Art

1,11 % und2 1,0 -1, -2,..
2 3

erfaldt, die nicht konvergieren. Es wére z B. eine reizvolle Aufgabe, eine Samm:
lung von Gegenbeispielen fir die herkdmmli chen Definitionen zusammenstell en,
diein der Schule gebradcht werden! (Fir die Analysis si verweisen auf: GELBAUM,
OLMSTED 1964)

Man sollte es sch im Unterricht auch zur Gewohnlteit machen, Teile von De-
finitionen auf Unabhéngigkeit und Lehnétze aif Notwendigkeit von Vorausst-
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zungen zu urtersuchen (z.B. VOLLRATH 1963. Es handelt sich hier um Fragen
mathematischer Kleinarbeit, die von der Sache her erforderlich sind. Eslassen sich
daf Ur auch lernpsychalogische Griinde aafihren.

DasBeispid stellt alsoin der Axiomatik das Beweismittel dafir dar, dal3 ein Axio-
mensystem erfiill bar und urabhéangig ist. Es dient zur Abgrenzung des Gillti gkeits-
bereichs. In alen drei Funktionen kann und sollte es im Rahmen eines lokal
ordnenden Mathematikunterrichts verwendet werden.

3. Das Beispidl in der Heuristik

DieHeuristik ist kein Gebiet der Mathematik, wohl aber ein wesentli cher Schritt im
mathemati schen Erkenntnisprozel3. Sicherli ch sind al e grof3en mathematischen Ent-
dedkungen (oder Erfindurgen, je nach Einstellung!) heuristisch gefunden worden.
Obwohl jeder Mathematiker heuristisch arbeitet undgeabeitet hat, ist dieses Gebiet
erst sehr spét systematisch urtersucht worden. Wurden friiher die Forschurngsergeb-
nisse aus Grinden der Prioritét meist Uberhaupt ohre Beweis mitgeteilt, so ist es
noch heute tblich, wohl die Ergebnisse mit Beweis darzustellen, den Weg aber, der
zu diesen Ergebnisen fihrte, nicht mitzutellen oder gar zu verschleiern. (So
schreibt O. ToepLITZ: ,Denn der Grund, warum wir alle, wenn wir es offen ge-
stehen, immer nur den kleinsten Bruchteil der erscheinenden Arbeiten auff assen
koénren, ist der, dal3 dese Arbeiten zumeist die Motive, von cenen sie ausgehen,
mehr verstehen als offenbaren.* 1927,S. 99).

Es mag eigenartig anmuten, dal3 Ukerhaupt heuristische Methoden nétig sind, unzu
Folgerungen aus den Axiomen zu kommen. Die Erfahrung zeigt aber, dal? de
logischen Regeln, abgesehen von ,, Routinesachen”, lediglich de Richtigkeit der
Schliisse zu kortrolli eren gestatten. Die wissenschaftli che Klarung dieses geistigen
Raumes zwischen Aufstellen eines Axiomensystems und logischer Kontrolle der
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fertigen Theorie ist von gréf@em didaktischen Interesse. Es s besonders auf die
Arbeiten von G. PoLYA verwiesen. (Eine eénfiihrende Informationin den Problem-
kreis gibt das Heft "Heuristik", MU 10, Heft 1, 1964. Wir wollen hier an zwel
Methoden der Heuristik Funktionen des Beispiels zeigen, defir die Didaktik von
besonderem Interesse sind.

In der Mathematik ist es das Ziel der Heuristik, Sétze und Beweise au finden. Zu
den Sétzen gelangt man meist durch Induktion. Dasist ein grundegender Prozel3in
der Heuristik. Bei den Beispielen

4-1=3, 9-4=5, 169=7, 2516=9

erkennt man eine Ahnlichkeit. Auf der linken Seite der Gleichungen stehen jeweils
Diff erenzen aufeinanderfolgender Quadratzahlen, rechts gehen urgerade Zahlen.
In Verallgemeinerung vermuten wir: Die Diff erenz aweier aufeinanderfolgender
Quadratzahlen ist ungerade. Das Beispiel ist die Ausgangsbasis fir eine suggestive
Beobachtung.Nunzeigt sich freili ch in der Mathematik, dal? solche Vermutungen
falsch sein konren.

n?+n+17

liefert z.B.firn=1, 2, ..., 13rimzahlen. Die Vermutung, dald sich immer Prim-
zahlen ergeben, ist falsch, dennfir 16ist bereits keine Primzahl mehr gegeben ist.
(Weitere schore Beispiele finden sich in SoMINSKI 1966)

Gewitzt durch solche Erfahrungen, wird man also de Vermutung in weiteren
stiitzenden Beobachtungen erproben. Damit kann man aber nie énen Beweis
erziden. Doch deVermutung wird dadurch glaubhefter. Es hat einen Sinn, sich um
einen Beweis fur sie a1 bemiihen. Auch fir das Finden eines Beweises kann das
Beispiel eine Hilfe sein. Fiihrt man de obige Zeile enfach fort, so wird man keinen
Beweis finden, denn her wird jeweils blind gerechnet. Dagegen wird die Be-
hauptung Karer, wennwir schreiben
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22-12=3 F-2=5 £-F=7, F-42=9.

Hier tritt der Quadratzahlcharakter deutlich hervor. Woll en wir hervorheben, dal3 es
sich um die Quadrate aufeinanderfolgender Zahlen handelt, so schreiben wir

(1+1)%-12= 3, (2+)-22 =5, (3+H)>- 3 = 7, (4+1)*-42 = 9.
Wenn man das geometrisch veranschauli cht, dann erkennt man an der Figur:
(1+1)%?- 1?=2-1- 1+ 1?=2 - 11,
(2+1)2- 22=2-1-2+1?=2 - 1,

(3+172- F=2.1-3+12 =2 - 3+1.

NIE

1 1 2 1 3 1

N\

y

Das ergibt sich ratiirlich auch redchnerisch:
(4+1)2- P=42+2.4+1- £ =2.4+1,

Immer ergeben sich urgerade Zahlen. Eswird auch deutlich, wie sie sich ergeben.
Damit ist der Beweis noch nicht erbradht, er wird aber bereits schtbar. Wir haben
produktiv konkret operiert. Durch Formalisierung ergibt sich schliefdlich der Be-
weis:

(n+1)?- ?=n?+2n+1- n*=2n+1.

Das Suchen deses Beweises ist an den inneren Zusammenhangen zwischen den
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auftretenden Zahlen arientiert. Er ergibt sich, ausgehend voneinem Beispidl, in der
Variation der Nachweisebene.

Ein andereswichtiges heuristisches Mittel zum Finden eines Beweisesist die syste-
matische Suche eines Gegenbeispids. Wir vermuten z.B., dal3 dbs gleichseitige
Dreledk genau 3 Symmetrieadisen hat. Kann es nicht noch mehr Achsen geben?
Man wird also versuchen, eine weitere au finden, ein Gegenbeispiel zu konstruie-
ren. Der Gedankengang, der zur Einsicht flhrt, daf3 das nicht moglich ist, ist ein
indireker Beweis (FREUDENTHAL 1967 . Er wird in der Praxis dann meist as
direkter Beweis hingeschrieben. In der Logik hat zuerst E.W. BETH dieses Beweis-
prinzip durch Suchen eines Gegenbeispiels in seinen semantischen Tableaus
verwendet (BETH 199). Er hat gezegt, dald des gleichbedeutend ist mit einer
Schlufkette, die man erhdlt, wenn man das Tableau in umgekehrter Reihenfolge
durchlauft.

Das heuristische Denken kann den Mathematikunterricht befruchten. Die Funktio-
nen des Beispielsim heuristischen Prozef3 sind auch fir den Unterricht bedeutsam.
Der Mathematiker muf3 aber etwas zur Vorsicht mahnen. Es ist gut, wenn de
Schiiler Uber ein Beispiel zu einer Vermutung kommen. Es ist aber bedenklich,
wenn es der Unterricht immer dabei bewenden [&3. Die mathematische Minimal-
forderung ist, dal? de Schiler wenigstens an geniigend vielen Gegenbeispielen zu
gefundenen Vermutungen die Beweisbedirftigkeit mathematischer Sétze ekannt
haben sollten.

Natiirli ch sprechen psychologische Griinde in gewissen Alterssufen gegen formale
Beweise. Bisher fid dann haufig die Entscheidung gegen den Beweis. So ist bei
engagierten Mathematikern das Trauma von der , Psychologisierung des
Mathematikunterrichts* entstanden. Sie fordern dagegen eine "Mathematisierung
des Mathematikunterrichts'. Wenn der Mathematiker nur die eukli dische Form des
Beweises zul a3, dannsinddie Standpurkte unvereinbar. Dannmul3 der Lehrer sich
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eben zwischen Psychologie und Mathematik entscheiden.

Tatsadlich aber ist die Form methematischer Beweise viel flexibler, s allgemein
bekannt ist. Zunachst mufd man darauf hinweisen, dal3 sich im Verlaufe der jahr-
huncertelangen Entwicklung der Mathematik auch de Auffasaung von ,, Strenge"
gewandelt hat. Man konrte dso durchaus anzweifeln, obder gegenwaértige Stand
fur die Schule in alen Altersstufen verbindlich sei. Aber wer mochte sich schon
vorwerfen lassen, dald er atmodisch Mathematik betreibe! Nunist alerdings auch
in der modernen Mathematik das Bild nicht ganz anheitli ch. Wir haben bereits auf
die Beweismethode von BETH hingewiesen. Auch von P. LORENZEN (1962 ist eine
neue Methode entwickelt worden. Er gibt eine Grundegung der Logik mit Hilfe
von Dialogen.

Das|&f3t sich auch fir den Unterricht fruchtbar machen (VOLLRATH 1968: Operie-
ren die Schiler in einem Beispiel produktiv konkret, so kannihnen bewul werden,
daR siefir jedes vorgelegte Beispiel eben auf diese Art die Behauptung bestétigen
kénnen, sie haben eine Gewinnstrategie. Der Lehrer kann de Nadcweisebene
variieren und schliefdlich, auf héherer Altersgufe, den Beweis auch forma er-
bringen lasen. Es ist damit ein method sches Prinzip gewonren, de Schiler das
Beweisen zu lehren. Auch das Prinzip der systemati schen Suche von Gegenbeispie-
len kann dazu dienen.

In einem heuristisch arientierten Mathematikunterricht kann das Beispiel zu einer
Vermutung fihren. An Gegenbeispielen wird de BeweisbedUrftigkeit mathemati-
scher Sétze gezegt. Durch produktives Operieren an einem Beispiel kann cer
Beweis erbracht werden. Es kann de este Stufe im Prozel3 der Variation cer
Nadweisebene zum Lehren des Beweisens sin. Es kann als Ziel bei der Suche
eines Gegenbeispiels zu einem Bewels fUhren.

Wir haben damit fir eine didaktische Analyse der Funktion des Beispiels im
Mathematikunterricht mathemati sche Bedingungen aus der Eigengesetzli chkeit des
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Gegenstandes heraus entwickelt, die notwendigerweise erfillt sein miissen. Damit
ist der padagogische Handlungsspielraum von der Sache her eingeschrankt worden.
Er wird weiter eingeschrankt durch Kriterien aus anderen relevanten Gebieten, z. B.
der Lernpsychdogie. Manche Padagogen scheinen das Ided zu haben, den Ent-
scheidurgsielraum des Lehrersdurch hinreichendviele enschrankendeKriterien
aus wisenschaftlichen Gebieten zu beseitigen. Nach den hisherigen Erfahrungen
|83t sich aber unkonventionell es, produktives padagogisches Handeln nicht verhin-
dern! Der Raum der freien Entscheidung sollte dem Lehrer bewuld gemadt wer-
den. Er sieht ihn viell eicht um so deutlicher, je klarer die Beschrénkungen formu-
liert sind, de sein Handeln von der Sache undvom Kinde her eingrenzen.
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