7. Aspekte dialogischen Lehrensim Mathematikunterricht
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»Die Entwicklung der Mathematik in den letzten Jahrzehnten und de
Bedeutung, die die neueren mathematischen Denkweisen fir die
geistige Orientierung unserer Gesell schaft gewonren haben, lasenes
wiinschenswert erscheinen, Gedanken undNeuorientierungen, von
denen die Mathematik der heutigen Zeit gepragt wird, in mal3voll er
Weisein den Unterricht all er Schulformen einzubezehen.* (Hessen
1967,S. 3

Solche Uberlegungen haben in der gesamten Bundesrepullik zu einer Neu-
gestaltung der Stoffplane geflihrt. Die Aufgabe des Lehrers ist es, die ge-
eigneten Methoden zu entwickeln, um den Schilern diese neuen Denkweisen
und Sadhverhalte au erschlief3en.

Verschiedene Strukturen der Bildungsinhalte bedingen verschiedene Metho-
den. Die Methode muf? cem Inhalt des Stoffes und den Fahigkeiten des Schir
lers angemessen sein. Es kann aso keine Universalmethode geben! Das gilt
auch undin besonderer Weise fiir die Denkweisen in der modernen Mathema-
tik.

Die Widersténde gegen die Reform der Stoff pléne von seiten der Lehrer sind
im wesentli chen aus einer gewissen Hilflosigkeit heraus zu erkléren, wie man
die neuen Stoffe a@folgreich urterrichten kann.Dasist verstandich, dennviele
Lehrer haben dese Begriff e wahrend ihres Studiums nicht kennengelernt. Sie
haben sie sich also selbst durch Literaturstudium oder in Fortbil dungskursen
milhsam aneignen miissen. Haufig war die énzige Motivation fur ihre Bemi-
hungen, nicht als riickstandig zu gelten. Die Schwierigkeiten bel der eigenen
Erarbeitung und de unzureichende Moativation flhrten héufig zu einer Ab-
wehrhaltung, die pddagogisch durch de Erfahrung begriindet ist, dal3 schon de
klasgschen elementaren Stoffe mit ihrem Minimum an Begrifflichkeit den
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Schulern erhebliche Schwierigkeiten bereiten. Um die Schwierigkeiten beim
Redhnen oder in der Algebra au Gberwinden, weicht der Lehrer leicht zu einem
Aufgabendrill aus. Dieser ,Dresaur des Unverstandenen” setzen WAGEN-
SCHEIN undWITTENBERG eine geistige Vertiefung in einem problemorientier-
ten genetischen Unterricht entgegen (WAGENSCHEIN 1962, WITTENBERG
1963. Den modernen Begriff en gegentiber dulfern sie sich kritisch:

»Nad dem Grundsatz ,Kleider machen Leute’ hangt man dem gym-
nasialen Unterricht ein Méantelchen héherer Mathematik um und
glaubt sich dadurch der Aufgabe enthoben, griindicher und selb-
sténdig dariiber nachzudenken, was es mit der Mathematik eigentlich
auf sich hat.“ (WITTENBERG 1963,S. 54)

Sicher ist es falsch, wenn de neuen Begriffe dem herkdmmlichen Stoff —
vielleicht noch dazierend — aufgepfropft werden. (Manch neu erschienenes
Lehrbuch erwedkt diesen Eindruck!) Ein so reformierter Unterricht richtet eher
Schaden an.

»Seine Problemstellungen kénren fir den Schiler sinn- oder be-
langlose Spielereien, seine Begriff shil dungen Spitzfindigkeiten, seine
Beweise logische Uberrumpelungen (,Mausefallen’) oder aber kon-
ventionell e geistige Manipulationen bleiben, gegen deman sich richt
wehren kann und de doch keine Uberzeugung schaffen. (WITTEN-
BERG 1963,S. 59

Soll der Unterricht fruchtbar sein, so muf3 er von lebendigen Problemen und
Fragen ausgehen. Die Losung der Fragen darf dem Schiler nicht gegeben
werden. Dal3 sich de Mathematik ganz dem eigenen Denken erschli ef3en kann,
zeichnet sie unter den anderen Wissenschaften aus und kann damit den Ma-
thematikunterricht zum Modell eines erarbeitenden Unterrichts werden lassen.

Wir wollen urs hier auf den Unterricht in dalogischer Form beschrénken und
wollen Aspekte aufzeigen, de gerade fur die Behandung der neuen Problem-
stellungen, Aufgaben undBegriff e bedeutsam sind. Unter dem dialogischen
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Lehren wollen wir ale Lehrformen verstehen, de sich im Unterrichtsgesprach
vollziehen. Bei der Behandlung der Aspekte streben wir keine V oll sténdigkeit
an.

1. Der heuristische Aspekt

Der Schiler soll unter der Leitung des Lehrers Problemstellungen, Begriffe,
Sétze undVerfahren erarbeiten. Das heuristische Lehren wird in Gang gesetzt
und gesteuert durch Impulse, die der Lehrer der Klasse gibt. Solche Impulse
kénren die Lehrerfrage, Auf gabenstellungen, anregende Figuren u. & sein.

Wir kénrten des Verfahren auch de , sokratische Methode® nennen, wir
wollen es aber nicht tun, da wir dem Verfahren nicht die sokratische Phi-
losophie augrunde legen woll en. Aber natiirli ch sind auch ursere Uberlegungen
von gewissen Anschauungen ther unsere Erziehungswirkli chkeit geprégt. Das
ist bei jeder Methode der Fall.

Im 18.Jahrh. wurde die heuristische M ethode haufig al s Wiederentdedkung der
sokratischen Methode verstanden. (etwa MICHELSEN 1781 Sie wurde in der
Padagogik griindich urtersucht und kritisch beurteilt (BASEDOW, DINTER,
DIESTERWEG, DOLINSKI, FROBEL, GAUDIG, WEIERSTRASS WILLMANN U.a.). Im
mathematischen Unterricht ist sie durch PolyA, WAGENSCHEIN undWITTEN-
BERG in urserer Zeit zu neuem Leben erwedkt worden. Sie beschrénken sich
allerdingsauf den herkdmmii chen Lehrstoff undklasgsche Problemstell ungen.
Gerade damit aber legen sie sich eine Beschrankung auf, die ihnen eine vollig
neue Komporente des heuristischen Verfahrens verschli efit.

Diewesentli che Kritik gegen das heuristische Verfahren richtet sich gegen de
~Despatie der Frage" (GAUDIG). Im Grunde wird der Schiller durch die Frage
des Lehrers bereitsin eine bestimnite Richtung gelenkt. Der Anstol3 zu geisti-
ger Arbeit kommt von aufen, und de weiterfiihrenden Uberlegungen werden
stets durch einen neuen Impulsin Gang gesetzt. Andererseitsist jawohl kaum
damit zu rechnen, dal3 es einem durchschnittli ch begabten Schiiler mdglich sein
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sollte, vallig selbstandig etwa die Elementargeometrie au erschlief3en. Es ist
doch ein Gebiet, das tber Jahrhunderte in mihsamem geistigen Ringen ge-
schaffen worden ist. So wird ein guter heuristischer Unterricht den Schilern
geistigen Spielraum lassen, aber die Schiler durch das Hinflihren auf bewdahrte
Begriff shildungen undVerfahren leiten missen.

Ein edhter heuristischer Unterricht ist letztlich nicht planbar. Andererseits
gehdrt natdrli ch zu jeder Unterrichtsmethode @n padagogisches Zid und damit
eine Planung, wenn der Unterricht Ertrag haben soll. Der Lehrer wird de
Makrostruktur des Unterrichtsverlaufs bestimmen, den Schilern aber seine
Mikrostruktur zur Gestaltung Gberlassen.

Gerade die Strukturbetrachtungen in der modernen Mathematik geben nun eéém
Schuler die Mdglichkeit zu wirklich neuartiger produktiver Arbeit. Esist z. B.
mdglich, bei der Mathematisierung eines alt 8gli chen Problemkrei ses adaquate
mathematische Begriff e selbst zu schaffen. (STEINER 1966

Auch das Feld sinnvoller Beispiele ist erheblich erweitert worden undregt zu
eigener Arbeit und zu gedgneten Begriff shildungen an innerhalb der klass-
schen Gegenstandsbereiche der Mathematik. In einer Jahresarbeit mit dem
Thema: , Eine Untersuchung von im Mathematikunterricht vorkommenden
Relationen”, stellte 1963 z.B. einer meiner Schiler selbstéandige fruchtbare
Untersuchungen an.

Schliefdlich haben de neuen Begriffe aich zu neuartigen Fragestellungen
innerhalb der Elementarmathematik gefiihrt, die diese bereichern. Esist damit
zu rechnen, dald sich das Bild des Mathematikunterrichts aller Schularten in
naher Zukunft entscheidend andern wird sowohl im Hinblick auf die Stoffe ds
auch auf die Methocen.

Wir wollen am Beispid des gleichseitigen Dreiecks zagen, wie neue Betrach-
tungen einem klassschen Gegenstand reues Gewicht geben kénren (Hessen
1967). Unseren methodischen Betradchtungen li egt die Entscheidung zugrunde,
gerade mit Hilfe der Symmetrien des gleichseitigen Dreiecks den Gruppen-
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begriff zu erarbeiten. Wir greifen damit ein Modell auf, das die Didaktik
bereitgestellt hat. Wir betrachten es tiberhaupt als Aufgabe der Didaktik der
Mathematik, im Blick auf die Lehre gestaltete mathematische Bereiche an-
zubieten. Zu urserem Themenkreis liegen zahlreiche Arbeiten vor (z.B. BAU-
ERSFELD 196162, LEPRG 1966,STEINER 1965

In der ersten Phase des Unterrichts heben wir die gleichseitigen Dreiede von
den Ubrigen ab. Der Impuls dazu geht in bewahrter Weise durch Vergleich
verschiedener Dreieke aus, die an de Tafel gezachnet worden sind. Ein
solches Vorgehen findet sich z.B. schon bei MICHELSEN (1781,S. 4445) das
fur unseren Geschmadk viell eicht etwas zu gezelt undzu schwerfalig ist:

»L. Betrachten Sie nun de Dreiedke Fig. 22, 26 wd 27, undsagen
Sie mir, wie lhnen deselben in Ansehung ihrer Seiten verschieden
scheinen...

S. Die Seiten des Dreyedks Fig. 22 sind urgleich, in dem Dreiedk
Fing. 26 aber sind zwey Seiten gleich, undin dem Drele Fig. 27
sind alle Seiten gleich.”

Die gleichseitigen Dreiledke zeichnen sich durch ihre Regel méldigkeit aus. Wir

analysieren diese Regelméfiigkeit. Sie egibt sich zunadst in der Homogenitét
der Figur, d. h., der inneren Ununterscheidbarkeit aller Seiten undall er Ecken
(,fur einen Bewohrer') des Dreiedks. Sie spielen dle genau de gleiche Rol-
le".(WITTENBERG 1963,S. 86) Die Regel mal3igkeit beruht aber auch auf gewis-
sen Symrretrien. Wir versuchen, dese Symmetrien zu erfassen. Die Schiller
werden nun de Achsensymmetrien und de Drehsymmetrien zunachst intuitiv,
dannin angemessenen Definitionen erfassen, de durch den Sachverhalt moti-
viert sind. Gerade in der Motivation der Begriff shildungen und Verfahren
besteht ein wesentlicher Unterschied zwischen der systematischen Betradh-
tungsweise der Mathematik und der didaktischen.

Das unstrukturierte gleichseitige Dreiedk Fig. 1 wird durch diese Betrachtun-
gen strukturiert Fig. 2.



Fig. 1Unstrukturierte...  Fig. 2 strukturierte Figur

Auf dieser Ebene unserer Untersuchungen werden wir entsprechende Uberle-
gungen fur kompliziertere Vieledke und ebene Figuren anstellen. Wir kehren
auch die Frage um und suchen Figuren mit vorgegebenen Symmetriegégen-
schaften. Auf diese Wase verschaffen wir den Schiilern ein grofes Feld an-
schauli ch gegebener Objekte, die weiterfiihrende Uberlegungen gestatten.

Die zweite Phase des Unterrichts ergibt sich im Rahmen eines ,,lokalen Ord-
nens‘ (FREUDENTHAL) bel der Frage nach den Zusammenhéngen zwischen den
Symmetriedgenschaften etwa des gleichseitigen Dreiedks und seinen all-
gemeinen Dreiedkseigenschaften. Wir erkennen z. B., da3 de Symmetrie-
adhsen gleichzetig Hohen, Seitenhalbierende, Winkelhalbierende undMittel-
senkrechte des Dreiedks snd. Auf dieser Ebene sind Beweise sinnvoll. Sie
setzen die Einsicht voraus, dal3 eine Forderung, etwadie Gleichheit der Seiten,
unter Umsténden andere Eigenschaften zur Folge hat, z. B. die Gleichheit der
Winkel. Der Schiler erféhrt auf dieser Stufe @was von der , Hierarchie der
Einsichten* (WITTENBERG 1963,S. 111).

Die dritte Phase ist gekennzechnet durch de ,systematische Expansion®
(WAGENSCHEIN), in der es darum geht, das Gewebe der Mathematik zu er-
schlieffen, in das der spezelle Sachverhalt eingekniipft ist. (Der Netz- oder
Gewebedarakter der Mathematik wurde von LIETZMANN und spéter von
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WAGENSCHEIN am Pythagoreischen Lehrsatz gezegt.)

Innerhalb des herkdmmiichen Unterrichts ist das von urs gewéahlte Beispiel
nicht sehr ergiebig. Lediglich die Erkenntnis, dai gleichseitige Dreiedke form-
gleich sind, fiihrt hier weiter, némlich zur Ahnlichkeitsienre und dann zur
Trigonametrie. Von daher erschlief3t sich aso kaum das Netz der Mathematik.
Moderne Betrachtungsweisen fihren dagegen weiter. In der modernen Ma-
thematik nehmen Abbildungen undVerknipfungen einen grolien Raum ein.
Spiegeln wir z. B. das gleichseitige Dreiedk an einer Achse, das Spiegelbild an
der zweiten, so erhalten wir ein Bild, das wir auch duch Drehung um das
Zentrum hétten erzeugen konren (Fig. 3).

(03]
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\

Fig. 3 Zusammensetzung von Abbildurgen

Dasfuhrt unsauf dasVerkniipfen von Abbildungen, de Verknlpfungsgesetze
werden untersucht. Uber die Invarianten von Abbildurgen in der Geometrie
ergeben sich spezelle Geometrien: die dfine, die metrische, die projektive
Geometrie.

Betrachten wir die Ecken 1, 2,3 des gleichseitigen Dreiedks bei den verschie-



8

denen Abbildungen des Dreiedks auf sich, so werden wir auf die Permutatio-
nen gefuhrt:

3235323% D23E|, 3235 DZB%HZB%
HSZD %ZlD 513[! BSlD %lZD HZSD
Spiegelungen Drehungen

Sie erschlieflen urs die Kombinatorik und kénren zur Wahrscheinli chkeits-
rechnurg fahren.

Betrachten wir die Drehwinkel bei den Abhildungen, so ergibt sich de Fest-
stellung, dal3 de Winkel von 120, 480, ... entsprechend 240, 60C, ... und
0%, 360, ...jeweils die gleiche Wirkung erzielen. Die Winkel kénren addiert
werden, und @s Ergebnis kannwieder durch einen der Winkel 0°, 12C°, 240
ausgedriickt werden.

Uber die Uhr-Arithmetik gelangen wir so zu den Restklassen, von ihnen zur
elementaren Zahlentheorie.

Vonden drei letzten Fragestellungen her sind Strukturbetrachtungen sinnvoll.
Sie gehtren in de vierte Phase. Es ist die distanzierte Betrachtung, die das
auseinanderstrebende Netzwerk der dritten Stufe tGberschaubar madit. For
unsere Problemstell ung leistet das der Begriff der Gruppe.

Wir gelangen genetisch zu ihm, indem wir das Verknlipfen als gemeinsamen
Prozef3 bei Abhildungen eines regelméigen Vieleds auf sich, Permutationen
undRestklassen abheben: Je avei Elementen einer Mengewird (eindeutig) ein
drittes dieser Menge aigeordnet. Mit diesem Begriff der Verknlpgfung durch-
leuchten wir nun de bisher behandelten Gebiete der Mathematik. Die Recdhen-
operationen werden als Verkniipfungen erkannt, auch solche wie das Bilden
des grof¥en gemeinsamen Teil ers zweier natlrlicher Zahlen. Wenn dann auch
die Beschrankungen auf die Mathematik fallengelassen werden, kommen de
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Schiller zu selbstandigen Leistungen, de im herkdmmli chen Unterricht kaum
Gleichwertigesfinden lasen. Es handelt sich hier um eine Art von Mathemati-
sierung, die jenseits al er , Textaufgaben® liegt!

Die Erfahrungen mit derartigen Verknupfungen werden nunwieder auf dievon
uns betrachteten Gegenstandsbereiche Ubertragen. Als gemeinsame Eigen-
schaften von Abbildungen des regelméiligen Vieledks auf sich, Restklasen
und Permutationen finden wir die Gruppeneigenschaften. Der Begriff der
Gruppe ergibt sich as einerseits will kirlicher, andererseits aber treffender
Begriff, der durch seine Ordnurgsfunktion fur ein mathematisches Gebiet
motiviert ist.

Das selbstandige Operieren mit dem Gruppenbegriff bleibt einer fiinften Phase
vorbehalten, die aif der Oberstufe des Gymnasiums snnvoll ist, aber wohl
auch erst dort.

Die dritte Stufe ist also bei unserem Problemkreis einerseits eine Phase
abstandrehmenden Betrachtens, zugleich aber auch prodiktiven Handelns.
Nicht bel jedem Stoff werden sich de Strukturbetrachtungen der modernen
Mathematik anbieten. Es gibt auch eine astandrehmende Betrachtung im
klassschen Bereich (z.B. WAGENSCHEIN 1962. Doch ist sie sicher nicht die
for die Schule dlein sinnvolle.

DieUnterrichtsfunktion der heuristischen Unterrichtsform besteht alsoin einer
durch Impulse Zelgerichteten geistigen Aktivierung der Schiller bei der Er-
arbeitung mathematischer Sadhwerhalte. Der Wertmal3stab ergibt sich in dem
Spielraum zu selbsténdiger Tétigkeit. Durch de Arbeitsmethoden der moder-
nen Mathematik kannsie éne etite Komporente geistiger Freiheit erhalten.

2. Der katechetische Aspekt

Hier handelt es sch um das Zergliedern eines Sachverhaltes in Bestandteil e,
die dann vom Lehrer erfragt werden. Wahrend beim heuristischen Verfahren
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die Frage des Lehrers ein Impuls zu weiterfiihrender geistiger Arbeit sein soll,
wird die Frage beim katechetischen Lehren gerade so eng gestellt, dald der
Lehrer eine @ndeutig bestimmte Antwort erwarten kann. Auferlich wird de
Klasse auf diese Wase sicher aktiviert, aber wenn der Unterricht von desem
Verfahren beherrscht wird, werden dach die Schiller eigentlich menschen-
unwirdig gegangelt. Die pédagogische Reformbewegurng zu Anfang des
Jahrhunderts wandte sich deshalb mit Redht in aler Scharfe gegen dieses
Verfahren. Und dach hat es in bestimmten Unterrichtsstuationen auch heute
seine Bedeutung. Neben der Erarbeitung geistiger Sachverhalte geht es jaim
Mathematikunterricht auch umdie Aneignung gewis<er Fertigkeiten, dedurch
feste Regeln bestimmt sind. Natlrlich mul3 cer Aneignung dieser Fertigkeiten
stets eine Einsicht vorangehen. Dann sollte @er auch de Aneignung der
Regeln folgen. Viele Schiller versagen im Algebraunterricht, weil sie nicht
sicher Kopfredhnen kdnren, well sie Bruchrechenregeln nicht beherrschen
usw. Besondere Schwierigkeiten ergeben sich erfahrungsgemal3, wenn bei der
Losung einer Aufgabe mehrere Schritte nacheinander zu voll ziehen sind. Bei
der Addition urgleichnamiger Briiche z B. mul3 der Schiller zunadhst beden-
ken, dal3 nu gleichnamige Briiche ohre weiteres addiert werden konren. Er
muld also zunachst den Hauptnenner bestimmen. Dann sind de Briiche au
erweitern. Daau muf3jeweil sdie Erweiterungszahl gesucht werden. Diegleich-
namig gemachten Briiche werden schliefdlich addiert, indem man de Z&hler
addiert und den Nenner beibehélt.

Zwedkmaldigerweise orientiert sich der Schiler an dieser Schrittfolge. Siewird
zunadhst heuristisch erarbeitet und dann als Fragenfolge dem Schiiler kateche-
tisch eingeprégt, bis er selbstdndig mit ihr arbeitet.

Die Reformbestrebungen des Mathematikunterrichts zielen auf eine Betonung
der Begriffli chket. Standen im herkémmlichen Unterricht Losungsverfahren
for bestimmte Aufgabentypen im Vordergrund, so geht es heute vorwiegend
um die Funderung der Verfahren. Litt der herkémmliche Unterricht unter der
Gefahr, in Aufgabendrill auszuarten, so liegt nunim tberbetonen des Begriff -
lichen die Gefahr, dal3 der Schiler ,,den Boden urter den Fileen verliert”. Er
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weil3 dann richt einmal, was er fragen soll, die schlimmste Form des Nichtver-
stehens!

Fruher bestand z.B. die Gleichungsiehre in reinem Aneinanderreihen von
Ubungen mit wachsendem Schwierigkeitsgrad. Die Probe hatte die Bedeutung,
zu prifen, ob man auch richtig gerechnet hatte. Die Félle, bei denen eine
Gleichung keine oder unendlich viele Lésungen hat, fielen a's pathologisch
unter den Tisch. Heute stehen Uberlegungenim Vordergrund, dedie énzenen
Schritte im Hinblick auf das Zidl, gleichzeitig aber auch im Riickblick auf die
Vorausstzungen kritisch betradchten. Erleichtert wird das durch Begriffs-
bil dungen der Mengenlehre undLogik. Auch fir die Gleichungslehre sindvon
der Didaktik zahlreiche Modelle entwickelt worden. Einen guten Uberblick
gibt (HANKE 1969.

Zu einer sicheren Beherrschung der Gleichungslehre gehdrt aber auch eine
Strukturierung des Loésungsweges, die man duch Zergliedern in Frageketten
mit der katedhetischen Methode ereichen kann. Der katedhetischen Methode
kommt also gerade bei den Modernisierungsbestrebungen eine spezfische
Unterrichtsfunktion zu: Sie leitet nach heuristischer Erarbeitung eines Sadh-
verhalts Gber zur Aneignung des natwendigen Wissens oder Kénrens.

3. Der eristische Aspekt

Die Sophisten verstanden urter der Eristik die Streitkunst. Dieser Aspekt des
diaogischen Lehrens ist bisher fur den Mathematikunterricht kaum beadtet
worden. Und dach kann rach meiner Erfahrung auch er einen entscheidenden
Beitrag zu den Modernisierungsbestreburgen leisten.

Innerhalb der Mathematik nimnt der Beweis eine zentrale Stellung ein. Er ist
das Mittel zur Sicherung der mathematischen Wahrheit. Im herkémmlichen
Unterricht spielte er eine stiefmiitterliche, ja bis zu einem gewisen Grade
paradoxe Rolle. In einem Alter, in dem die Schiler aus entwicklungspsycholo-
gischen Griinden mit dem Beweisen Schwierigkeiten haben, traktiert man sie
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damit: Den 14 bis 16j8hrigen werden mehr oder weniger stark Beweisein der
Geometrie aufgeawungen. Wenn sie dann aber eigentlich Beweise fihren
kénrten undauch miifen, um ein giiltiges Bild von der Mathematik zu erhal -
ten, verlangt der Unterricht kaum noch welche vonihnen: Die 16- bis 19&h-
rigen rechnen fast ausschliefdlich in der Analysisundin der analytischen Geo-
metrie. Der Algebraunterricht fir die 14- bis 16jdhrigen bradte bisher prak-
tisch keine Beweise. Auch das soll anderswerden. Das Beweisen soll stérker in
den Vordergrundtreten.

Fur die Schiler besteht die Hauptschwierigkeit einmal in der Motivation des
Beweisens, zum anderen im Abstraktionsgrad, den ein Bewels eben erfordert.
Beiden Schwierigkeiten kann nach meinen Erfahrungen de eistische Unter-
richtsform begegnen (s. VOLLRATH 1967).

Die Motivation Uker das Wahrheitsproblem |83t vidleicht den engagierten
Leéhrer ,in Ehrfurcht erbeben”, nach meinen Erfahrungen aber kaum 14- bis
16jéhrige. Gerade in desem Alter aber ist ein ausgeprégter Oppasiti onsgeist
bei den Schilern festzustellen. Er richtet sich allerdings weniger gegen die
mathematische Autoritét des Lehrers a's gegen die menschliche. Es sllte das
Bestreben des Lehrers sin, in sadhlichen Bahnen desen Oppasiti onsgeist auf
die Mathematik hinzulenken. Das kann durch eine unwahrscheinli ch klingende
Aussage des Lehrers geschehen, gegen die die Schiller opponeren; es kann
auch durch den Lehrer in Gang gesetzt werden, indem z.B. eine Vermutung
heuristisch erarbeitet wird, gegen deder Lehrer opponert. Die Schiler miissen
dann als Proporenten die Vermutung verteidigen.

Daau ein Unterrichtsbeispiel: Wir haben heuristisch erarbeitet, da sich jede
ungerade Zahl as Differenz aufeinanderfolgender Quadratzahlen darstellen
[&’t. Daswird in Dialogen verteidigt. Der Opporent (0) bezaweifelt es (?) fir 5
etwa, der Proporent (P) rechnet vor.

F-2=9-4=5,

Schematisch:
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0] P

| ______________________________________|
Jede ungerade Zahl 183t sich s

Diff erenz aufeinanderfolgender
Quadratzahlen darstellen.

?5
F-2=9-4=5

Anhnlich verlaufen mehrere Dialoge. Erfahrungsgeméal suchen die Schiiler die
Quadratzahlen zunéchst durch Probieren. Sie operieren blind konkret im Dia-
log. Dannaber finden sie @én System, sie entwickeln eine Gewinnstrategie. Das
wird im Schema deutlich:

?7

Die Schiiler operieren produktiv konkret. Sie haben eine Gewinnstrategie,
damit im Grunde énen Beweis. Esist also duchaus vertretbar, sich in einer
gewisen Altersstufe auf diese Nachweisebene zu beschrénken. Dies wird
insbesoncere fir die Volksschule gelten.

Durch Formalisierung kommen wir zur Dialogform, die die Gewinnstrategie
als Beweis enthdlt. Im Schema:
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+é
?n urgerade (n+l)2 _(n—1)2 :
2 2
(n_+1 +n_—1)(n_+1 _n_—1):
2 2 \2 2
n=n

Bei dieser Unterrichtsform ist der Beweis motiviert als Gewinnstrategie im
Dialog. Nadh meinen Erfahrungen ist diese Motivation retirlicher fur die
Schiler als die Uber das Wahrheitsproblem.

Ein besonderer Vorteil desVerfahrensliegt darin, dal3 der Lehrer als Opporent
sich durch Variation der Nachwei sebene der psycha ogischen Entwicklung des
Schilers anpassen kann. Ein Beweisist im Grunde immer gefunden, wenn de
Schiler as Proporenten eine Gewinnstrategie haben. Die aste Stufe des
Beweisens besteht im Anwenden der Gewinnstrategie im Dialog. Die aveite
[&r}t sie am konkreten Beispiel sichtbar werden. In der dritten Stufe konren sie
die Schuler spradilich darlegen, in der vierten sind sie in der Lage, diese
formal darzustellen in der Dialogform. Schliefdlich kann de Gewinnstrategie
vonder Dialogform gel 8st werden, indem man sieim Rahmen eines Lehrsatzes
als Beweis darstellt.

Dem Einwand, a3 camit der Beweis abhangig wird von der Psyche des Oppo-
nenten, &kt sich dadurch begegnen, dal3 sich ja auch in der Geschichte der
Mathematik die Nachweisebene gedndert hat. Sie ist bis zu einem gewissen
Grad immer abhéngig vom jeweili gen Stand der mathemati schen Forschurg.

Die Moglichkeit der Variation der Nadchweisebene madt aber auch de Be-
weise schonauf redht friiher Altersgufe @gentlichin alen Schultypen sinnvoll,
was bei dem bisher tiblichen starren Schema sicher nicht der Fall ist.

Schliefdlich sei noch auf die starke Aktivierung der Schiler bei der Verwen-
durg der eristischen Methode hingewiesen. Ich habe es wiederhalt erlebt, dafld
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fur eine Behauptung von den Schilern mehrere Gewinnstrategien entwickelt
wurden. So hatten dann de Schiler die Mdgli chkeit, die Tragfahigkeit und den
Aufwand verschiedener Strategien zu diskutieren. Natirlich kannman auchim
herkdmmlichen Verfahren urter Umsténden mehrere Beweise ahalten, sie
ergeben sich aber doch nicht so sportan, da die Forderungen auf einmal zu
schwer sind.Beim eristischen Verfahren ergibt es sch ganz von selbst, dai? de
Schiller beim Operieren in konkreten Dialogen verschiedene Strategien finden.

Schliefdlich kann s eristische Verfahren auch im Arbeitsunterricht fruchtbar
werden. Die Schiiler konren Gruppen bilden, in denen sie Dialoge filhren und
Gewinnstrategien entwickeln.

Wir wollen es aber auschliefdlich in seiner Funktion sehen, de Schiler das
Beweisen zu lehren. Damit versteht es sch von selbst, dal3 es nicht in allen
Phasen des Unterrichts mit all en Stufen beim Beweisen herangezogen wird. In
der Hauptsache wird es im Unterricht der 14- bis 16jahrigen verwendet wer-
den, wenn rach dem heuristischen Verfahren eine Vermutung gefunden wor-
denist, die eszu beweisen gilt.

Wir haben drei Aspekte des dialogischen Lehrensim Hinblick auf ihre spez-
fische Unterrichtsfunktion betradhtet. Wir haben sie insbesondere auf die
M odernisierungsbestrebungen hin urtersucht. Nur wenn de Reform des Ma-
thematikunterrichts zu einer Verbesserung des Unterrichtsertrages fuhrt, wird
sie einen Fortschritt bedeuten. Das aber hangt ab von den verwendeten Metho-
den. Gerade die von urs genannten Aspekte scheinen es uns maglich zu ma-
chen, die Anliegen der verschiedenen Richtungen in den Reformbestreburngen
fruchtbar werden zu lassen. Als Exporenten verschiedener Reformbestrebun-
gen im deutschen Raum seien STEINER undWAGENSCHEIN genannt.

Die von urs behandelten Formen des Unterrichts gentigen retirlich nur ihren
speafischen Funktionen, dese scheinen urs aber zentral im Unterrichtsgesche-
hen zu sein.
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