3. Der Beweis als Gewinnstrategieim Unterrichtsdialog
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1. Einleitung

Eine wesentliche Aufgabe des Mathematikunterrichts ist es, die Schiler das Be-
weisen zu lehren. Dazu misen sie aindchst die Beweisbedrftigkeit mathemati-
scher Sétze ekennen. Dann sind Beweise au finden. Natirlich kann der Lehrer
auch Beweise vortragen, aber in desem Verfahren liegen sicher die Wurzdn fiir
manches Vorurteil gegentiber der Mathematik. Freili ch gibt es auch so geniale Be-
weise, dal? cer Schiler sie selbst nicht finden kann. Hier ist es Aufgabe des Leh-
rers, den Weg zu ebnen und de Schiler zu fihren. Solche Beweise haben als
mathematische Inhalte @nen Bildungswert.

Erfahrungsgeméldist esin der Geometrie e@nfadher alsin der Arithmetik, das Be-
weisen in Gang zu bringen. Deshalb stand der Algebraunterricht schonimmer in
der Gefahr, in trockenen Formali smus und A ufgabendrill auszuarten.

Hier soll ein VVorschlag gemadt werden, wie man Bewelse fUr arithmetische Sadh-
verhalte im Unterricht entwickeln kann, ohre den Schilern abstrakte Schltisse
aufzwingen zu missen. Vorausgesetzt wird dabel, dad der Schiler die Beweishe-
dirftigkeit mathematischer Sétze ekannt hat. Als Methode werden Dialoge ver-
wendet, die zB. P. LORENZEN (1962 bel der Formalisierung der Logik in seiner
Metamathematik benutzt. Wir wollen das Verfahren an einigen typischen Bei-
spielen zeigen.

2. Dialog zu einem Kommutativgesetz

Hat man die Redhenregeln fiir ganze Zahlen im Unterricht erarbeitet, so wird man
entsprechende Regeln auch fir rationale Zahlen vermuten, etwa



c.z= 5 (b,d = 0), Kommutativgesetz.

Wir kénren urs vorstellen, dal? des Gesetz in einem Dialog zwischen einem
Proporenten (P) undeinem Opporenten (0) zu verteidigen ist. Zundchst kann etwa
der Lehrer al's Opporent auf einen Beweis verzichten, er sagt:

»Non dubto” (symbalisch: I).
Er kann aber auch beaweifeln, er sagt dann:
»Dubito" (symbadlisch: ?).
Der Proporent erwartet nun de Vorgabe énes Zahlenbeispiels.

Der Opporent beaweifelt etwa die Richtigkeit fir % g (symbolisch: ?
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Der Proporent zeigt wahrscheinlich durch Ausrechnen der Produkte die Richtig-
keit:
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Der Proporent hat die Forderung erfillt, der Opporent muf3 sagen:
»Non dubto”.

Die eigentliche Aufgabe des Proporenten besteht aber darin, fir jedes geforderte
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Beispiel die Behauptung nachzuweisen. Das ist nur maglich, wenn sierichtig ist.
Diese Gewi3heit hat der Proporent aber erst dann, wenn er eine Gewinnstrategie
fur den Dialog besitzt. Der obige Nachweis &t nicht die M 6gli chkeit einer solchen
Strategie ekennen.

Die Aufgabe besteht also fir den Lehrer darin, de Schiller as Proporenten so
operieren zu lassen, dal3 sie a1 einer Strategie kommen koénren.

Aus folgendem Nadchweis kann man eine Strategie entwickeln:

Die Schiiler kénren retirlich zu einer solchen Darstellung nur kommen, wennsie
nach einer Gewinnstrategie suchen.

Sieist gefunden, wenn de Schiiler as Proporenten wissen, da3 sie fir %, %

zagenkoénnen. Man legt dabei die Rechenregeln fiir ganzeZahlen und dle Multi pli-
kationsdefinition fir rationale Zahlen zugrunde.



Schematisch (an der Tafel) wickelt sich dasin folgender Tafel ab:

(0] P
ac_ca
bd db

! 225 25 10 5 2

37 | z5c5rcT%

olo
olo
o
o
o
o
o
o
o
o

Mit diesen Dialogen kann der Lehrer den Abstraktionsgrad weitgehend dadurch be-
stimmen, wann er als Opporent ,,non dulito” sagt. Er wird das vom Entwicklungs-
stand der Klasse ahéngig macdhen.

Man sieht hier, dafl3 man nattirlich mit diesen Dialogen auch das Beweisen in Gang
bringen kann. Der Beweis eines Satzes ergibt sich damit als Gewinnstrategie fur



einen Diaog.

3. Vollstéandige Induktion

Es 2l fur die Aussage

1 1

4 oese

1.2 nin+1)

ein Dialog gefuhrt werden.

n
n+1

fur ale nattrlichen Zahlen n.

Auch hier hat der Proporent fir jede natiirliche Zahl, fir die der Opporent den
Nacdhweis verlangt, die Richtigkeit zu zegen. Der Lehrer als Opporent wird zu-
néchst einige Zahlenbeispiele vorgeben.

Wiekommnt der Proporent zu einer Gewinnstrategie? Die entscheidende Erkenntnis

ist:

Verlangt der Oppanent den Nachweis fir n, dann kann der Proporent den Dialog
gewinnen, falser nach und rach fir alle Zahlen 1, 2,..., n dn Nachweis erbringen
kann. Dasist aber sichergestellt, wenner ihnfir 1 erbracht hat und urier der Vor-
aussetzung, dald er ihnfir eine Zahl bereits erbradcht hat, er ihnauch fir die folgen-
de bringen kann. Denn dannkanner ihnmit 1 auch fir 2, mit 2 auch fir 3 usw. mit

n-1 auch fur n erbringen.



Man erhdlt die nachfolgende Tafel:

P

1
12

Far dle n gilt

1
.t
1.2

1 _.n
nn+1) n+1

. 1 _ . m
m(m-+1) m+1

1
— ..
1.2

N 1
T mm+1)  (m+1)(m+2)

+

1 m2+2m+1

Wir weisen darauf hin, da? hermit
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die Methode der vollstdndigen Induktion als

Gewinnstrategie fir eine besondere Art von Sétzen entwickelt wird (LORENZEN



1962,S. 5859).

4. Weiteres Beispiel

Wir wollen nuneine Gewinnstrategie fir einen Satz geben, dessen Beweis den
Schillern erfahrungsgemél’ ziemli che Schwierigkeiten bereitet. Bessere Ergebnisse
lieffen sich mit Hilfe von Dialogen erzielen.

Esgibt keine @neindeutige Zuordnurg zwischen der Menge der natiirlichen Zahlen
N und cer Menge der redlen Zahlen im Intervall ]0;1][.

Im Unterricht kann man zu diesem Satz kommen, nachdem man gefunden het, dal?
die Menge der rationalen Zahlen abz&hlbar ist.

Spricht der Lehrer als Proporent die Behauptung aus, dald de Menge der redlen
Zahlen zwischen 0 und 1 itht abzéhlbar ist, so oppotieren de Schiler. Der Propo
nent kann nuneine Zuordnurg verlangen. Die Schiler werden als Opporent ein
Beispiel zu konstruieren versuchen. Der Lehrer gibt darauf eine Zahl an, de nicht
erfal3t worden ist. Er wird natiirli ch so verfahren, dal3 de Schiller schliefdlich seine
Gewinnstrategie durchschauen. Sie besteht darin, dal3 fr die Zuordnurgsvorschrift

n-0,a,a,...

des Opporenten der Proporent nur eine Zahl 0, a,a, ... mit der Eigenschaft O # g, #
a,, fur ale n zu wahlen braucht, was jaimmer moglich ist. Dasist eine Zahl, die
durch de Vorschrift nicht erfal3t wird.
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Eine mdgliche Tafel mit der Gewinnstrategie lautet:

(6] P

Es gibt keine eéneindeutige Zuordnurg zwi-
schen N und]0;1]

! Esgibt eine énein-
deutige Zuordnurg.

! ?

n-0,8a,a;.. Welches n gehort zu
0, & ... mit
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Ahnlich genial verlauft der Beweis fiir den Satz vom Nichtabbrechen der Prim-
zahlfolge. Auch hier liefert der eukli dische Beweis eine Gewinnstrategie, indem der
Proporent fir jede endliche Primzahlmenge, die vom Opporenten vorgelegt wird,
eine Primzahl konstruieren kann, de darin nicht vorkommnt.

Haufig werden diese Beweise indirekt gefiihrt. Bezechnenderweise umgeht aber
EUKLID diese Form, was shonin der Formulierung zum Ausdruck kommt:

» ES gibt mehr Primzahlen ds jede \orgelegte Anzahl von Primzahlen.”

Hier wird deutlich, dal3 cer Satz in einem Dialog konstruktiv verteidigt werden
kann undwohl auch werden sollte.

Das ist bei den eigentlichen berlihmten indirekten Beweisen, etwa fur die Irra
tionalit& von /2, nicht mdgli ch. Auch sie stell en sich aber als Gewinnstrategienin
einem Dialog dar, bel dem man lediglich nicht konstruktiv arbeiten kann. Wir
geben de Tafel fur die Irrationdit&t von /2 an:
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Es gibt keine tellerfremden ganzen Zahlen, de-

ren Quotient \/i ist.

! Es gibt doch solche
Zahlen pg.
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pund gsind richt teiler-
fremd.

5.Schlufbemerkungen

Natuirlich braucht man auf die Dauer nicht mit den Tafel libersichten zu arbeiten,
aber esist doch zwedkmalig, bei neuartigen Bewei saufgaben immer wieder darauf
zuriickzugreifen. Man sollte auch de Dialoge, dieim Unterricht gefiihrt undan der
Schultafel natiert werden, vom fiktiven Dialog abheben, der die Gewinnstrategie
darstellt. Besonders brauchbar sind de Dialoge bei den Konvergenzbeweisen der
Analysis. Fur die Oberstufe egibt sich schliefdlich eine reizvolle Mdgli chkeit zur
EinfUhrung in de Logik, indem man grundegende Gewinnstrategien sucht. Man
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kannsich hier an den Untersuchungen von LORENZEN (1962,S. 26-30) orientieren.
Grundagenfragen lassen sich auf diese Wese leicht motivieren.

Die Diaoge bieten nach meiner Erfahrung folgende Vorteil e gegentiber den aldi-
chen Beweisverfahren:

a) Der Lehrer kann as Opporent die Nachweisebene bestimmen, wie an
ersten Beispiel veranschaulicht wurde.

b) Der Bewels vollzieht sich im Dialog zwischen Lehrer und Schiler und
nicht im Mondog des Lehrers (wie leider noch haufig tiblich).

c¢) Die Schiler lernen die Spielregeln fir Argumentationen in nicht notwen-
dig mathematischen Dialogen.

d) Das Suchen nach Beweisen wird als Suche nach einer Gewinnstrategie
wesentli ch spannender.

€) Beweise werden as Gewinnstrategie richtig gewdrdigt (nicht nur dem
Lehrer zuli ebe hingenommen).
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