2. Zum Zusammenhang zwischen dem Satz vom g.g.T. und
dem ZPE -Satz
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Wir wollen hier einen Erweiterungsbereich der Menge N der natlrlichen
Zahlen angeben, in dem der Satz vom g.g.T., nicht aber der ZPE-Satz gilt. Es
wird sich dabei zeigen, dassjedoch wenigstens eine verall gemeinerte Produkt-
zerlegung in ureerlegbare Elemente moglich ist.

Wir betrachten de Menge #, die aus dlen unendlichen Folgen natiirlicher
Zahlen und dbr konstanten Folge (0),., besteht. Auf # definieren wir Ver-
knipfungen durch

A +B =i (Atb)ien UNAA'B =« (Aby)ien
fir A = (a)yn UNAB = (b)), aUSAH.
A > B =4 a>b, furalekeN.

Addition und Multi plikation sind assoziativ und kommutativ, ausserdem gilt
das Distributivgesetz. Die Relation > ist vertraglich mit den Verknipfungen
von. In die so erhaltene Struktur lassen sich de natirlichen Zahlen mit Hilfe
der konstanten Folgen isomorph einbetten. Nullelement ist 0 undEinselement
ist 1.

Fir die Teil barkeitstheorie wesentli che Eigenschaften der nattirlichen Zahlen
Ubertragen sich auf #. Fir 0 = A =(8 ).y UNdB = (b),.y aus gilt némlich

A|B genau dann,wennfur dleke N gilt a.|b,.

Esfolgt 1|A fur alle Ae # undA|A firaleA = 0,Ae 4. 1 undA sindalso
triviale Teiler von A.

Aus den Komporenten von 1undA lassen sich neue Tell er zusammenstell en.
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Fur jedes T = (t,)n Mit t, = a, oder t, = 1fur ale keN gilt T|A. Wir wollen
Teiler dieser Art auch zu den trivialen Tellern von A = 0 zéhlen. In desem
Sinne sehen wir Elemente aus /#, die nur solche trivialen Teiler besitzen, als
unzerlegbare Elemente an.

Offensichtlich ist P = (p)..y > 1 aus / genau dann ureerlegbar, wenn p fur
allekeN Primzahl ist. Ein urzerlegbares Element aus A braucht jedoch nicht
Primelement zu sein, dennaus P|AB, P unzerlegbar, folgt imallgemeinen nicht
P|A oder P| B. Man wéhle éwaP =2, A = (a)- Mit g = 2flr ungerades k
undg, = 3 fur gerades k undB = (b,),.y mit b, = 3 fir ungeradesk und i =2
fur gerades k. Es gilt also nicht der ZPE-Satz.

Umdeng.g.T. zweier Elemente A, B € #, dienicht beide 0 sind, zu bestimmen,
kénren wir ebenfall s auf die Komporenten von A undB zurtickgreifen. Fir A
= (BJken UNAB = (b)) ey ISt D =(d )y Mit d, = (&, b) furalekeN der g.0.T.
vonA undB. Sei némlich T|A und T|B, T = (t). aus#, danngilt t,|a, und
t | b, fur alekeN. Ausd, = (a, b) undt,|d, fir dlekeN folgt T|D, D|A und
D|B. Esgilt also der Satzvomg.g.T. .

Verwenden wir eine Prodiktdefinition, de LAuGgwiTz (1959 in anderem
Zusammenhang benutzt, so 1&sg sich fir alle Elemente aus#, diegrosser als 1
sind, wenigstens eine Zerlegung in ein Produkt unzerlegbarer Elemente gewin-
nen. Fur P, = 4 (Pridken Mit 0=V = (V) vy VEN, schreiben wir

N
Q =(def |_|va
V=M

wobei



mit N = (N)yen > M =(mMy),n. Damit gilt:

ZujedemA = (a)n > 1 aus/ existiert eine Darstellung

S
D A= Py
I

wobei die P, unzerlegbare Elemente sind undSe/ eindeutig bestimnt ist. Fur
allekeN sei namlich

die kanonische Zerlegung von a,, dannfolgt mit P, = (Pidkens V= (Vidken UNd
eindeutig bestimmtem S= (s, die Darstellung (1). Dassdie Darstellung (1)
nicht nur formal sinnvoll ist, erkennt man daran, dessfir ale P, aus (1) gilt
P|A, wenn fir ale keN gilt 1 < v, < 5. Allerdings ist Darstellung (I) im
allgemeinen nicht eindeutig.
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