1. Eine Bemerkung zur Definition der Intervallschachtelung

Elemente der Mathematik 18 (1963, S. 135-136.

Es ist ublich’, eine Intervall schachtelung durch zwei Folgen (a,),-;,.. und
(b)n-1-.. retionaler Zahlen zu definieren, welche die Bedingungen erfill en:

(1) Fuor dlenatirlichen Zahlen n gilt a, < a,,;.
(2) Fur alenatdrlichen Zahlen n gilt b, > b,,,.
(3) Fur alenatdrlichen Zahlen ngilt a, < b,.
(4) Zujeder pasitiven rationalen Zahl € existiert eine natirliche Zahl n,,
so dassfur all e natirlichen Zahlen n>n,
Ib,-a]<e.

Esgenigt jedoch, weniger zu fordern, denn de Bedingung (3) 18s4 sich bereits
aus den Bedingungen (1), (2) und (4) zusammen folgern?.

Nehmen wir namlich an, fur zwei Folgen (a,) ;.. und(0,),-,, . rationaler
Zahlen seien de Bedingungen (1), (2), (4), nicht aber (3) erflllt, dann musses
eine nattirliche Zahl m, geben, fir die gilt

a, > bmo'
Wegen (1) und(2) gilt daher fir al e natiirlichen Zahlen m>m,
a, > a,> bmoz b,
Waéhlt man nun
a-b
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e =

so folgt
a- b, > ay - bmo > e,

Das geht aber im Widerspruch zu (4).

Fir die Definition der Intervall schacdhtelung braucht man demnadh nu die
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Bedingungen (1), (2) und(4). Diese sind voneinander unabhangig.

Wahlt man ndmlich a, = (-1)"Un, b, = 1/n fir all e natlrlichen Zahlen n, so
gelten (2) und(4), nicht aber (1).

Bei a,=-1/n, b,=(-1)"Un fir ale natirlichen Zahlen n sind (1) und(4)
erfullt, (2) gilt nicht.

Schliesdich sind mit a, = n undb, = —n fir ale natirlichen Zahlen n (1) und
(2) erflllt, wahrend (4) verletzt ist.

Will man aber in der Definition ncht auf die Bedingung (3) verzichten, so
kann man (4) durch eine schwadere Forderung ersetzen :

(4a) Zu jeder paositiven rationalen Zahl € existiert eine natirliehe Zahl ny,
so dassgilt

| bno— an0| <e.
Das System der Forderungen (1), (2), (3) und(4a) ist voll stéandig.

Ist némlich fir zwei Folgen (a,) ;... und(b,).., . rationaer Zahlen deses
System erfillt, so gilt fur al e nattirlichen Zahlen n>n,

0<b-ac bn(; a, < 0.
Also gilt (4).
Die Forderungen (1), (2), (3) und(4a) sind auch urebhéngig voneinander.

Wahlt man a, = (-1)"1/n, b, = I/n fir ale natirlichen Zahlen n, so sind (2),
(3) und(4a), nicht aber /(1) erfullt.

Mit a,=-1/n, b, = (-1)"/n fir al e natiirlichen Zahlen n sind (1), (3) und
(44Q) erfllt, (2) gilt nicht.

Setzt man a, = 1/2- 1/n, b, = 1/n-1/2 fir alle natlirlichen Zahlen n, so gelten
(D, (2) und(44a). (3) gilt nicht.
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Schliesdich sind mit a, = -1/n undb, = 1 fir all e nattrlichen Zahlen n (1),
(2) und(3) erflllt, (4a) ist verletzt.
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