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1. Eine Bemerkung zur Definition der Intervallschachtelung

Elemente der Mathematik 18 (1963), S. 135-136.

Es ist üblichl), eine Intervallschachtelung durch zwei Folgen (an)n=1,2...  und

(bn)n=1,2,...  rationaler Zahlen zu definieren, welche die Bedingungen erfüllen:

(1) Für alle natürlichen Zahlen n gilt an �  an+1.

(2) Für alle natürlichen Zahlen n gilt bn �  bn+1.

 (3) Für alle natürlichen Zahlen n gilt an �  bn.

(4) Zu jeder positiven rationalen Zahl �  existiert eine natürliche Zahl n0,

so dass für alle natürlichen Zahlen n>n0	
 bn 
 an

�
 < � . 

Es genügt jedoch, weniger zu fordern, denn die Bedingung (3) lässt sich bereits

aus den Bedingungen (1), (2) und (4) zusammen folgern2).

Nehmen wir nämlich an, für zwei Folgen (an)n=1,2...  und (bn)n=1,2,... rationaler

Zahlen seien die Bedingungen (1), (2), (4), nicht aber (3) erfüllt, dann muss es

eine natürliche Zahl m0 geben, für die gilt

 Wegen (1) und (2) gilt daher für alle natürlichen Zahlen m>m0

Wählt man nun

so folgt

Das steht aber im Widerspruch zu (4).

Für die Definition der Intervallschachtelung braucht man demnach nur die
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bn0 �

an0


< � .

0 � bn �
an � bn0 �

an0
< 0.

Bedingungen (1), (2) und (4). Diese sind voneinander unabhängig.

Wählt man nämlich an = ( � 1)n1/n, bn = 1/n für alle natürlichen Zahlen n, so

gelten (2) und (4), nicht aber (1).

Bei an = � 1/n, bn = ( � 1)n1/n  für alle natürlichen Zahlen n sind (1) und (4)

erfüllt , (2) gilt nicht.

Schliesslich sind mit an = n und bn = �
n für alle natürlichen Zahlen n (1) und

(2) erfüllt , während (4) verletzt ist. 

Will man aber in der Definition nicht auf die Bedingung (3) verzichten, so

kann man (4) durch eine schwächere Forderung ersetzen :

(4a) Zu jeder positiven rationalen Zahl �  existiert eine natürliehe Zahl n0,

so dass gilt

Das System der Forderungen (1), (2), (3) und (4a) ist vollständig.

Ist nämlich für zwei Folgen (an)n=1,2...  und (bn)n=1,2,... rationaler Zahlen dieses

System erfüllt , so gilt für alle natürlichen Zahlen n>n0

Also gilt (4).

Die Forderungen (1), (2), (3) und (4a) sind auch unabhängig voneinander.

Wählt man an = ( � 1)n1/n, bn = 1/n für alle natürlichen Zahlen n, so sind (2),

(3) und (4a), nicht aber /(1) erfüllt .

Mit an = � 1/n, bn = ( � 1)n1/n für alle natürlichen Zahlen n sind (1), (3) und

(4a) erfüllt , (2) gilt nicht.

Setzt man an = 1/2 �  1/n, bn = 1/n � 1/2 für alle natürlichen Zahlen n, so gelten

(1), (2) und (4a). (3) gilt nicht.
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Schliesslich sind mit an = � 1/n und bn = 1 für alle natürlichen Zahlen n (1),

(2) und (3) erfüllt , (4a) ist verletzt.

Anmerkungen
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